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Zusammenfassung

Ein Graph ist eine abstrakte Datenstruktur, die Zusammenhänge in Systemen reprä-
sentiert. In der Graphenvisualisierung werden Zeichnungen von Graphen generiert. Die
Suche nach einer optimalen Zeichnung des Graphen kann allgemein als ein Optimie-
rungsproblem angesehen werden. Im Graphzeichnen werden Methoden verwendet, die
Zeichnungen von Graphen nach bestimmten Metriken analysieren und optimieren. Fer-
ner approximieren neuronale Netzwerke durch gegebene Erfahrungswerte Optimierungs-
probleme. In den letzten Jahren wurden neuronale Netzwerke entwickelt, welche aus der
Eingabe eines Graphen eine dazugehörende Zeichnung generieren und dabei Metriken
der Graphenvisualisierung optimieren. Diese Methoden erzielen stets verbesserte Ergeb-
nisse. Grötschla et al. [GMVW24] haben ein neuronales Netzwerk CoRe-GD entwickelt,
welches den Stress einer Graphzeichnung optimiert.

In dieser Arbeit wird CoRe-GD mit klassischen Methoden der Graphenvisualisierung
kombiniert, um eine verbesserte Zeichnung zu liefern. Wir haben die Methoden so aus-
gewählt, dass diese initiale Positionen aufnehmen können. Daher verwenden wir das
neuronale Netzwerk und die klassischen Methoden sowohl als Postprocessing-Methoden
als auch als Preprocessing-Methoden. Die Preprocessing-Methode liefert Positionen und
diese werden von der Postprocessing-Methode als initiale Werte aufgenommen. Die
Postprocessing-Methode liefert das finale Ergebnis der Kombination. Wir verwenden
mehrere Metriken der Graphenvisualisierung, um die Güte der Zeichnungen der einzel-
nen Methoden und der Kombinationen bewerten zu können.

Unsere Experimente umfassen zwei Arten von Kombinationen. Die Kombinationen,
wobei die klassische Methode der Graphenvisualisierung als Preprocessing-Methode und
CoRe-GD als Postprocessing-Methode aufgefasst werden, liefern keinen Vorteil gegen-
über einem einzelnen CoRe-GD. Allerdings lassen sich die Zeichnungen von Spring von
Fruchterman und Reingold [FR91] und des ForceAtlas2 von Jacomy et al. [JVHB14]
bezüglich fast aller hier benutzten Metriken durch CoRe-GD optimieren. In der zwei-
ten Kombination ist das neuronale Netzwerk als Preprocessing-Methode ausgewählt.
Der klassische Algorithmus definiert die Postprocessing-Methode. Unsere Experimente
zeigen, dass Zeichnungen bezüglich bestimmter Metriken von CoRe-GD durch den Algo-
rithmus ForceAtlas2 optimiert werden können, wobei die Kantenkreuzungen um ca. 23%
und die durchschnittliche Abweichung des minimalen Winkels vom optimalen Winkel
um ca. 13% gegenüber einem einzelnen CoRe-GD verbessert werden können. Gegenüber
dem ForceAtlas2 optimiert die Kombination mehrere Metriken um ca. 6–37%. Allerdings
werden andere Metriken der Graphzeichnungen der Kombination negativ beeinflusst.
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Mit den hier in den Experimenten genutzten getesteten Algorithmen (sgd)2 von Zheng
et al. [ZGP17] und der multidimensionalen Skalierung von Kamada und Kawai [KK89]
ist bei deren Kombinationen mit CoRe-GD kaum eine Verbesserung der Zeichnungen
festzustellen. Durch die Kombination mit CoRe-GD werden die Laufzeiten der klassi-
schen Methoden außerordentlich erhöht.

Abstract
A graph is an abstract data structure that represents relationships within systems. In
graph drawing, drawings of graphs are generated. The search for an optimal graph draw-
ing can generally be considered as an optimization problem. Graph drawing methods
are used to analyze and optimize drawings using particular metrics. Furthermore, neural
networks approximate optimization problems by given empirical values. In recent years,
neural networks have been developed, which generate a drawing of a given graph by
optimizing the graph drawing metrics. These methods provide more and more better
results. Grötschla et al. [GMVW24] have developed a neural network CoRe-GD, which
optimizes the stress of a graph drawing.

In this work, CoRe-GD is combined with classical graph drawing algorithms to provide
a better drawing. We have chosen methods, which can use initial positions. Therefore,
we use the neural network and classical methods as preprocessing and postprocessing
methods. The preprocessing method provides the positions, which are used from the
postprocessing method to provide the final positions of the combination. We use several
metrics of graph drawing to evaluate the quality of the drawings of each method and
the combinations.

Thus, our experiments include two directions of combinations. The combinations,
where the classical method as a preprocessing method and CoRe-GD as a postprocessing
method, provide no advantage over using CoRe-GD only. However, the drawing of Spring
by Fruchterman and Reingold [FR91] and of ForceAtlas2 from Jacomy et al. [JVHB14]
can be optimized by CoRe-GD in almost all metrics used here. In the second type of
combinations, the neural network is selected as the preprocessing method. The classi-
cal method defines the postprocessing method. Our experiments show that combining
CoRe-GD and ForceAtlas2 reduces edge crossings by approx. 23% and the average de-
viation of the minimum angle from the optimum angle by approx. 13% compared to
the classical CoRe-GD. However, in other aesthetic metrics, the drawings are negatively
affected compared with CoRe-GD. Compared to a single a single run of ForceAtlas2, the
combination improves several metrics by approx. 6–37%.

With the combinations of the remaining algorithms, (sgd)2 by Zheng et al. [ZGP17]
and the multidimensional scaling by Kamda and Kawai [KK89], nearly no improvements
of the drawings can be observed. Through combinations with the neural network, the
runtimes of the classical methods are extraordinarily increased.
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1. Einleitung

Ein Graph ist eine abstrakte Datenstruktur, die Zusammenhänge in Systemen repräsen-
tiert. Objekte, die in diesen Systemen agieren, werden abstrakt Knoten genannt. Eine
Kante zwischen den Knoten bezeichnet eine Relation zwischen den Objekten.

Eine Zeichnung eines Graphen ermöglicht ein besseres Verständnis der Wechselwir-
kungen in dem System. Es gibt keine beste Zeichnung eines Graphen, denn, je nach
Anwendungszweck, muss die Zeichnung bestimmte Merkmale betonen. In verschiedenen
Studien ist gezeigt worden, dass durch das Hervorheben bestimmter Merkmale der Zeich-
nung eines Graphen eine bessere Erfassung der Struktur durch einen Menschen erfolgen
kann. Hier sind zu nennen:

• Je größer der Winkel zwischen zwei adjazenten Kanten ist, desto leichter ist es, sie
zu unterscheiden [CP96][WPCM02].

• Die Kanten sollten einheitlich lang sein [CP96].

• Kantenkreuzungen erschweren das visuelle Verfolgen der Kanten [Pur97].

In der Graphenvisualisierung werden Methoden benutzt, die es einem ermöglichen die
Zeichnung eines Graphen bezüglich bestimmter Merkmale zu optimieren. Der Shift-
Algorithmus von de Fraysseix et al. [DFPP90] optimiert die Zeichenfläche einer planaren
Graphzeichnung. Zink et al. [ZWBW22] kombinierten das Sugiyama-Framework [STT81]
mit einem kräftebasierten Algorithmus, um einen ungerichteten Graphen zu orientieren
und so eine gute Ausgangslage für eine lagenbasierte Zeichnung mit wenigen Kreuzungen
zu schaffen. Shiono et al. [SYT22] optimieren Zeichnungen von Fuzzy-Graphen mithilfe
von Partition-Trees. Xu und Zhang [XZ19] verbessern die Zeichnung eines kräftebasierten
Algorithmus mithilfe des PageRank-Algorithmus, um Knoten abhängig des Knotengra-
des zu gewichten. Walshaw [Wal01] kombiniert einen kräftebasierten Algorithmus mit
einer Multilevel-Technik, in welcher Cluster von Knoten gebildet und rekursiv verfeinert
werden.

Motiviert von diesen Arbeiten untersuchen wir in unserer Arbeit, ob eine Kombina-
tion eines neuronalen Netzwerks mit klassischen Algorithmen zum Graphzeichnen eine
bessere Zeichnung liefert als die Methoden einzeln. Als neuronales Netzwerk benutzen
wir das Modell von Grötschla et al. [GMVW24] CoRe-GD, welches aus der Eingabe eines
Graphen eine Zeichnung generiert. Dieses Modell wurde darauf trainiert, den Stress einer
Zeichnung zu optimieren. Der Stress ist ein Maß, das bestimmt, wie hoch die Diskrepanz
zwischen der graphentheoretischen Distanz und der euklidischen Distanz zweier Knoten
ist [Kru64]. Als einen klassischen kräftebasierten Algorithmus wählen wir den Spring-
Embedder (kurz Spring) von Fruchterman und Reingold [FR91], deren Methode auf dem
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Algorithmus von Eades [Ead84] basiert. Ferner verwenden wir den kräftebasierten Algo-
rithmus ForceAtlas2 von Jacomy et al. [JVHB14] und die multidimensionale Skalierung
von Kamada und Kawai [KK89]. Zusätzlich verwenden wir als klassische Methode den
(sgd)2 von Zheng et al. [ZGP17], welche durch den Gradientenabstieg den Stress einer
Zeichnung optimiert.

Das neuronale Netzwerk und die klassischen Methoden liefern uns Positionen und
diese können von den Methoden als initiale Positionen aufgenommen werden. Aus die-
sem Grund werden die Kombinationen in beiden Richtungen betrachtet. Dies bedeutet,
dass CoRe-GD und die klassischen Methoden sowohl als Postprocessing-Methode als
auch als Preprocessing-Methode verwendet werden. Die Preprocessing-Methode liefert
Positionen, die die Postprocessing-Methode als initiale Werte aufnimmt, um die finale
Zeichnung der Kombination zu generieren.

Wir verwenden mehrere Metriken der Graphenvisualisierung, um eine Aussage über
die Güte der Zeichnungen aller Methoden treffen zu können. Neben dem Stress analysie-
ren wir die Graphzeichnung nach u. a. Kantenkreuzungen, Kantenlängenverhältnis und
Winkelauflösung.

In Kapitel 2 werden die Grundlagen für diese Arbeit eingeführt. Im ersten Abschnitt
werden die Grundzüge der Graphenvisualisierung und ein Teil der hier benutzten Algo-
rithmen vorgestellt. Wir verwenden den kräftebasierten Algorithmus Spring von Fruch-
terman und Reingold [FR91], welcher auf den Spring-Embedder von Eades [Ead84]
zurückgeht. Zusätzlich wird die multidimensionale Skalierung von Kamada und Ka-
wai [KK89] vorgestellt. In kräftebasierten Algorithmen werden physikalische Kräfte zwi-
schen Knotenpaaren modelliert. Darauffolgend werden klassische neuronale Netzwerke
eingeführt, welche mithilfe von gegebenen Erfahrungswerten Optimierungsprobleme ap-
proximieren. Im letzten Unterabschnitt werden wir graphbasierte neuronale Netzwerke
vorstellen, welche Graphen als Eingabe verarbeiten können. Der Abschnitt danach soll als
eine Verbindung zwischen Graphenvisualisierung und graphbasierten neuronalen Netz-
werken dienen. Anschließend wird das neuronale Netzwerk CoRe-GD von Grötschla et
al. [GMVW24] eingeführt. Hierbei werden zuerst die verschiedenen Module des Algo-
rithmus und die Architektur dargestellt. In den letzten Unterabschnitten werden die
Fehlerfunktion und die Komplexität von CoRe-GD beleuchtet.

Als Methodik für diese Arbeit wurde die Analyse der Graphzeichnungen der Kombina-
tionen und der einzelnen Methoden nach bestimmten Metriken ausgewählt. Diese wird
in Kapitel 3 dargestellt. Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden die Algorithmen
vorgestellt, welche wir ebenfalls mit CoRe-GD kombinieren: ForceAtlas2 von Jacomy et
al. [JVHB14] und (sgd)2 von Zheng et al. [ZGP17]. Im zweiten Abschnitt wird die Funk-
tionsweise der Positionsübergabe eines klassischen Algorithmus an CoRe-GD erläutert.
Zuletzt werden wir die Metriken und deren Implementierung beschreiben.

In Kapitel 4 werden wir unsere Untersuchungsergebnisse vorstellen und in Kapitel 5
diskutieren. Ferner werden ein Fazit gezogen und Ziele für weitere Forschungsarbeiten
definiert.

In Kapitel 6 wird die Arbeit zusammengefasst. Im Anhang befinden sich eine Aus-
wahl von Zeichnungen von Graphen, die von CoRe-GD, den klassischen Methoden und

7



deren Kombinationen erstellt wurden. Ferner sind die Ergebnisse der Metriken zu den
Zeichnungen aufgeführt.
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2. Grundlagen

Zur Einführung der Begriffe der graphentheoretischen Objekte stützen wir uns auf Krum-
ke und Noltemeier [SOK12]. Ein ungerichteter Graph G = (V, E) ist ein geordnetes Paar,
das aus einer endlichen Menge von Knoten V und einer endlichen Menge von Kanten E
besteht. Eine Kante e aus der Menge E ist ein ungeordnetes Paar {u, v}, wobei u und v
aus V stammen. Je zwei Knoten u und v sind adjazent, falls {u, v} ein Element von E
ist. Eine Kante {u, v} ist inzident zu den Endknoten der Kante u und v. Zwei Kanten
{u, v} und {v, w} sind adjazent zueinander, wenn sie zu demselben Knoten v inzident
sind. Die Nachbarschaft N(v) des Knoten v ist die Menge aller Knoten, für die gilt,
dass sie adjazent zu v sind. Eine Adjazenzmatrix A = (aij) ist eine quadratische Matrix,
wobei für jeden Eintrag gilt

aij =
{

1, falls {i, j} ∈ E

0, sonst

Der Grad deg(v) eines Knotens v ist die Anzahl der Nachbarn von v, d. h. |N(v)|.
Ein Pfad dv0vn ist eine Menge von wohlunterscheidbaren Knoten {v0, v1, . . . , vn} ∈ V ,
wobei |V | ≥ 2, so dass v0 und vn durch eine Sequenz aus adjazenten Kanten d. h.
{v0, v1}, {v1, v2}, . . . , {vn−1, vn} ∈ E. Ein Pfad duv wird kürzester Pfad genannt, wenn
die Anzahl der Kanten der Sequenz unter alle Pfaden zwischen u und v minimal ist. Ein
Pfad d wird Zyklus genannt, wenn für diesen gilt {v0, v1}, . . . ,{vn−1, vn}, {vn, v0} ∈ E,
d. h. Anfangs- und Endkante sind zum selben Knoten inzident. Andernfalls wird der
Pfad d azyklisch genannt. Die Länge l eines Pfads duv ist die Anzahl der Kanten. Ein
Graph G, der keinen Zyklus enthält, wird azyklisch genannt. Ein Graph G heißt zusam-
menhängend, falls für alle Knoten u, v ∈ V gilt, dass ein Pfad duv ∈ G existiert. Ein
gewurzelter Baum T ist ein azyklischer, zusammenhängender Graph mit einem ausge-
zeichneten Knoten v, der Wurzel des Baumes genannt wird. Die Knoten des Baumes, die
nur zu einem Knoten adjazent sind und nicht die Wurzel sind, werden Blätter des Bau-
mes genannt. Die Tiefe l eines Baumes T wird durch die Länge des längsten Pfads dvb

von der Wurzel v zu einem Blatt b gekennzeichnet. Die Breitensuche ist ein Verfahren,
bei dem die kürzesten Pfade aller Knoten ausgehend von einem Startknoten wellenförmig
gefunden werden.

2.1. Graphenvisualisierung
Zur Einführung stützen wir uns auf Kobourov [Kob14]. Sei G ein Graph. Die Graphen-
visualisierung beschäftigt sich mit geometrischen Repräsentationen von Graphen, sog.
Zeichnungen.

9



Eine Zeichnung Γ ist definiert als
Γ : V → Rd, v 7→ Γ(v)

wobei Γ jeden Knoten v aus V auf eine Position des Knoten Γ(v) der Zeichnung abbildet
und d stellt die Dimension der Repräsentation dar. Eine Kante e aus E in G wird in der
Zeichnung als eine Verbindungsstrecke mit den Endknoten Γ(u) und Γ(v) dargestellt,
gekennzeichnet als (Γ(v), Γ(u)). Wir beschräken uns hier auf gradlinige Abbildungen der
Kanten.

2.1.1. Kräftebasierte Algorithmen zum Graphzeichnen
Ob eine Zeichnung als „gut“ wahrgenommen wird, hängt davon ab, welche Merkmale
der Zeichnung Γ betont werden sollen. Kräftebasierte Algorithmen entfalten eine initiale
Zeichnung eines Graphen mithilfe von modellierten physikalischen Kräften. Eine gleich-
mäßige Verteilung aller Knoten auf der Zeichnungsfläche ist unter anderem das Ziel
von Algorithmen, die auf Kräfte basieren. Vor allem, dass adjazente Knoten nah bei-
einander liegen, während nicht-adjazente Knoten weit voneinander entfernt liegen. Die
Methode von Eades [Ead84] modelliert solche physikalischen Kräfte. In dieser werden
iterativ abstoßende Kräfte frep(u, v) zwischen nicht-adjazenten Knoten und anziehen-
de Kräfte fattr(u, v) zwischen adjazenten Knoten simuliert. Zur Veranschaulichung der
Modellierung physikalischer Kräfte in Algorithmen wollen wir die Variante des Spring-
Embedders von Fruchterman und Reingold [FR91] vorstellen, welcher wiederum auf dem
Algorithmus von Eades [Ead84] basiert.

Seien ein Graph G = (V, E), eine initiale Zeichnung Γ von G, eine Zahl ε > 0 und eine
Zahl K ∈ N, die die maximale Iteration der Entfaltungsschritte bezeichnet, gegeben. Sei
t die Iterationsvariable und initial t := 1. Vor jedem Iterationsschritt wird überprüft, ob
t < K und ob die maximale Kraft, die auf einen Knoten wirkt, größer als ε ist.

Seien t ≥ 1, die Zahl ℓ bezeichnet die ideale Kantenlänge für Kanten und ∥·∥2 die
euklidische Norm. Für jeden Knoten u aus V wird eine resultierende Kraft Fu(t), die
sich aus der Summe aller abstoßenden Kräfte frep(u, v) zu jedem Knoten v aus V und
der Summe aller anziehenden Kräfte fattr(u, v), wobei v ∈ N(u) gilt, zusammensetzt.
Für die abstoßende Kraft frep(u, v) gilt:

frep(u, v) = ℓ2

∥Γ(v)− Γ(u)∥2
·
−−−−−−→
Γ(u)Γ(v).

Das bedeutet, je größer die euklidische Distanz ∥Γ(v)− Γ(u)∥2, desto schwächer ist die
abstoßende Kraft frep(u, v). Für die anziehende Kraft fattr(u, v) bezüglich der Nachbar-
knoten Knoten v aus N(u) gilt:

fattr(u, v) = ∥Γ(v)− Γ(u)∥22
ℓ

·
−−−−−−→
Γ(u)Γ(v).

Dies bedeutet, je größer die euklidische Distanz ∥Γ(v) − Γ(u)∥2, desto stärker ist die
anziehende Kraft fattr(u, v) zwischen dem adjazenten Knotenpaar u und v.

Andere kräftebasierte Algorithmen sind u. a. der Algorithmus von Tutte [Tut63], wel-
cher Schwerkraftzentren bzw. Baryzentren modelliert.
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2.1.2. Multidimensionale Skalierung zum Graphzeichnen
Multidimensionale Skalierung (MDS) bezieht sich auf Methoden der Reduktion der Di-
mension eines Raumes Rn auf einen Raum niedriger Dimension Rd, wobei n ≫ d, und
analysiert die Ähnlichkeit der Objekte in diesen Räumen, z. B. siehe Shepard [She62].
Ziel ist es, dass die Ähnlichkeit, d h. der Abstand, δij der Objekte i, j im ursprünglichen
Raum Rn der Ähnlichkeit der Objekte im niedrigdimensionalen Raum Rd möglichst
genau entspricht. Bei der multidimensionalen Skalierung im Graphzeichnen wird übli-
cherweise die Ähnlichkeit eines Knotenpaares u, v ∈ V für ein Graphen G durch die
Distanz des kürzesten Pfads δuv := duv charakterisiert [GHN13].

Sei G ein Graph und eine Zeichnung Γ ⊂ Rd für 1 ≤ i, j ≤ n und n ∈ N, wobei
ohne Beschränkung der Allgemeinheit gilt d := 2. Seien ferner eine Menge von Kno-
ten {v1, . . . , vn} ∈ V , eine Distanzmatrix ∆ := (dvivj

), wobei jeder Eintrag die Distanz
des kürzesten Pfads dvivj zwischen den Knoten vi und vj im Graphen G bezeichnet,
und die Positionen der Knoten in der Zeichnung Γ(vi) ∈ R2 gegeben. Eine bevorzugte
MDS-Variante für das Graphzeichnen ist es, den Stress einer Zeichnung eines Graphen zu
optimieren [KB13][GKN04]. Eine Optimierung der Stress-Funktion bedeutet, die geome-
trischen Repräsentationen Γ(vi) und Γ(vj) räumlich auf der Zeichenfläche so anzuordnen,
dass die euklidische Distanz ∥Γ(vi)−Γ(vj)∥2 zwischen den Koordinaten Γ(vi) und Γ(vj)
der graphentheoretischen Distanz dvivj zwischen vi und vj im Graphen G möglichst
genau entspricht.

Der Spring-Embedder von Eades [Ead84] hat das Ziel, die Knoten so anzuordnen, dass
adjazenten Knoten nah beieinander, während nicht-adjazente Knoten weit voneinander
entfernt liegen sollen. In der Methode von Kamada und Kawai [KK89] wird ein ande-
rer Ansatz gewählt: Die graphentheoretische Distanz zwischen zwei Knoten u und v im
Graphen G und die euklidische Distanz der Knoten Γ(u) und Γ(v) in der Zeichnung Γ
sollen möglichst genau entsprechen. Laut Kamada und Kawai [KK89] ist die optimale
Anordnung der Knoten in der Zeichnung Γ erreicht, wenn die „Energie“ des Systems mi-
nimal ist, d. h. wenn die graphentheoretische Distanz der euklidischen Distanz möglichst
genau entspricht. Wir bezeichnen diese Energie von Kamada und Kawai als Stress, der
von Kruskal [Kru64] vorgestellt wurde. Der Stress wird als Anlehnung an Grötschla et
al. [GMVW24] für diese Arbeit folgendermaßen definiert: Die optimale Zeichnung Γ des
Graphen G minimiert dann die Stressfunktion

stress(G, Γ) :=
∑

(u,v)∈V,u̸=v

d−2
uv (∥Γ(u)− Γ(v)∥2 − duv)2, (2.1)

wobei duv die Länge des kürzesten Pfads in G zwischen den Knoten u und v bezeichnet.
Der Ausdruck ∥z∥2 bezeichnet die euklidische Norm von z.

2.1.3. Qualitätsmetriken einer Zeichnung
In der Graphenvisualisierung spielen Qualitätsmetriken einer Zeichnung eine große Rolle.
Eine Qualitätsmetrik einer Zeichnung betont ein bestimmtes Merkmal der Zeichnung Γ.
Neben der Minimierung des Stresses gibt es weitere Qualitätsmetriken. Zu nennen sind:
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• Die Minimierung der Kantenkreuzungen ist die minimale Anzahl an Überschnei-
dungen zweier nicht-adjazenten Kanten (Γ(u), Γ(v)) und (Γ(r), Γ(s)) in der Zeich-
nung Γ [BMRW98].

• Die Kanten sollten einheitlich lang sein [FR91].

• Die kürzeste Distanz zwischen einem Knoten Γ(v) und einer nicht-inzidenten Kan-
te (Γ(u), Γ(w)) in der Zeichnung Γ, d. h. v ̸= u, w, soll maximal sein [DH96].

• Der Abstand zwischen einem Knoten Γ(u) und einem nicht-adjazenten Knoten Γ(v)
sollte maximal sein [DH96].

• Die Winkelauflösung, d. h. der kleinste Winkel α zwischen zwei adjazenten Kan-
ten (Γ(u), Γ(v)) und (Γ(v), Γ(w)) in der Zeichnung Γ, sollte groß sein [TR05].

• Der minimale Kreuzungswinkel, das ist der kleinste Winkel α des Graphen G,
der entsteht, wenn sich zwei Kanten (Γ(u), Γ(v)), (Γ(r), Γ(w)) in der Zeichnung Γ
schneiden, sollte groß sein [WPCM02].

• Die Abweichung des minimalen Winkels α vom an einem Knoten v vom optimalen
Winkel 360/deg(v) sollte minimal sein.

Die Anwendungen, die in der Graphenvisualisierung entwickelt werden, optimieren die
Zeichnung Γ des Graphen G bezüglich bestimmter Qualitätsmetriken.

2.2. Neuronale Netzwerke
Maschinelles Lernen ist ein Teilgebiet der künstlichen Intelligenz und verwendet u. a.
Lernalgorithmen, die durch gegebene Erfahrungswerte ein Problem lernen bzw. appro-
ximieren.

2.2.1. Klassische neuronale Netzwerke
Zur Einführung des neuronalen Netzwerks als mathematische Funktion nutzen wir Bauck-
hage et al. [BOS+18] und zur weiteren Einführung Smets [Sme21]. Ein neuronales Netz-
werk ist eine Funktion f : X → Z mit x 7→ z, die eine Menge von Beobachtungen X
erhält und diese auf eine Menge von Vorhersagen Z abbildet. Seien x aus X ⊆ Rd1 und z
aus Z ⊆ Rd2 , wobei d1 die Dimension der Beobachtungen und d2 die Dimension der Vor-
hersagen sind. Ein neuronales Netzwerk f berechnet eine Komposition von Funktionen
f (l), die den Parameter x auf den Funktionswert z abbildet, d. h.

f(x) = f (L)(. . . f (2)(f (1)(x))) = f (L) ◦ . . . f (2) ◦ f (1)(x) = z,

wobei jede Funktion f (l) als Layer l mit l ∈ [1, . . . L + 1] bezeichnet wird. Jedes Layer
l enthält mehrere Berechnungseinheiten, die sog. Neuronen f

(l)
i , mit i ∈ [0, . . . n] und

n ∈ N. Seien l fixiert, wobei l ∈ [1, . . . , L + 1], und z(0) := x. Seien ferner i,j fixiert
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Abb. 2.1.: Eine schematische Darstellung eines neuronalen Netzwerks f mit zwei Hidden-Layern
(Eigene Darstellung).

und natürliche Zahlen, die die Neuronen in den Layern eindeutig kennzeichnen. Es gilt
j ∈ [0, . . . , m] mit m ∈ N. Jedes Neuron f

(l)
i des aktuellen Layers (l) erhält als Eingabe

die Ausgabe z(l−1) aller Neuronen des vorherigen Layers (l− 1) als Vektor der Länge m

mit f (l)(z(l−1)) :=
[
f

(l)
0 (z(l−1)) . . . f

(l)
j (z(l−1)) . . . f

(l)
m (z(l−1))

]⊤ = z(l) und einen Vektor der
Länge m mit Ω(l)

i =
[
ω

(l)
i,0 . . . ω

(l)
i,m

]⊤. Eine Zahl ω
(l)
i,j aus Ω(l)

i wird Gewicht genannt und
bezeichnet die Relevanz der Ausgabe des Neurons f

(l−1)
j als Eingabe für das Neuron f

(l)
i .

Der Berechnungsablauf innerhalb eines Neurons f
(l)
i sieht folgendermaßen aus:

f
(l)
i (z(l−1)) = σ(Ω(l)

i z(l−1) − b) = σ(
n∑

j=0
ω

(l)
i,j (z(l−1)

j )− bi) = z(l), (2.2)

wobei die Funktion σ die sog. Aktivierungsfunktion bezeichnet, welche die Ausdrucks-
kraft von f (l) verstärken und das Neuron „aktivieren“ können. Die Funktion f

(l)
i ist das

i-te Neuron im Layer (l) und Ω(l) der Gewichtsvektor des i-ten Neurons. Die Aktivie-
rung eines Neurons bedeutet, eine bestimmte Schwelle, d. h. einen bestimmten Wert der
Aktivierungsfunktion σ zu erreichen, damit die Ausgabe des Neurons f

(l)
i als äußerst

aussagekräftig für folgende Neuronen gilt. Die Zahl b, der sog. Bias, kann allerdings
den Ausdruck Ω(l)z(l−1) herabsetzen. Im Input-Layer l = 0 werden den Neuronen die
Beobachtungen x übergeben. Die Ausgaben der Neuronen des Output-Layers l = L + 1
werden als Vorhersagen des neuronalen Netzwerks betrachtet. In der Funktion eines
Neurons zeigt sich die rekursive Weiterreichung der Werte, die sog. Propagation [Ant01].
Eine Veranschaulichung eines neuronalen Netzwerks ist in Abbildung 2.1 dargestellt.
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Ein neuronales Netzwerk f approximiert durch Berechnung ein Optimierungsproblem.
Die Aufgabe eines neuronalen Netzwerks besteht darin Vorhersagen f(x) an exakte Wer-
te y für gegebene Beobachtungen x im Rahmen einer Fehlerfunktion L anzunähern, d. h.

min
Ω
L(y, f(x)) für alle x ∈ Rd1 ,

abhängig von den Gewichten Ω. Demnach wird eine optimale Belegung der Gewichte Ω
gesucht, sodass sich f(x) so gut wie möglich y annähert.

Ein neuronales Netzwerk durchläuft mehrere Phasen. In der Trainingsphase wird das
neuronale Netz f trainiert, indem f mehrfach eine Beobachtung x erhält und eine Vor-
hersage z trifft. Seien y ∈ Rd2 die exakten Werte, die das neuronale Netzwerk versucht
optimal zu approximieren. Die Dimension der optimalen Werten müssen der Dimension
der Vorhersagen entsprechen. Die Vorhersage z ist von den Gewichten Ω abhängig. Die
Fehlerfunktion L bestimmt die Diskrepanz zwischen den Vorhersagen z bzw. f(x) und
den optimalen Werten y, d. h.

L(x) = ∥y − f(x)∥2, für alle x ∈ Rd1 ,

abhängig von den Gewichten Ω des neuronalen Netzwerks. Durch Differenzierung der
Fehlerfunktion L nach den Gewichten Ω wird eine Aktualisierung der Gewichte innerhalb
des neuronalen Netzwerks erreicht. Dieses Verfahren wird Backpropagation genannt und
ist der Lernprozess des neuronalen Netzwerks. In dieser wird „rückwärts“ durch das
neuronale Netzwerk eine Aktualisierung aller Gewichte ausgeführt. Diesen Schritt werden
wir in dieser Arbeit aber nicht weiter erläutern.

Im erwünschten Fall konvergiert die Fehlerfunktion und die Werte y sind durch f(x)
optimal approximiert. In der Validierungsphase werden die sog. Hyperparameter des
neuronalen Netzwerks leicht verändert. Ein Hyperparameter ist eine Variable, die der
Benutzer vor dem Trainingsablauf festsetzt, um das neuronale Netzwerk zu steuern, z. B.
die Anzahl der Epochen des neuronalen Netzwerks bzw. wie oft die Gewichte aktualisiert
werden. In der Testphase sind die optimierten Gewichte des neuronalen Netzwerks f fi-
xiert. Diesem werden dann ausschließlich Beobachtungen x übergeben und das neuronale
Netzwerk berechnet die Vorhersagen f(x).

Im obigen gehen wir von dem supervised Fall aus, wobei die exakten Werte y für die
Trainingsphase bekannt sind. Im unsupervised Trainingsfall haben die Werte kein Label,
d. h. es ist dem Lernalgorithmus „unbekannt“, wie die Ergebniswerte y einzuordnen
sind. Dann versucht dieser Muster und Abhängigkeiten in den Daten zu erkennen, um
für unbekannte Daten Vorhersagen zu treffen, z. B. mittels Clustering [Mis17].

2.2.2. Encoder-Decoder-Framework
Da die Objekte eines Graphen abstrakt sind und keine numerischen Informationen ent-
halten, können diese nicht durch Lernalgorithmen verarbeitet werden. Bevor ein Graph
als Datenobjekt für die Verarbeitung durch ein neuronales Netzwerk verwendet werden
kann, muss vorher definiert werden, welche Graphenobjekte Informationen tragen sollen,
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z. B. Knoten, Kanten oder Graphen. Für diese Arbeit werden den Knoten Informationen
zugewiesen, da wir an deren Anordnung im Raum interessiert sind.

Sei G = (V, E) ein Graph und Γ eine Zeichnung des Graphen. Bei der multidimensio-
nalen Skalierung der Graphenvisualisierung wird oft die graphentheoretische Distanz duv

als die Ähnlichkeitsfunktion verwendet, z. B. siehe Gansner et al. [GHN13] (siehe dazu
Abschnitt 2.1.2). Intuitiv verschieben die Methoden der multidimensionalen Skalierung
iterativ die Positionen der Knoten in der Zeichnung, um den Stress zu minimieren, z. B. in
der multidimensionalen Skalierung von Kamada und Kawai [KK89]. Im Gegensatz dazu
lernt die abbildende Funktion in neuronalen Netzwerken wie sie Objekte im niedrigdi-
mensionalen Raum anordnet, damit die Ähnlichkeitsfunktion des höherdimensionalen
Raumes der Ähnlichkeit des niedrigdimensionalen Raumes möglichst genau entspricht.
Laut Hamilton et al. [HYL17] sind sog. Shallow-Embedder, welche die Einbettung im
niedrigdimensionalen Raum lernen, weitgehend von der multidimensionalen Skalierung
inspiriert.

Hamilton et al. [HYL17] haben ein allgemeines Encoder-Decoder-Framework vorge-
schlagen, welches den Zusammenhang zwischen abbildender Funktion und Ähnlichkeits-
funktion erklärt. Dieses wird hier skizziert.

Sei G ein Graph und d die Anzahl der Merkmale, genannt Features, die jedem Kno-
ten im Graphen G zugewiesen werden. Ein Feature eines Knoten kann unter anderem
strukturelle und positionelle Eigenschaften eines Knoten enthalten, wie den Grad eines
Knoten, Informationen über die lokale Nachbarschaft, oder inhaltliche Merkmale, um
z. B. Personen in einem sozialen Netzwerk zu repräsentieren.

Der Encoder fenc ist eine Funktion mit trainierbaren Gewichten und bildet die Knoten
eines Graphen v ∈ V in einem Embbeding-Space Rd auf eine Vektorrepräsentation oder
ein Node-Embedding zv ∈ Rd ab:

fenc : V → Rd.

Dann ist ein kodierter Knoten zv ein Vektor der Größe d mit d Features. Im Hinblick
auf die multidimensionale Skalierung ordnet der Encoder jedem Knoten v aus einem
abstrakten Raum ein Node-Embedding zv in einem niedrigdimensionalen Raum Rd zu.

Der Decoder fdec ist eine Funktion, die die Struktur des originalen Graphen G aus den
berechneten Vektorrepräsentationen zv aller Knoten v ∈ V des Encoders rekonstruiert:

fdec : Rd × Rd → R+.

Der Wert des Decoders beschreibt für je zwei Node-Embeddings zv und zu deren Ähn-
lichkeit und Beziehung im Embedding-Space [Ham20].

Üblicherweise besitzt der Decoder keine trainierbaren Gewichte und diesem werden
meistens zwei gelernte Node-Embeddings1 übergeben.

1Dies hängt aber von der Definition des Decoders ab, z. B. wird dem Decoder in CoRe-
GD nur ein Node-Embedding übergeben und dieser besitzt trainierbare Gewichte [GMVW24]:
https://github.com/floriangroetschla/CoRe-GD
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3× 3− Filter

(a)

l = 1

l = 2

(b)

Abb. 2.2.: (a) zeigt den Convolution-Prozess auf einem Bild durch ein CNN und (b) zeigt den
Graph-Convolution-Prozess auf einem Graphen durch ein GNN

Der Reconstruction-Loss beschreibt die Diskrepanz zwischen der Ähnlichkeit der Kno-
ten u und v im originalen Graphen fgraph(u, v) und der Beziehung der gelernten Vek-
torrepräsentation im Embedding-Space fdec(zu, zv). Für alle Knoten u, v des Graphen G
gilt dann

fdec(fenc(u), fenc(v)) = fdec(zu, zv) ≈ fgraph(u, v).

Durch eine Optimierung des Encoders und Decoders wird der Reconstruction-Loss L
minimiert:

L =
∑

(u,v)∈G
ℓ(fdec(zu, zv), fgraph(u, v)).

Das Ziel besteht darin, den Encoder fenc so zu trainieren, dass die Node-Embeddings zv

und zu im Embedding-Space so positioniert werden, dass die Ähnlichkeit fdec(zu, zv) zwi-
schen den beiden Node-Embedding zu und zv möglichst genau der graphentheoretischen
Ähnlichkeit fgraph(u, v) entspricht. Die Funktion ℓ : R×R→ R beschreibt die Diskrepanz
zwischen fdec(zu, zv) und fgraph(u, v) für je zwei Knoten u und v des Graphen G.

Beispielsweise gilt laut Hamilton et al. für den Skalarprodukt-Decoder, dass das Ska-
larprodukt der Vektorrepräsentationen zu und zv proportional zu der Stärke der Bezie-
hung u und v in dem Graph G ist. Als Beispiel haben Ahmed et al. [ASN+13] einen
Skalarprodukt-Decoder vorgestellt, für den gilt

fdec(zu, zv) = z⊤
u zv ≈ (auv),

wobei die Ähnlichkeit der Knoten u und v im Graphen fgraph(u, v) := (auv) auf der
Adjazenzmatrix bezeichnet.

2.2.3. Graphbasierte neuronale Netzwerke
Die strukturelle Repräsentation eines Graphen, die Adjazenzmatrix, kann nicht mit
einem klassischen neuronalen Netzwerk verarbeitet werden. Ein Grund ist hier, dass
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u. a. die Adjazenzmatrix nicht permutations-invariant bezüglich der Knotenanordnung
ist [Ham20]. Man verwendet die Idee der Convolution-Neural-Networks (CNN), welche
für die Bildverarbeitung eingesetzt werden [ON15]. In diesen wird ein Bild als ein Git-
tergraph interpretiert. In einem sich bewegenden Filter aggregiert ein Zentralknoten
Pixelinformationen der Nachbarknoten und komprimiert diese zu einem abstrakteren
Pixel. Dieser Prozess wird in der Abbildung 2.2a dargestellt.

Ein graphbasiertes neuronales Netzwerk, ein sog. Graph-Neural-Network (GNN), kann
Graphen allgemeiner Form verarbeiten und deren komplexe Struktur erfassen (siehe
z. B. [SGT+09] [KW16][XHLJ19]). Zur Einführung dieses speziellen Typs der neuronalen
Netzwerke stützen wir uns auf Hamilton [Ham20] und Wu et al. [WCPZ22]. Im Gegensatz
zum vorherigen Abschnitt 2.2.2 wird hier ein trainierbarer Encoder definiert, der die
Vektorrepräsentationen der Knoten in Abhängigkeit von der umgehenden Nachbarschaft
generiert. Solche Encoder werden Neighbor-Aggregation-Encoder und der interne Prozess
als der Message-Passing-Algorithmus bezeichnet [HYL17].

Sei G = (V, E) ein Graph, v ein Knoten und dessen Nachbarschaft N(v). Der Informa-
tionstransfer eines Knoten v mit einem Knoten u aus seiner Nachbarschaft N(v) geschieht
in einem Graph-Convolution-Layer mithilfe des Message-Passing-Algorithmus [GSR+17].
Jeder Knoten v konstruiert einen individuellen sogenannten Computation-Graph, wobei
die Nachfolger-Knoten von v die Nachbarknoten aus N(v) sind. Der Computation-Graph
ist ein gerichteter Baum T , wobei v die Wurzel und die Nachbarknoten N(v) die Blätter
bilden. Die Richtung von T verläuft von den Blättern zur Wurzel v, wobei Informationen
von den Nachbarn N(v) zu der Wurzel v übertragen werden. Der Computation-Graph
von v kann in die Tiefe l wachsen, indem für jeden Knoten u ∈ N(v) die Nachbarkno-
ten N(u) ebenfalls betrachtet. Eine Ebene des Baumes wird ebenfalls Layer l genannt.
Der Zweck der Erweiterung des Computation-Graphen des Knotens v besteht darin, dass
dieser Knoten Information von entfernten Knoten erhält.

Intuitiv wird vom Zentralknoten ausgehend eine Breitensuche ausgeführt, um den
Computation-Graph zu bilden. Anschließend wird im Message-Passing-Algorithmus ei-
ne „invertierte“ Breitensuche durchgeführt, indem wellenförmig Informationen von den
äußeren Knoten ins Zentrum aggregiert werden, siehe dazu Abbildung 2.2b.

Sei v ein Knoten und u ein Knoten aus der Nachbarschaft N(v). Sei l die Tiefe des
Computation-Graphen von v und für jeden Knoten v ∈ V gilt h

(0)
v := zv. Dann ist der

Message-Passing-Algorithmus rekursiv definiert als

h(l)
v = fupdate

h(l−1)
v ,

⊕
u∈N(v)

fmsg
(
h(l−1)

v , h(l−1)
u

) . (2.3)

Die Funktionen fmsg und fupdate können neuronale Netzwerke sein. Eine Nachricht
eines Knoten u zu v ist definiert als

m(l)
u,v := fmsg

(
h(l−1)

v , h(l−1)
u

)
,

wobei das Node-Embedding des Wurzelknotens h
(l−1)
v und die Vektorrepräsentation des

Blattes h
(l−1)
u in eine Nachricht m

(l)
u,v transformiert werden. Eine Nachricht ist eine Funk-

tion, die eine Transformation von h
(l−1)
v in Abhängigkeit des Nachbarn h

(l−1)
u erwirkt.
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Abb. 2.3.: Schematische Abbildung des Computation-Graphen des Knotens v und des Message-
Passing-Algorithmus um die Vektorrepräsentation h

(l)
v auf das Node-Embedding zu

h
(l+1)
v aktualisieren. Das Symbol

⊕
kennzeichnet die Aggregator-Funktion fagg. Die

Funktion γ(l) bezeichnet hier ein neuronales Netzwerk als Update-Funktion fupdate.
(Eigene Darstellung)

Die Aggregator-Funktion fagg aggregiert die Nachrichten der Nachbarschaft N(v) zum
Knoten v und wird hier als fagg := ⊕ gekennzeichnet,

m
(l)
N(v) :=

⊕
u∈N(v)

m(l)
u,v.

Die Aggregator-Funktion muss differenzierbar und invariant gegenüber Permutationen
bezüglich der Knotenanordnung sein, z. B. eine Summe oder eine Durchschnittsberech-
nung.

Zuletzt werden in der Update-Funktion die aggregierte Nachricht m
(l)
N(v) und h

(l−1)
v

kombiniert zu

h(l)
v = fupdate

(
h(l−1)

v , m
(l)
N(v)

)
.

Dann besitzt der Knoten v eine aktualisierte Vektorrepräsentation h
(l)
v . Diese wird auf-

grund der rekursiven Definition im Schritt (l+1) als Vektorrepräsentation der Nachbarn
einbezogen. Bei l := L terminiert der Message-Passing-Algorithmus, wobei die Vektorre-
präsentation des Wurzelknotens h

(L)
v die Informationen aller Blätter und Zwischenknoten

enthält, und auf das finale Node-Embedding zv := h
(L)
v aktualisiert wird. Dieser Prozess

wird Graph-Convolution genannt und wird schematisch in Abbildung 2.3 gezeigt.
Um ein Verständnis des Message-Passing-Algorithmus zu erlangen, wurde dieser für

jeden Knoten v mit hv eingeführt. Allerdings besitzt dieser auch eine Matrixschreibweise,
wobei dann H = [hv1 , . . . , hvi

, . . . , hvn
], wobei vi ∈ V , 1 ≤ i ≤ n und n := |V | gilt. Die

Matrix H besitzt die Dimension Rn×d, wobei d die Dimension der Node-Embeddings hv

für alle Knoten v ∈ V ist.
Ein Graph-Neural-Network ist ein neuronales Netzwerk mit Graph-Convolution-Layers.

Jeder Knoten v eines Graphen G wird mithilfe eines Encoders fenc(v) in eine Vektorre-
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präsentationen zv transformiert. Die Vektorrepräsentation zv wird mithilfe von Graph-
Convolution-Layern in aktualisierte Vektorrepräsentationen gebracht. Der Wert des De-
coders fdec(zv) ist dann die Vorhersage des Graph-Neural-Networks. Abhängig davon,
wie die Loss-Funktion L definiert ist, wird die Diskrepanz zwischen dem Wert fdec(zv)
und dem exakten Wert y berechnet. Durch die Backpropagation werden die trainierbaren
Gewichte Ω der klassischen neuronalen Netzen γ, ϕ und fenc aktualisiert.

2.3. Graphenvisualisierung mit neuronalen Netzwerken
Graphbasierte neuronale Netzwerke sind in der Lage die Struktur eines Graphen zu
erfassen [ZCZ+20].

Durch eine geeignete Auswahl der Features der Vektorrepräsentationen ist es möglich,
mithilfe des Message-Passing-Algorithmus sowohl globale als auch lokale Informationen
innerhalb des Graphen zu verbreiten. Dadurch wird die positionelle und strukturelle
Wahrnehmung der Knoten erhöht, z. B. Distanz eines Knoten zu dem Graph-Centroid,
Distanz zum Cluster-Center, relative Distanzen zwischen Knoten, Knotengrad, Sub-
strukturen des Graphen wie Kreisen und Dreiecken [YFK+14][RGD+22][ZJAS22]. Im
folgenden Abschnitt werden die neuronalen Netzwerke zum Zeichnen von Graphen aus
der Literatur vorgestellt. Die vorgestellten neuronalen Netzwerke optimieren direkt oder
indirekt eine Metrik des Graphzeichnens.

2.3.1. A Deep Generative Model von Kwon et al.
Kwon et al. [KM20] haben ein generatives Modell für Zeichnungen von Graphen vor-
gestellt, das auf einem Encoder-Decoder-Framework basiert. Dieses Modell nimmt eine
Zeichnung Γ eines Graphen G in Form von Positionen P der Knoten auf. Dem En-
coder werden eine Zeichnung des Graphen und eine Adjazenzmatrix übergeben. Der
Encoder liefert eine Vektorrepräsentation zL der Zeichnung des Graphen. In einem sog.
„Fusion-Layer“ wird die Repräsentation des Graphen zL und eine Feature-Matrix der
Zeichnung ΓV übertragen. Als Features haben Kwon et al. eine Zeichnung mit den eu-
klidischen Distanzen zwischen den Knoten versehen. Der aus Graph-Convolution-Layern
bestehender Decoder transformiert das fusionierte Objekt in neue Positionen P ′. Die-
se werden dann in eine Zeichnung Γ′ umgewandelt. Das Ziel des Trainingsprozesses ist
es, die Diskrepanz zwischen Eingabezeichnung und Ausgabezeichnung des Modells zu
minimieren, d. h. den Reconstruction-Loss zu minimieren. Laut Kwon et al. kann das
Modell nur für einen Graph verschiedene Zeichnungen generieren und muss für jeden
neuen Graph neu trainiert werden [KM20]. Das Modell kann nicht eigenständig ein äs-
thetisches Kriterium minimieren, sondern versucht eine Ähnlichkeit zwischen Eingabe-
und Ausgabezeichnung herzustellen.

2.3.2. DeepDrawing von Wang et al.
Das Modell DeepDrawing von Wang et al. [WJW+20] ist ein Graph-LSTM-basierter
Ansatz um einen Graphen G direkt auf eine Zeichnung Γ abzubilden. Eine LSTM -Zelle
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(Long-Short-Term-Memory) von Hochreiter und Schmidhuber [HS97] ist eine Gedächt-
niszelle, welche aus einem neuronalen Netzwerk besteht. Mit dieser lassen sich über große
Entfernungen im Graph Abhängigkeiten in der Eingabesequenz erkennen [GSC00]. Da
eine LSTM-Zelle nur Sequenzen verarbeiten kann [HS97][WJW+20], wird eine Sequenz
aus Adjazenzvektoren erstellt. Derer Reihenfolge wird von einer Breitensuche auf dem
Graphen G bestimmt. Jeder Knoten v des Graphen G wird als eine LSTM-Zelle repräsen-
tiert. Die LSTM-Zellen werden durch zusätzliche Kanten verbunden, um die Struktur des
Graphen zu modellieren. Die LSTM-Zellen generieren den Zustand eines Knotens und
zuletzt wird eine Zeichnung des Graphen generiert. Laut Gionvannageli et al. [GLA+22]
wird DeepDrawing trainiert eine „Goldstandard“-Zeichnung zu reproduzieren anstatt die
Graphenstruktur zu lernen. Laut Wang et al. [WJW+20] muss jede mögliche Anordnung
von Knoten der Breitensuche berechnet werden, um einen sinnvollen Trainingsprozess zu
ermöglichen. Die Performanz von DeepDrawing wird schlechter, falls ein Eingabegraph
eine deutlich andere Graphenstruktur als die Graphen aus dem Trainingssatz aufweist.
Laut Wang et al. besitzt DeepDrawing Schwierigkeiten bezüglich der Interpretierbarkeit,
da nicht ersichtlich ist, welche Merkmale des Graphen gelernt werden.

2.3.3. (DNN)2 von Giovannageli et al.
Das neuronale Netzwerk (DNN)2 von Giovannangeli et al. [GLA+22] basiert auf der
ResNet-Architektur von He et al. [HZRS16], welche zur Klassifizierung von Bildern ge-
nutzt wird. DNN2 ist ein neuronales Netz, das aus 52 spektralen Graph-Convolution-
Layers [KW16] besteht. Als Eingabe erhält (DNN)2 die Feature-Matrix der Knoten und
eine Datenstruktur, die die strukturelle Information des Graphen beinhaltet. Die Eingabe
wird kodiert und durch spektrale Graph-Convolution-Layers propagiert. Schlussendlich
generiert (DNN)2 dadurch eine Zeichnung. Im Gegensatz zu DeepDrawing von Wang
et al. verwendet (DNN)2 eine strukturabhängige Fehlerfunktion. Das Modell kann ver-
schiedene Metriken optimieren, u. a. den Stress der Zeichnung (siehe Gleichung (2.1)).
Ein Nachteil von (DNN)2 ist, dass topologisch äquivalente Knoten des Graphen in der
Zeichnung fälschlicherweise gruppiert werden können, wobei u. U. der Stress der Zeich-
nung hoch sein kann, z. B. in einer Zeichnung eines Gittergraphen. Aus diesem Grund
haben die Autoren [GLA+22] eine Modifikation von (DNN)2 vorgestellt, welche dieses
Problem nicht besitzt. Laut Giovannageli et al. benötigt (DNN)2 und das modifizierte
Modell eine große Anzahl von Ressourcen.

2.3.4. DeepGD von Wang et al.
Das Modell DeepGD von Wang et al. [WYHS21] benutzt eine Fehlerfunktion, wobei das
Modell mehrere Metriken der Graphenvisualisierung gleichzeitig optimieren kann. De-
epGD kann für unterschiedliche Typen von Graphen Zeichnungen anfertigen, und muss
nicht nach jedem neuen Graphentypen neu trainiert werden. Das Modell besteht aus
mehreren Graph-Convolution-Layern, wobei im Message-Passing-Algorithmus u. a. die
Richtung der Kante und die Längendifferenz zwischen zwei Knoten übertragen wird. Das
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Modell wurde auf dem Rome-Graphen-Datensatz2, welches aus einer Menge von unge-
richteten Graphen besteht, trainiert. Jeder Graph wird zu einem vollständigen Graphen
ohne Schleife erweitert, d. h. jedes unverbundene Knotenpaar wird durch eine „virtuelle“
Kante verbunden [GSR+17]. Laut Wang et al. ist der Grund dafür, dass der Message-
Passing-Algorithmus bei großer graphentheoretischer Distanz viele Schritte benötigt, um
einen Knoten zu erreichen, der in der Zeichnung aktuell zu nah an einem anderen Kno-
ten platziert wurde (siehe Gleichung (2.1) und Gleichung (2.3)). Zusätzlich erhält jeder
Rome-Graph anstatt einer ungerichteter Kante, zwei gerichtete Kanten entgegengesetz-
ter Richtung, um eine asymmetrische Informationsübertragung zu vermeiden. In De-
epGD werden Kanten durch ein Edge-Feature-Network gewichtet, um die Relevanz einer
Nachricht für einen Knoten zu bestimmen. Die Vorhersage des Edge-Feature-Network ist
eine Kanten-Feature-Matrix. In DeepGD werden die Adjazenzmatrix, die Feature-Matrix
der Knoten und die Kanten-Feature-Matrix kodiert und durch die Graph-Convolution-
Layer propagiert. Schließlich wird eine Zeichnung ausgegeben. Die Fehlerfunktion von
DeepGD besteht aus mehreren Fehlerfunktionen. In jeder dieser Fehlerfunktion ist eine
Metrik der Graphenvisualisierung direkt implementiert. Jede Metrik in der Fehlerfunk-
tion wird mit einem Parameter versehen, welche das Verhältnis dieser Metrik gegenüber
den anderen Metriken in der kombinierten Fehlerfunktion beschreibt. DeepGD kann
u. a. die Abweichung des minimalen Winkels vom optimalen Winkel, den Stress oder die
Kantenlängenvarianz optimieren.

2.3.5. SmartGD von Wang et al.
Die Differenzierung der Fehlerfunktion ist für neuronale Netzwerke essentiell, denn die
Fehlerfunktion wird nach den Gewichten differenziert und mithilfe der Backpropagati-
on die Gewichte aktualisiert. Durch diesen Prozess gelingt ein Lernen des neuronalen
Netzwerks. Nach Wang et al. [WYHS23] können die Metriken der Graphenvisualisierung
in zwei Kategorien unterteilt werden: differenzierbare Kriterien, z. B. den Stress, und
nicht-differenzierbare Kriterien, z. B. Anzahl der Kantenkreuzungen [BMRW98]. Das
neuronale Netzwerk SmartGD von Wang et al. [WYHS23] ist ein Generative-Adversial-
Network [Jol18], welches nicht-differenzierbare ästhetische Kriterien optimieren kann.
SmartGD besteht aus zwei neuronalen Netzwerken: dem Diskriminator und dem Ge-
nerator. Beide Sub-Module bestehen aus Graph-Convolution-Layers, um die Struktur
des Graphen zu erfassen. Im Trainingsprozess erhält der Generator einen Graphen und
generiert daraus eine Zeichnung. Der Diskriminator erhält als Eingabe denselben Graph
wie der Generator, aber zusätzlich eine gute Zeichnung des Graphen, die die gewünsch-
ten Kriterien erfüllt. In der Fehlerfunktion des Diskriminators wird die Zeichnung des
Generators anhand der erhaltenen guten Zeichnung mit diesem Graphen verglichen, um
zu bewerten, in welchem Maße die generierte Zeichnung besser ist als die gute Zeichnung.
Diese Diskrepanz zwischen generierter und guter Zeichnung wird dem Generator mitge-
teilt und dessen Gewichte werden entsprechend angepasst. Der Generator wird trainiert,
eine Zeichnung ähnlicher Qualität wie die gute Zeichnung zu generieren, die der Diskri-

2http://www.graphdrawing.org/data.html
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minator erhalten hat. Das Ziel besteht darin, die gute Zeichnung mit einer generierten
Zeichnung zu übertreffen. Falls dies dem Generator gelingt, besitzt SmartGD einen Self-
Challenging-Mechanismus, bei dem die gute Zeichnung durch die Generierte ersetzt wird.
Die Fehlerfunktionen beider Modelle sind nicht von der Differenzierbarkeit der Metri-
ken abhängig, und damit kann SmartGD sowohl differenzierbare Metriken, z. B. den
Stress, als auch nichtdifferenzierbare Metriken, z. B. die Anzahl der Kantenkreuzungen,
optimieren.

2.3.6. CoRe-GD von Grötschla et al.
Für unsere Experimente in dieser Arbeit verwenden wir das neuronale Netzwerk CoRe-
GD, „a scalable Coarsening and Rewiring Framework for Graph Drawing“, von Grötsch-
la, Mathys, Veres und Wattenhofer [GMVW24], das wir daher hier ausführlicher diskutie-
ren. CoRe-GD besteht aus mehreren Graph-Convolution-Layers und übertrifft das Mo-
dell DeepGD von Wang et al. [WYHS21] und (DNN)2 von Giovannageli et al. [GLA+22]
bezüglich des Stress-Wertes; Siehe dazu [GMVW24]. Das Modell CoRe-GD ist aufgrund
eines Verfeinerungsmechanismus skalierbar und benutzt eine Rewiring-Methode, die die
Struktur des Graphen verändert, um den Fluss des Message-Passings zu verändern. In
der Arbeit von Grötschla et al. bezüglich CoRe-GD wurden ausschließlich die Stress-
funktion und Varianten davon verwendet.

Zuerst wird erläutert, welche Module CoRe-GD benutzt, um aus Graphen Zeichnungen
zu generieren. Der Verfeinerungsmechanismus von CoRe-GD ermöglicht es dem neuro-
nalen Netz große Graphen verarbeiten zu können. Die internen Encoder und Decoder
von CoRe-GD werden nicht mit der Fehlerfunktion in Zusammenhang gebracht, wie das
in Abschnitt 2.2.2 geschieht. Der Zweck des Encoders in CoRe-GD ist laut Grötsch-
la et al., dass Knoten innerhalb des Algorithmus mehr strukturelle Informationen tra-
gen sollen, anstatt nur deren Positionen [GMVW24]. Die Initialisierung der Knoten ist
für eine Unterscheidbarkeit der Knoten für den Message-Passing-Algorithmus wichtig
und wird in diesem Abschnitt erklärt. Im Folgenden wird der Graph-Convolution-Layer
von CoRe-GD erläutert. Danach wird die Rewiring-Methode von CoRe-GD erklärt. Als
Nächstes werden die Architektur und die Fehlerfunktion von CoRe-GD beleuchtet. Ab-
schließend wird die Komplexität von CoRe-GD beschrieben. Für den folgenden Abschnitt
sei G = (V, E) ein Graph und Γ eine Zeichnung.

Verfeinerungsmechanismus Der Vollständigkeit halber wird der Verfeinerungsmecha-
nismus von CoRe-GD erklärt, da dieser eine Besonderheit von CoRe-GD gegenüber den
verwandten Arbeiten darstellt. Für unsere Experimente wird dieser aber nicht verwen-
det.

Der Verfeinerungsmechanismus von CoRe-GD basiert auf iterativen Kontraktionen ei-
nes Graphen G. Sei U eine Teilmenge der Knotenmenge V , d. h. {vi, . . . , vk} = U ⊆ V
wobei 1 ≤ i, k ≤ n mit n = |V |. Eine Kontraktion ist eine Abbildung K : V → V ∪ {U},
wobei die Knotenmenge {vi, . . . , vk} auf einen Knoten u abgebildet wird und alle Kan-
ten, deren Endknoten beide in U liegen, entfernt werden. Jede Kante {v, w} ∈ E, wobei
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v ∈ U und w /∈ U wird durch die Kante {u, w} ersetzt. Wir schreiben VG/U für V ∪ U ,
wobei VG/U die Knotenmenge V des kontrahierten Graphen G/U bezeichnet. In der Ar-
beit [GMVW24] von Grötschla et al. wird die Spectral-Preserving-Coarsening-Methode
von Jin und Jájá [JJ20] mit einem Reduktionsfaktor c genutzt, wobei schließlich eine
Sequenz von kontrahierten Graphen {G1, . . . , Gc} entsteht. Bevor eine Zeichnung Γ ei-
nes Graphen erstellt wird, wird der Verfeinerungsmechanismus durchgeführt. Nach der
Verfeinerung werden die Knoten des gröbsten Graphen G1 durch einen Encoder fenc zu
Vektorrepräsentationen transformiert und nach mehreren Schritten werden die Positio-
nen der Knoten optimiert. Mithilfe einer inversen Funktion K−1 : VG1 → VG2 wird nach
der Optimierung die Kontraktion K von G1 rückgängig gemacht, wobei allerdings ein
Knoten v nicht sofort dekodiert wird, sondern ein Node-Embedding zv bleibt, um diesen
möglicherweise für weitere Graph-Convolutions zu verwenden. Sei i die Iterationsvaria-
ble mit 1 ≤ i ≤ c. Die inverse Funktion K−1 : VGi

→ VGi+1 wird Expansion genannt. Die
Urbilder {hvi

, . . . , hvk
} von hvu

∈ Gi erhalten ein zufälliges Rauschen, um diese für den
Message-Passing-Algorithmus unterscheidbar zu machen.

Encoder-Decoder Der Encoder fenc := enc und Decoder fdec := dec von CoRe-GD3

sind Multi-Layer-Perceptrons, d. h. klassische neuronale Netzwerke mit mehreren Layers.
Encoder und Decoder lassen sich nicht in den Zusammenhang bezüglich einer Feh-
lerfunktion bringen, wie in Abschnitt 2.2.2. In CoRe-GD wird jeder Knoten v durch
den Encoder enc(v) = hv in Vektorrepräsentation transformiert. Laut den Autoren
von [GMVW24], werden intern von CoRe-GD Node-Embeddings übertragen, da die
Knoten mehr Informationen tragen sollen als nur ihre aktuelle Position, u. a. auch struk-
turelle Information im Graphen. Nach einem Ablauf von CoRe-GD werden die Node-
Embeddings hv durch den Decoder dec auf Positionen Γ(v) abgebildet. Diese sind die
Vorhersagen von CoRe-GD und werden in die Fehlerfunktion stress(G, Γ) (siehe Glei-
chung (2.1)) eingesetzt. Durch Backpropagation werden die Gewichte der trainierbaren
Funktionen von CoRe-GD aktualisiert.

Initialisierung der Knoten Die Problematik des Message-Passing-Algorithmus ist des-
sen Ununterscheidbarkeit von strukturgleichen Knoten. Der Message-Passing-Algorithmus
kann z. B. die Knoten eines Dreiecks nicht unterscheiden, da die Knoten strukturgleich
sind [FCL+23]. Die Node-Embeddings werden mit positionellen oder strukturellen In-
formationen versehen, um die Unterscheidbarkeit der Knoten für den Message-Passing-
Algorithmus zu erhöhen [RGD+22]. In CoRe-GD werden die Node-Embeddings mit drei
Features versehen, um eine bessere Unterscheidbarkeit zu gewährleisten und den Infor-
mationsgehalt der Vektorrepräsentationen der Knoten zu erhöhen: Laplace Eigenvekto-
ren [BN03] [DJL+22], relative Entfernung zu Beacon-Nodes [ZLWH24] und zufälliges
Rauschen. Nach Dwivedi et al. [DJL+22] bilden die Laplace Eigenvektoren ein loka-
les Koordinatensystem, welches die globale Struktur des Graphen erhält. Die Beacon-
Nodes Ub ⊂ V sind Knoten des Graphen G und k := |Ub|, wobei k konstant. Jeder

3In der Implementierung von CoRe-GD ersichtlich: https://github.com/floriangroetschla/CoRe-GD
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Knoten v erhält Feature-Informationen über den kürzesten Pfad zu jedem Beacon-
Knoten vb ∈ Ub und diese Pfade werden mit einer Breitensuche gefunden. Das Rauschen
als Feature verbessert die Unterscheidbarkeit.

Graph-Convolution In der Arbeit [GMVW24] werden drei Graph-Convolution-Layer
für CoRe-GD beschrieben. Allerdings benutzt CoRe-GD in der Praxis nur eines der
Graph-Convolution-Layers, welches vom Benutzer ausgewählt werden kann. Wir be-
schreiben das Graph-Isomorphism-Network (GIN) von Xu et al. [XHLJ19] detaillierter,
um eine Anwendung des Message-Passing-Algorithmus zu illustrieren. In dieser Arbeit
werden die anderen Convolution-Layer, die Gated-Recurrent-Unit (GRU) von Huang und
Carley [HC19] und das Graph-Attention-Network (GAN) von Veličković et al. [VCC+18],
nicht weiter erläutert.

Sei G ein Graph und sei v der zentrale Knoten. Sei für jeden Knoten v das Node-
Embedding hv, dann ist die (GIN)-Convolution von Xu et al. in CoRe-GD definiert
als

h(l)
v = γ

(
(1 + ϵ) · h(l−1)

v +
∑

u∈N(v)
ϕ(h(l−1)

v ∥ h(l−1)
u )

)
,

wobei γ, ϕ neuronale Netzwerke sind, die Zahl ϵ ein Parameter ist und jede Nachricht des
Nachbarn u ∈ N(v) ist eine Konkatenation das Node-Embeddings des Zentralknotens hv

und des Nachbarknoten hu, die an ein neuronales Netzwerk ϕ übertragen wird. In dem
folgenden Abschnitt zeigen wir, wie die hier vorgestellte Definition des Message-Passing-
Algorithmus mit der GIN-Convolution in Einklang gebracht wird (siehe die Definition
Arbeit in Abschnitt 2.2.3). Die Nachricht des GIN-Convolution-Layers ist definiert als

m(l)
u,v := fmsg

(
h(l−1)

v , h(l−1)
u

)
:= ϕ(h(l−1)

v ∥ h(l−1)
u ),

wobei ϕ ein neuronales Netzwerk ist und der Operator ∥ bezeichnet die Konkatenation
der Embeddings h

(l−1)
v und h

(l−1)
u . Eine Adaption von Grötschla et al. ist, dass fmsg ein

neuronales Netzwerk ϕ ist. Der Aggregator-Operator der GIN-Convolution ist definiert
als

m
(l)
N(v) :=

⊕
u∈N(v)

m(l)
u,v :=

∑
u∈N(v)

m(l)
u,v,

wobei die Aggregator-Funktion ⊕ eine einfache Summe der Nachrichten der Nachbar-
knoten von N(v) darstellt. Die Update-Funktion der GIN-Convolution ist definiert als

h(l)
v = fupdate

(
h(l−1)

v , m
(l)
N(v)

)
:= γ

(
(1 + ϵ) · h(l−1)

v + m
(l)
N(v)

)
,

wobei γ ein neuronales Netzwerk, die Zahl ϵ ein Parameter und m
(l)
N(v) die aggregierte

Nachricht bezeichnet.
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Rewiring-Methode Sei G ein Graph. Rewiring in Graphen bedeutet, neue Kanten zwi-
schen Knoten entstehen und andere entfernen zu lassen. Durch diesen Prozess verändert
sich die Struktur des Graphen. Grund für die Einführung der Rewiring-Methode in
CoRe-GD ist, die Effizienz des Message-Passing-Algorithmus zu erhöhen. Der Stress
einer Zeichnung ist hoch, falls ein Knoten Γ(v) in der unmittelbaren Nähe eines an-
deren Knoten Γ(u) liegt und der Pfad duv im Graph G entsprechend lang ist (siehe
Abschnitt 2.1.2). Der Message-Passing-Algorithmus wird iterativ knotenweise durchge-
führt, und daher ist die Anzahl der Iterationen hoch, falls der Pfad duv im Graphen
entsprechend lang ist, d. h. viele Knoten auf dem Pfad liegen (siehe Gleichung (2.3)).

Vor der Rewiring-Methode werden alle Vektorrepräsentation hv durch den internen
Decoder von CoRe-GD als eine Punktwolke abgebildet. Jeder Punkt Γ(v) in der Zeich-
nung bildet eine Kante zu seinen nächsten Nachbarknoten, unabhängig davon, ob diese
im originalen Graphen G verbunden sind oder nicht. Durch das Legen „neuer“ Kanten
im Graphen, wird es dem Message-Passing-Algorithmus ermöglicht, nur eine Iteration
durchzuführen, um den Node-Embedding hv zu aktualisieren [GMVW24]. In CoRe-GD
sind in der Rewiring-Methode K-Nearest-Neighbor-Graphen, Radius-Graphen und die
Delaunay-Triangulierung von Delaunay et al. [Del34] implementiert.

Anzumerken ist, dass auch Wang et al. [WYHS21] für DeepGD eine Veränderung des
Message-Passing-Flusses ausgeführt haben. Dies war im Preprocessing-Schritt als die
Rome-Graphen zu vollständigen, gerichteten Graphen erweitert wurden.

Architektur Da wir den Verfeinerungsmechanismus von CoRe-GD nicht benutzen, wird
der Algorithmus für einen einzelnen Graphen G erklärt, d. h. der Reduktionsfaktor c := 1
ist fixiert.

Sei G = (V, E) und Γ eine Zeichnung. Sei H die kodierte Knotenmatrix aus Rn×d,
d. h. die Zeilen der Matrix die Vektorrepräsentationen der Knoten v: enc(v) = hv, wobei
n := |V | und d die Anzahl der Features der Knoten bezeichnen (siehe Abbildung 2.4a).
Sei ferner ConvE eine Graph-Convolution auf dem originalen Graphen G und Convrew
eine Graph-Convolution auf dem Graphen Grew = (Erew, Vrew), der aufgrund der Struk-
turänderung der Rewiring-Methode neue Kanten besitzt.

Sei i die Iterationsvariable, wobei i im Intervall [1, . . . , r] liegt und i eine natürli-
che Zahl ist. Sei Hi die Embedding-Node-Matrix für einen Schritt i. Die Zahl r ist ein
Hyperparameter, der die maximale Anzahl an Optimierungsschritten der Zeichnung be-
grenzt. Zur Initialisierung wird H1 := H gesetzt. Dann wird auf dem Graphen G eine
Graph-Convolution ausgeführt, d. h.

Hi∗ ← ConvE(E, Hi),

wobei Hi∗ eine temporäre Embedding-Matrix darstellt. In Abbildung 2.4b ist der Vor-
gang dargestellt. Dieses Embedding wird durch den Decoder dec auf Positionen abgebil-
det

Γi ← dec(Hi∗).

25



dec(Hi∗)

H ← enc(G)

Hi

Hi+1

i + 1

Convrew(Erew, Hi)

Γ ← dec(ConvE(E,Hr+1))

Zeichnung Γ

Hi∗

ConvE(E,Hi)

ΓiGraph G

(a)

(b) (c)

(d)

(e)

1 ≤ i ≤ r

Abb. 2.4.: Abstrakte Darstellung eines Ablaufs von CoRe-GD ohne den Verfeinerungsmecha-
nismus. Der Encoder von CoRe-GD ordnet dem Graph G ein Node-Embbedding
H zu, wobei jeder Knoten hier drei Features enthält (siehe a). Durch eine Graph-
Convolution auf dem originalen Graph werden die Vektorrepräsentationen der Kno-
ten aktualisiert (siehe b). Dieser Node-Embedding mit aktualisierten Features der
Knoten Hi∗ wird durch den Decoder in eine Punktwolke Γi abgebildet (siehe c).
Auf dieser wird der Rewiring-Prozess angewandt, wobei in der Abbildung dieser
Vorgang durch einen Kreis dargestellt wird und in diesem werden die nächsten
Nachbarknoten durch eine Kante verbunden (hier zwei Nachbarknoten). Durch die
Graph-Convolution auf diesen „neuen“ Kanten werden die Vektorrepräsenationen
neu aktualisiert. Nach einer Anzahl von r Iterationen, wird eine Graph-Convolution
auf dem originalen Graphen und eine Dekodierung der Node-Embeddings zu Posi-
tionen ausgeführt (siehe e). Abbildung in Anlehnung an Grötschla et al. [GMVW24],
S. 4

Abbildung 2.4c zeigt diesen Prozess. Die Punktwolke Γi wird der Rewiring-Methode frew
übergeben und diese erzeugt eine neue Kantenmenge Erew (siehe Abschnitt 2.3.6):

Erew ← frew(Γi).

Auf dieser neuen Kantenmenge Erew wird eine Graph-Convolution durchgeführt, damit
sich der Node-Embedding von Hi∗, nach den Initialisierungen der Knoten, neu positio-
nieren kann:

Hi+1 ← Convrew(Erew, Hi∗),

wobei in der Projektstruktur von CoRe-GD4 für beide Graph-Convolutionen ConvE und
Convrew der gleiche Convolution-Operator benutzt wird (betrachte diesen Prozess in
Abbildung 2.4d).

4https://github.com/floriangroetschla/CoRe-GD
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Nach der Terminierung wird abschließend eine Graph-Convolution auf den Kanten E
von G durchgeführt

H ← ConvE(E, Hr+1).

Durch den Decoder dec wird das Embedding H auf einer Zeichnung Γ abgebildet

Γ← dec(H).

In Abbildung 2.4e ist die Graph-Convolution auf den originalen Kanten und der Decoder-
Schritt zu sehen. Der Stress der vorhergesagten Zeichnung wird mithilfe der Fehlerfunk-
tion bestimmt und durch Backpropagation werden die Gewichte aktualisiert.

Fehlerfunktion CoRe-GD von Grötschla et al. optimiert den Stress einer Zeichnung
Γ eines Graphen G. Aufgrund der Skalierungsmöglichkeit von CoRe-GD mithilfe des
Verfeinerungsmechanismus, besitzt dieser eine skalierbare Stressfunktion mit einem Ska-
lierungsfaktor α, der die möglichst beste Skalierung einer Zeichnung findet. Dessen aus-
führliche Erklärung ist in der Arbeit von CoRe-GD zu finden [GMVW24]. Die Definition
des mittleren skalierungsinvarianten Stresses über alle Graph-Instanzen lautet:

1
|D|

∑
G∈D

stress(G, αG,ΓG
· ΓG),

wobei D den Datensatz mit dem Graphen G, ΓG eine Zeichnung von G und αG,ΓG
den

dazugehörenden Skalierungsfaktor bezeichnet. Neben dem skalierbaren Stress besitzt
CoRe-GD auch die klassische Stressfunktion und den mittleren skalierungs-invarianten
Stress, der nach der Anzahl der Knotenpaaren normalisiert ist.

Komplexität Da wir den Verfeinerungsmechanismus nicht benutzen, wird die Laufzeit
ohne Verfeinerung vorgestellt. Die Laufzeit von CoRe-GD ist subquadratisch.

Sei G = (V, E) ein Graph und r der begrenzende Parameter. Dann ist die Laufzeit
von CoRe-GD

TCoRe−GD ∈ O
(

(|E|
3
2 + |E|+ |V |)︸ ︷︷ ︸

Initialisierung

+ r · (|V | log |V |+ |V |︸ ︷︷ ︸
Rewiring

) + E
)

= O(|E|
3
2 ).

Die Initialisierung der Knoten besteht aus den Laufzeiten zur Berechnung der Laplacian-
Positional-Encodings [DJL+22], Beacon-Nodes und des Rauschens. Die Laufzeit zur Be-
rechnung der Laplace-Positional-Encodings ist O(|E| 32 ) [DJL+22]. Da die Anzahl der
Beacon-Nodes k konstant ist und die Entfernungen dieser bis zu den Knoten mit der
Breitensuche gefunden werden, liegt die Laufzeit in O(k · |E|) = O(|E|). Den Knoten
ein Rauschen zuzuweisen liegt, in O(|V |). Die Rewiring-Methode wird in CoRe-GD mit
den K-Nearest-Neighbour-Graphen durchgeführt. Laut Grötschla et al. können die mit
k-d-Trees in O(|V | log |V |) durchgeführt werden. Es werden in der Rewiring Methode n
Kanten hinzugefügt, wobei n := |V |. Demnach liegt die Laufzeit in O(|V |). Am Ende
des Algorithmus werden alle Kanten neu gesetzt ausgegeben, was O(E) Zeit benötigt.
Somit liegt die Laufzeit von CoRe-GD in O(|E| 32 ) und ist subquadratisch.
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3. Methodik

Wir verwenden CoRe-GD von Grötschla et al. [GMVW24], da dieser aktuell den bes-
ten Stresswert der neuronalen Netzwerke, welche Zeichnungen von Graphen generieren,
erreicht. In der Arbeit von Grötschla et al. wurde CoRe-GD mit einigen klassischen
Algorithmen und neuronalen Netzwerken zum Graphzeichnen bezüglich des Stresswerts
verglichen. Wir verwenden hier CoRe-GD als eine Art Blackbox, die uns Positionen von
Knoten liefert. Diese übertragen wir an vier klassische Algorithmen zum Graphzeichnen
als Initialwerte. Eine Kombinationen CoRe-GD+„Variante“ bedeutet, dass eine Vari-
ante Knotenpositionen als initialen Werte von CoRe-GD erhalten hat, wobei „Variante“
einen klassischen Algorithmus der Graphenvisualisierung bezeichnet, die in dieser Arbeit
näher vorgestellt werden. Zusätzlich wurde CoRe-GD so modifiziert, dass dieser auch
Positionen der klassischen Algorithmen zur Initialisierung aufnehmen kann. Diese Kom-
binationen nennen wir „Variante“+CoRe-GD. Dieser Schritt wird erläutert, da dies in
CoRe-GD [GMVW24] nicht vorgesehen ist. Durch diese Modifikation kann CoRe-GD die
Zeichnungen der klassischen Algorithmen optimieren. Die Zeichnungen von CoRe-GD,
von den klassischen Algorithmen und von den Kombinationen wurden nach verschiede-
nen Metriken untersucht.

3.1. Klassische Algorithmen zur Graphenvisualisierung
Zwei Algorithmen sind bereits vorgestellt worden: der Spring-Embedder von Fruchter-
man und Reingold [FR91], welcher auf der Grundlage von Kräften arbeitet, und die
multidimensionale Skalierung von Kamada und Kawai [KK89]. Siehe dazu die Abschnit-
te 2.1.1 und 2.1.2.

Der Algorithmus ForceAtlas2 von Jacomy et al. [JVHB14]1 ist ein kräftebasierter Al-
gorithmus zum Graphzeichnen. Im Gegensatz zu der Abstoßung im Spring-Algorithmus
von Fruchterman und Reingold [FR91] (siehe Abschnitt 2.1.1) wird bei dem ForceA-
tlas2 eine Abstoßung abhängig vom Knotengrad durchgeführt. Die Idee von Jacomy
et al. ist es die Abstoßungskraft zwischen starkverbundenen und schwachverbundenen
Knoten abzuschwächen. Als Features besitzt ForceAtlas2 u. a. eine logarithmische Anzie-
hungskraft [Noa07] oder eine modellierte Gravitationskraft um nicht-zusammenhängende
Komponenten des Graphen ins Zentrum der Zeichenfläche zu ziehen.

Der Algorithmus (sgd)2 von Zheng et al. [ZGP17]2 optimiert den Stress einer Zeich-
nung mithilfe des Stochastic-Gradient-Descent (SGD). Der Gradienten-Abstieg ist eine

1Implementierung von ForceAtlas2 von Jacomy et al.: https://github.com/bhargavchippada/forceatlas2
2Implementierung von (sgd)2 von Zheng et al.: https://github.com/jxz12/s_gd2
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iterative Methode, wobei in jedem Schritt eine gewählte Fehlerfunktion schrittweise op-
timiert wird. Im besten Fall konvergiert diese Methode und die Fehlerfunktion ist appro-
ximiert. Im Gegensatz zu den anderen hier benutzten kräftebasierten Algorithmen wird
im (sgd)2 nur eine Kante zu einer Zeit bewegt und optimal positioniert.

3.2. Positionsübergabe an CoRe-GD
Eine Übergabe von Knotenpositionen an CoRe-GD ist in der Arbeit von Grötschla et
al. [GMVW24] nicht beabsichtigt. Wir modifizieren die Ausführungsmethode von CoRe-
GD so, dass an diese Knotenpositionen übergeben werden kann, die diese Methode in
der Rewiring-Methode verarbeitet. In Python [VRD09] können None-Types verwendet
werden, welche einen Wert besitzen können. Falls nicht werden diese als None verwendet.

Sei G = (V, E) ein Graph, und dieser wird an CoRe-GD übergeben. Zuerst wird nach
der Architektur (siehe Abschnitt 2.3.6) eine standardmäßige Kodierung der Knoten zu
dem Node-Embedding H durchgeführt. Nach unserer Implementierung wird, falls für den
Parameter pos = ΓALG gilt, wobei ΓALG die generierten Positionen der Zeichnung der
klassischen Methoden als Punktwolke bezeichnen, ΓALG der internen Rewiring-Methode
übergeben

Erew ← frew(ΓALG).

Auf dem Graphen Grew := (V, Erew) wird eine Graph-Convolution durch geführt:

H∗ ← Convrew(Erew, H).

Das Embedding wird CoRe-GD übergeben und dieser führt einen gewöhnlichen Ablauf
aus. Durch diesen Prozess kann CoRe-GD von Grötschla et al. [GMVW24] Positionen
von Knoten aufnehmen.

3.3. Metriken und deren Implementierung
Wir haben, neben dem Stress, weitere Metriken der Zeichnungen von Graphen von
CoRe-GD, den klassischen Methoden und Kombinationen untersucht. CoRe-GD ist in
Python [VRD09] u. a. mithilfe den Bibliotheken PyTorch [PGM+19] und PyGeome-
tric (PyG) [FL19] implementiert3. In diesem Abschnitt werden die Metriken und deren
Implementierung erläutert. Da die Zeichnungen der Algorithmen unterschiedlich ska-
liert worden waren, haben wir bestimmte Metriken nach der maximalen Seitenlänge der
Bounding-Box normalisiert.

Für den folgenden Abschnitt sei ein Graph G = (V, E) und eine Liste mit Koordinaten
der Knoten Γ(v) für alle Knoten v des Graphen G, die von den Algorithmen errechnet
wurden, gegeben. Damit kann die Strecke einer Kante als (Γ(v), Γ(u)) für alle {u, v} ∈ E
berechnet werden.

3https://github.com/floriangroetschla/CoRe-GD
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3.3.1. Stress
Gesucht ist der minimale Stress einer Zeichnung. Zur Berechnung des Stresswerts der
Zeichnungen, benutzen wir die Implementierung der skalierten Stressfunktion von CoRe-
GD [GMVW24]4.

3.3.2. Kantenkreuzung
Für die Experimenten werden Kantenkreuzungen als „Xing“ abgekürzt und gesucht ist
die minimale Anzahl der Kantenkreuzungen einer Zeichnung.

Seien (u, v), (r, s) ∈ E zwei nicht-adjazente mit (u, v) ̸= (r, s) und damit s1 :=
(Γ(u), Γ(v)), s2 := (Γ(r), Γ(s)) [Ren14]. Es wurde ausgeschlossen, dass s1 und s2 bei-
de vertikal oder beide horizontal auf der Zeichenfläche liegen. Beide Strecken wurden in
Parameterdarstellung gebracht, mit t1, t2 ∈ [0, 1]:

(1− t1) · Γ(u) + t1 · Γ(v) für s1,

(1− t2) · Γ(r) + t2 · Γ(s) für s2.

Dann gibt es drei Fälle: s1 und s2 liegen auf einer Gerade, s1 und s2 liegen auf un-
terschiedlichen parallelen Geraden oder die Geraden von s1 und s2 haben genau einen
Schnittpunkt. Für alle Punkte Γ(v) sei Γ(v)x die x-Koordinate und entsprechend Γ(v)y

für die y-Koordinate. Für die Schnittpunktberechnung gilt dann

(1− t1) · Γ(u)x + t1 · Γ(v)x = (1− t2) · Γ(r)x + t2 · Γ(s)x (3.1)
(1− t1) · Γ(u)y + t1 · Γ(v)y = (1− t2) · Γ(r)y + t2 · Γ(s)y. (3.2)

Der Schnittpunkt erfüllt Gleichung (3.1) und Gleichung (3.2). Auflösung nach t1 ergibt
sich zu

t1 =
(Γ(u)x − Γ(r)x) · (Γ(r)y − Γ(s)y) − (Γ(u)y − Γ(r)y) · (Γ(r)x − Γ(s)x)
(Γ(u)x − Γ(v)x) · (Γ(r)y − Γ(s)y)− (Γ(u)y − Γ(v)y) · (Γ(r)x − Γ(s)x) . (3.3)

Der Parameter t2 ergibt sich analog durch Auflösung. Es gibt drei Fälle:

1. Falls der Nenner von Gleichung (3.3) gleich 0 ist, dann besitzen s1 und s2 die
gleiche Steigung und schneiden sich nicht.

2. Falls der Nenner von Gleichung (3.3) ungleich 0 ist, dann gibt es zwei Fälle
a. Es gilt t1 < 0 oder t1 > 1 oder t2 < 0 oder t2 > 1, dann schneiden sich die

Strecken nicht, nur die Geraden auf denen die Strecken liegen.
b. Es gilt 0 ≤ t1 ≤ 1 und 0 ≤ t1 ≤ 1, dann schneiden sich die Strecken. Der

Schnittpunkt kann berechnen werden, indem t1 bzw. t2 in s1 bzw. s2 eingesetzt
wird.

4https://github.com/floriangroetschla/CoRe-GD
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3.3.3. Metriken bezüglich der Kantenlängen
Um Aussagen über eine einheitliche Kantenlänge einer Zeichnung treffen zu können, wur-
den zwei Metriken implementiert: die Standardabweichung bzgl. der Kantenlänge und
das Kantenlängenverhältnis. Beides wurde mit der NumPy-Bibliothek [HMvdW+20] von
Python berechnet. Die Ergebnisse wurden nach der Bounding-Box normalisiert, da die
Zeichnungen der Methoden unterschiedlich skaliert sind. Normalisiert wurden diese nach
der längsten Seite der Bounding-Box. In den Experimenten wird die Standardabweichung
bzgl. der Kantenlänge als „Edge“ abgekürzt. Hier ist es besser,wenn der Wert der Stan-
dardabweichung klein ist, denn die Kanten sollten möglichst einheitlich lang sein und
nicht bzgl. ihrer Länge schwanken. Das Kantenlängenverhältnis beschreibt das Verhält-
nis der kleinsten zur größten Kante bezüglich der Länge. Das Kantenlängenverhältnis
soll möglichst groß sein. Dieses wurde in den Experimenten als „Ratio“ abgekürzt.

3.3.4. Minimaler Abstand eines Knotens zu einem nicht-adjazenten Knoten
Der minimale Abstand eines Knoten zu einem nicht-adjazenten Knoten wird als „Dist-
NN“ abgekürzt. Der Abstand wurde nach der längsten Seite der Bounding-Box norma-
lisiert. Dieser Abstand soll möglichst groß sein, um eine Überlappung der Knoten zu
vermeiden und diese unterscheiden zu können. Wenn Γ(v) und Γ(u) zwei Knotenposi-
tionen sind, wobei u, v ∈ G und u /∈ N(v). Dann lässt sich der Abstand durch die Ab-
standsberechnung dist(u, v) im Raum mit der Python Bibliothek NumPy [HMvdW+20]
berechnen.

3.3.5. Minimaler Abstand eines Knotens zu einer nicht-inzidenten Kante
Der Abstand eines Knoten zu einer nicht-inzidente Kante sollte möglichst groß sein,
damit Knoten nicht auf Kanten liegen. Diese Metrik wird in Kapitel 4 als „DistNE“
abgekürzt. Seien ein Punkt Γ(v) und eine Kante e := (Γ(r), Γ(s)) gegeben. Es wird mit
Vektoren und deren Richtungen gearbeitet [Gee24]. Seien die Vektoren −→rv :=

−−−−−−→
Γ(r)Γ(v),

−→sr :=
−−−−−→
Γ(r)Γ(s) und −→sv :=

−−−−−−→
Γ(s)Γ(v) . Dann gibt es drei Fälle

1. Der nächste Punkt auf der Strecke e von Γ(v) ist der Endpunkt Γ(s) von s, falls
das Skalarprodukt −→sv · −→rs positiv ist.

2. Der nächste Punkt auf der Strecke e von Γ(v) ist der Endpunkt Γ(r) von s, falls
das Skalarprodukt −→rs · −→rv negativ ist.

3. Falls die Skalarprodukte −→sv · −→rs und −→rs · −→rv unterschiedliche Vorzeichen besitzen,
dann existiert ein Punkt w auf der Strecke e, wobei die Strecke [v, w] der minimale
Abstand der Distanz zwischen dem Punkt Γ(v) und der Kante e berechenbar ist
durch

|vw| = |
−→rs ×−→rv|
|−→rs|

,

wobei × das Kreuzprodukt und | · | den Betrag darstellen [Ser].
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3.3.6. Minimaler Kreuzungswinkel
In der Implementierung wird der kleinste Kreuzungswinkel einer Zeichnung bestimmt. Je
größer der kleinste Kreuzungswinkel der Zeichnungen ist desto besser, um die Kanten un-
terscheiden zu können. Dieser wird in den Experimenten als „XAngle“ abgekürzt. Seien
zwei Kanten s1 := (Γ(u), Γ(v)), s2 := (Γ(r), Γ(s)) in der Zeichnung Γ, die einen Schnitt
haben und zwei Geraden g1, g2, wobei s1 auf g1 und s2 auf g2 liegt. Da zwei Punkte auf
den Geraden g1 und g2 gegeben sind, kann der Richtungsvektor berechnet werden. Seien
somit −→s1 und −→s2 Richtungsvektoren. Dann ist der Winkel α zwischen beiden Vektoren
mithilfe des Skalarprodukts · und der Arkkosinus-Funktion arccos berechenbar mit

α = arccos
( −→s1 · −→s2
∥−→s1∥|−→s2∥

)
, (3.4)

wobei ∥·∥ die Norm des Vektors bezeichnet. Die Python-Bibliothek NumPy [HMvdW+20]
stellt die Funktionen bereit und damit ist der Winkel zwischen den Richtungsvektoren
berechenbar, welcher gerade der Schnittwinkel ist.

3.3.7. Winkelauflösung
In der Implementierung wird der minimale Winkel zwischen zwei Kanten, die von einem
Knoten ausgehen, bestimmt. Dieser Winkel soll möglichst groß sein, um zu zeigen, dass
eine Unterscheidbarkeit der Kanten möglich ist. Die Winkelauflösung wird durch „An-
gRes“ abgekürzt. Die Kantenmenge wurde so sortiert, dass zu jedem Knoten u inzidente
Kanten die Kanten die Form (u, v) besitzen. Dies bedeutet, dass der gemeinsame Kno-
ten zweier adjazenten Kanten auf der linken Seite liegt. Der Winkel zwischen adjazenten
Kanten s1 := (Γ(u), Γ(v)), s2 := (Γ(r), Γ(w)) wurde gemäß Gleichung (3.4) ermittelt.

3.3.8. Abweichung des minimalen Winkels vom optimalen Winkel
Wie die Winkelauflösung gewährleistet auch diese Metrik eine Unterscheidbarkeit von
ausgehenden Knoten, falls diese Abweichung klein ist. Diese Abweichung wird durch
„OptAng“ abgekürzt. Diese Metrik verwendet die Winkelauflösung, um den minima-
len Winkel zwischen zwei adjazenten Kanten zu bestimmen. Wir haben die minimalen
Winkel um jeden Knoten αmin(v) errechnet. Für die durchschnittliche Abweichung der
minimalen Winkel vom optimalen Winkel gilt dann mit n := |V |

distabw(v) = 1
n

∑
v∈N(v)

360
deg(v) − αmin(v),

wobei deg(v) für den Grad des Knoten v steht und αmin(v) den minimalen Winkel um
den Knoten v darstellt. Die durchschnittliche Abweichung des minimalen Winkel vom
optimalen Winkels ist die Differenz des optimalen Winkels, d. h. 360/deg(v), vom mini-
malen Winkel aller Knoten v. Der Winkel wurde wie für die Winkelauflösung berechnet.
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4. Experiment

In diesem Experiment werden die Zeichnungen der Methoden nach den Metriken, die in
der Methodik vorgestellt wurden, untersucht.

4.1. Aufbau
Für unser Experiment verwenden wird einen Teil des Datensatzes der Rome-Graphen1

mit 11534 ungerichteten Graphen, die bis zu 100 Knoten besitzen. Wir wenden unse-
re Analyse auf dem Datensatz an, auf dem CoRe-GD von Grötschla et al. [GMVW24]
evaluiert wurde. Dieser Datensatz besteht aus 1000 Graphen. Da CoRe-GD auf den
restlichen Graphen trainiert wurde, werden diese nicht verwendet. Wir verwenden den
vortrainierten CoRe-GD, der sich in der Projektstruktur von CoRe-GD befindet2. Als
klassische Methoden haben wir Algorithmen zum Graphzeichnen gewählt, denen initiale
Positionen übergeben werden können: (sgd)2 von Zheng et al. [ZGP17]3, ForceAtlas2 von
Jacomy et al. [JVHB14]4, Spring von Fruchterman und Reingold [FR91] und die mul-
tidimensionale Skalierung von Kamada und Kawai [KK89]. Wir verwenden die gleichen
Parameter von (sgd)2 und ForceAtlas2 wie die Autoren. Der Spring- und der Kamada–
Kawai-Algorithmus sind intern in der Python-Bibliothek [VRD09] NetworkX [HSC08]
optimiert.

Bei der Kombination CoRe-GD+„Variante“ erhält die klassische Methode die Zeich-
nung von CoRe-GD als initiale Positionen. Bei der Kombination „Variante“+CoRe-
GD wurde zuerst ein Ablauf eines klassischen Algorithmus durchgeführt und dessen
Positionen wurden an CoRe-GD übergeben. Insgesamt haben wir damit 13 unabhän-
gige Methoden: CoRe-GD, die vier klassischen Algorithmen, vier Kombinationen mit
„Variante“+CoRe-GD und vier Kombinationen mit CoRe-GD+„Variante“. Die Abarbei-
tungsreihenfolge der Methoden wurde randomisiert, damit keine von dieser Reihenfolge
bezüglich der Laufzeit profitiert. Wir wenden auf jedem Graph die 13 Methoden an,
wobei gegebene Metriken der Graphenvisualisierung und die Laufzeit bestimmt werden.

1http://www.graphdrawing.org/data.html
2https://github.com/floriangroetschla/CoRe-GD
3https://github.com/jxz12/s_gd2
4https://github.com/bhargavchippada/forceatlas2
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Wie in Abschnitt 3.3 erwähnt, werden diese neun Metriken bestimmt:

• Stress (Stress)

• Kantenkreuzungen (Xing)

• Standardabweichung bezüglich der Kantenlänge (Edge)

• Kantenlängenverhältnis (Ratio)

• Minimaler Abstand eines Knoten zu einem nicht-adjazenten Knoten (DistNN)

• Minimaler Abstand eines Knoten zu einer nicht-inzidenten Kanten (DistNE)

• Minimaler Kreuzungswinkel (XAngle)

• Winkelauflösung (AngRes)

• Durchschnittliche Abweichung des minimalen Winkels vom optimalen Winkel (Op-
tAng).

Die Abkürzungen in Klammern beschreiben die Metriken in den nachfolgenden Tabellen.
Die Laufzeit ist durch „Time“ gekennzeichnet. Demnach besteht eine Durchführung des
Experiments aus insgesamt 13000 Ausführungen, wobei eine Ausführung eine Methode
auf einem Graph mit zehn Werten bedeutet.

4.2. Evaluation
In diesem Abschnitt werden die Untersuchungsergebnisse vorgestellt. In den Abbildungen
werden die durchschnittlichen Werte der Qualitätsmetriken bezüglich der Anzahl an
Knoten der Graphen dargestellt. Zur Darstellung der Werte der Qualitätsmetriken haben
wir die Python-Bibliothek Matplotlib von Hunter [Hun07] verwendet.

In der Tabelle 4.1 sind die durchschnittlichen Werte der Qualitätsmetriken der hier
genannten Methoden dargestellt. In allen Tabellen sind in der ersten Spalte die hier
benutzten Methoden aufgeführt und deren Namen sind u. U. abgekürzt. ForceAtlas2 er-
reicht den höchsten und CoRe-GD+Kamda–Kawai den niedrigsten Stresswert. CoRe-GD
und Kombinationen mit „Variante“+CoRe-GD erzielen einen sehr guten Stresswert. Die
klassischen Algorithmen profitieren von den schon vorgerechneten Positionen von CoRe-
GD, außer der Spring, welcher einen schlechteren Stresswert errechnet. Die Kombinati-
on CoRe-GD+ForceAtlas2 erzielt die minimale Anzahl an Kantenkreuzungen mit 22,28,
welche 23% besser als CoRe-GD alleine ist. Den höchsten Wert an Kantenkreuzungen
erreicht die Kombination CoRe-GD+Spring. Die Längen- und Abstandsberechnungen
werden nach der Bounding-Box normalisiert, aufgrund der unterschiedlichen Skalierung
der Methoden. Die einheitliche Länge der Kanten ist von CoRe-GD und den Kombina-
tionen „Variante“+CoRe-GD am besten gewährleistet. ForceAtlas2 erreicht den schlech-
testen Wert der Kantenlängen. Die besten Werte für das Kantenlängenverhältnis erzie-
len der Kamada–Kawai-Algorithmus und CoRe-GD+Kamda–Kawai. Bei Spring, CoRe-
GD+Spring, ForceAtlas2 und CoRe-GD+ForceAtlas2 ist das Kantenlängenverhältnis am
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Tab. 4.1.: Die durchschnittlichen Werte der Methoden bezüglich der Qualitätsmetriken auf dem
kompletten Datensatz. Die Zeilen beschreiben die Methoden und die Spalten die Qua-
litätsmetriken. Die Richtung der Pfeile hinter den Metriken kennzeichnet, ob größere
oder kleine Werte für die Metrik besser sind. Farblich-hinterlegte Werte kennzeichnen
den besten (Grün) bzw. schlechtesten (Rot) Wert innerhalb einer Spalte.

Methode Stress↓ Xing↓ Edge↓ Ratio↑ DistNN↑ DistNE↑ XAngle↑ AngRes↑ OptAng↓ Time↓

CoRe 233,31 29,03 0,0209 0,0744 0,0591 0,0209 29,64 14,68 46,22 0,113
(sgd)2 235,91 30,42 0,0215 0,0739 0,0520 0,0182 27,61 12,60 46,80 0,001
CoRe+(sgd)2 235,15 30,46 0,0213 0,0736 0,0526 0,0184 27,61 12,92 46,79 0,113
(sgd)2+CoRe 233,51 28,93 0,0209 0,0745 0,0591 0,0205 29,53 14,47 46,16 0,118
FA2 424,65 35,59 0,0552 0,0536 0,0560 0,0105 27,46 8,61 45,91 0,010
CoRe+FA2 302,19 22,28 0,0447 0,0495 0,0549 0,0135 29,20 10,19 40,26 0,125
FA2+CoRe 233,39 28,89 0,0209 0,0745 0,0589 0,0204 29,67 14,50 46,18 0,129
Spring 375,75 40,19 0,0330 0,0538 0,0441 0,0102 24,24 8,07 49,28 0,008
CoRe+Sp. 412,68 45,60 0,0375 0,0584 0,0467 0,0089 23,22 7,30 53,23 0,124
Sp.+CoRe 233,43 28,96 0,0208 0,0744 0,0588 0,0205 29,58 14,39 46,18 0,124
KK 239,11 29,96 0,0218 0,0754 0,0588 0,0194 29,68 14,33 46,73 0,025
CoRe+KK 232,30 29,08 0,0209 0,0754 0,0593 0,0209 29,78 14,99 46,08 0,136
KK+CoRE 233,44 28,99 0,0209 0,0742 0,0591 0,0207 29,42 14,51 46,16 0,142

schlechtesten. Der Abstand der Knoten zu einem nicht-adjazenten Knoten ist bei Spring
und CoRe-GD+Spring am kleinsten, und somit erreichen diese Methoden den schlech-
testen Wert. CoRe-GD, Kamada–Kawai, Kombinationen mit „Variante“+CoRe-GD und
die CoRe-GD+Kamada–Kawai-Kombination erzielen sehr gute Werte. Das gleiche gilt
für den minimalen Abstand eines Knotens zu einer nicht-inzidenten Kante. Den schlech-
testen Wert erzielt hier CoRe-GD+Spring, wobei auch Spring und ForceAtlas2 eher
schlechte Werte erreichen. Die Winkel werden hier in Grad angegeben. Einen sehr gu-
ten Wert des minimalen Kreuzungswinkel erzielt CoRe-GD+Kamda–Kawai, gefolgt von
Kamada–Kawai, CoRe-GD und Kombinationen von „Variante“+CoRe-GD. Den schlech-
testen Wert bezüglich des Kreuzungswinkels erreicht hier CoRe-GD+Spring. Bezüglich
der Winkelauflösung ist der beste Wert der Winkelauflösung von CoRe-GD+Kamada–
Kawai mehr als doppelt so groß wie die Winkelauflösung von CoRe-GD+Spring. Bei der
Winkelauflösung erzielen auch CoRe-GD, die Kombinationen „Variante“+CoRe-GD und
der Kamada–Kawai-Algorithmus sehr gute Werte. Die Methode CoRe-GD+ForceAtlas2
erzielt bezüglich der durchschnittlichen Abweichung des minimalen Winkels vom optima-
len Winkel den kleinsten Wert. Den größten Wert liefert CoRe-GD+Spring. Die Laufzeit
wurde in Sekunden berechnet. Mit Abstand erzielt (sgd)2 den besten Wert bezüglich der
Laufzeit, während die Methode Kamada–Kawai+CoRe-GD die höchste Laufzeit besitzt.
Grundsätzlich lässt sich sagen, dass CoRe-GD mindestens eine Größenordnung langsa-
mer als die verwendeten klassischen Graphzeichnenalgorithmen ist. Dementsprechend ist
die Laufzeit einer Kombination mit CoRe-GD erwartungsgemäß höher.

In Abbildung 4.1 sind 13 Zeichnungen des Graphen mit der ID 2 aus dem randomisierten
Testsatz des Rome-Graphen-Datensatzes von CoRe-GD zu sehen. In der Tabelle 4.2

35



Tab. 4.2.: Werte der Metriken zum Graphen mit ID 2 im Testdatensatz

Methode Stress↓ Xing↓ Edge↓ Ratio↑ DistNN↑ DistNE↑ XAngle↑ AngRes↑ OptAng↓ Time↓

CoRe 49,92 2 0,0090 0,0774 0,0511 0,0308 54,01 28,47 27,72 0,099
(sgd)2 50,79 2 0,0111 0,0734 0,0380 0,0066 48,84 5,18 28,41 0,001
CoRe+(sgd)2 49,96 3 0,0088 0,0715 0,0454 0,0165 49,81 13,33 27,40 0,120
(sgd)2+CoRe 50,02 2 0,0091 0,0825 0,0492 0,0273 55,12 25,75 28,06 0,107
FA2 243,73 10 0,0555 0,0510 0,0486 0,0054 56,49 6,80 36,52 0,013
CoRe+FA2 84,22 1 0,0367 0,0405 0,0615 0,0398 89,36 29,40 24,30 0,129
FA2+CoRe 50,00 2 0,0091 0,0823 0,0496 0,0280 54,92 25,93 28,04 0,135
Spring 123,59 6 0,0263 0,0387 0,0341 0,0037 48,06 3,63 36,89 0,005
CoRe+Spring 192,87 7 0,0358 0,0571 0,0514 0,0008 34,79 14,95 45,20 0,069
Spring+Core 50,03 2 0,0091 0,0826 0,0491 0,0272 55,13 25,66 28,07 0,096
KK 49,75 3 0,0096 0,0832 0,0601 0,0312 49,48 27,95 28,06 0,011
CoRe+KK 49,71 2 0,0092 0,0768 0,0594 0,0297 50,14 33,81 27,37 0,084
KK+CoRe 50,03 2 0,0091 0,0826 0,0492 0,0272 55,06 25,75 28,05 0,090

sind die Werte dieser Zeichnungen aufgeführt. Wie in Tabelle 4.1 zu beobachten ist,
erzielt CoRe-GD+ForceAtlas2 weniger Kantenkreuzungen als CoRe-GD selbst. In der
Zeichnung von CoRe-GD+ForceAtlas2 kann man gut erkennen, dass Knoten, die nur zu
einem Knoten adjazent sind, nah bei dem Nachbarknoten liegen. Wir vermuten, dass dies
in der internen Abstoßungskraft von ForceAtlas2, die eine Abstoßung zwischen stark-
verbundenen und schwach-verbundenen Knoten abschwächt, begründet ist. Im Anhang
(Kapitel A) sind weitere Zeichnungen von Graphen mit dazugehörenden Werten der
Metriken dargestellt.
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Abb. 4.1.: Graph mit ID 2 im Testdatensatz
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4.2.1. Stress

(a) (sgd)2 (b) ForceAtlas2

(c) Spring (d) Kamada–Kawai

Abb. 4.2.: Stress

Im Allgemeinen steigt der Stress aller Zeichnungen, je größer der Graph wird. Die
Methoden (sgd)2 (siehe Abbildung 4.2a), Kamada–Kawai (siehe Abbildung 4.2d), CoRe-
GD und die Kombinationen weisen nahezu einen identischen Verlauf auf. In der Abbil-
dung 4.2b ist ersichtlich, dass die Kombination ForceAtlas2+CoRe-GD und CoRe-GD
die niedrigsten Werte erzielt. ForceAtlas2 profitiert von CoRe-GD als Preprocessing-
Methode. Der klassische Spring-Embedder selbst profitiert nicht von den Positionen, die
dieser von CoRe-GD erhält, sondern generiert einen schlechteren Stresswert (siehe Ab-
bildung 4.2c). CoRe-GD, Spring+CoRe-GD und ForceAtlas2+CoRe-GD erzielen etwa
gleiche Ergebnisse.
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4.2.2. Kantenkreuzungen

(a) (sgd)2 (b) ForceAtlas2

(c) Spring (d) Kamada–Kawai

Abb. 4.3.: Anzahl der Kantenkreuzungen

Generell steigt die Anzahl der Kantenkreuzungen, je größer die Graphen werden. In
den Abbildungen 4.3a und 4.3d ist zu beobachten, dass (sgd)2, Kamada–Kawai, CoRe-
GD und die Kombinationen nahezu gleiche Werte erreichen. In der Abbildung 4.3c ist zu
sehen, dass CoRe-GD und Spring+CoRe-GD etwa gleich gute Werte erreichen. Die Werte
von Spring+CoRe-GD liegen oberhalb von Spring und erreichen in der Kombination
schlechtere Werte als die einzelnen Methoden. Wie in Tabelle 4.1 schon bemerkt, besitzt
CoRe-GD+ForceAtlas2 eine deutlich niedrige Anzahl an Kantenkreuzungen als CoRe-
GD und die Kombination ForceAtlas2+CoRe-GD. In Abbildung 4.3b ist zu sehen, dass
ForceAtlas2 eine höhere Anzahl an Kantenkreuzungen aufweist als CoRe-GD.
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4.2.3. Standardabweichung bezüglich der Kantenlänge

(a) (sgd)2 (b) ForceAtlas2

(c) Spring (d) Kamada–Kawai

Abb. 4.4.: Standardabweichung bezüglich der Kantenlänge

Es ist nicht erkennbar ist, ob die Metrik der Standardabweichung bezüglich der Kan-
tenlänge von der Graphengröße abhängig ist. In Abbildung 4.4a ist ersichtlich, dass
(sgd)2, das neuronale Netzwerk CoRe-GD und die Kombinationen fast identisch gleich
lange Kanten aufweisen. Der klassische Algorithmus Kamada–Kawai verfügt über einen
leicht höheren Wert der Standardabweichung bzgl. der Kantenlängen gegenüber CoRe-
GD und den Kombinationen (siehe Abbildung 4.4d). Die Methode CoRe-GD+ForceAtlas2
weist durchgehend eine etwa doppelt so hohe Standardabweichung wie CoRe-GD und
ForceAtlas2+CoRe-GD auf. Der klassische Algorithmus ForceAtlas2 besitzt eine höhere
Standardabweichung bzgl. der Kantenlänge als die Kombination CoRe-GD+ForceAtlas2
(siehe Abbildung 4.4b). In Tabelle 4.1 ist dies ebenfalls gut zu beobachten. In Abbil-
dung 4.4c ist zu sehen, dass CoRe-GD und Spring+CoRe-GD eine niedrigere Standard-
abweichung bzgl. der Kantenlängen als Spring und CoRe-GD+Spring aufweisen. Die
Standardabweichnung von CoRe-GD+Spring ist größer als die von Spring.
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4.2.4. Kantenlängenverhältnis

(a) (sgd)2 (b) ForceAtlas2

(c) Spring (d) Kamada–Kawai

Abb. 4.5.: Kantenlängenverhältnis

Das Kantenlängenverhältnis sinkt, je größer der Graph wird. Die Kurven von (sgd)2

und Kamada–Kawai weisen mit dem neuronalen Netzwerk CoRe-GD und deren Kombi-
nation nahezu identische Werte auf (siehe Abbildungen 4.5a und 4.5d). In Abbildung 4.5b
ist zu sehen, dass der klassische Algorithmus ForceAtlas2 ein niedrigen Kantenlängenver-
hältnis als das neuronale Netzwerk CoRe-GD und die Kombination ForceAtlas2+CoRe-
GD aufweist, aber leicht höher als CoRe-GD+ForceAtlas2 liegt. Im Allgemeinen erreicht
die Methode CoRe-GD+Spring einen leicht höheren Wert als der klassische Spring-
Embedder. In Abbildung 4.5c ist zu sehen, dass CoRe-GD und die Kombination Spring+CoRe-
GD einen besseren Wert bezüglich des Kantenverhältnisses besitzen als CoRe-GD+Spring.
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4.2.5. Minimale Distanz eines Knotens zu einem nicht-adjazenten Knoten

(a) (sgd)2 (b) ForceAtlas2

(c) Spring (d) Kamada–Kawai

Abb. 4.6.: Abstand von Knoten zu nicht-adjazenten Knoten

Im Allgemeinen sinken die Abstandswerte, je größer die Knotenanzahl ist. Die Distanz-
werte von Kamada–Kawai, CoRe-GD und dessen Kombinationen mit Kamada–Kawai
sind im Allgemeinen fast identisch (siehe Abbildung 4.6d). In der Abbildung 4.6a ist zu
beobachten, dass der klassische (sgd)2 mit der Kombination (sgd)2+CoRe-GD nahezu
gleiche Werte erzielt und minimal unter den Werten des neuronalen Netzwerks CoRe-GD
und der Kombination CoRe-GD+(sgd)2 liegt. Die Werte von ForceAtlas2, CoRe-GD und
den ForceAtlas2-Kombinationen liegen in unmittelbarer Nähe. In der Abbildung 4.6b ist
ersichtlich, dass CoRe-GD+ForceAtlas2 bis ca. 70 Knoten minimal schlechtere Werte er-
zielt und dann leicht bessere Werte als die restlichen Methoden erreicht. Der klassische
Spring-Embedder und die Kombination CoRe-GD+Spring erzielen schlechtere Werte als
CoRe-GD und Spring-CoRe-GD (siehe Abbildung 4.6c).
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4.2.6. Minimale Distanz eines Knotens zu einer nicht-inzidenten Kanten

(a) (sgd)2 (b) ForceAtlas2

(c) Spring (d) Kamada–Kawai

Abb. 4.7.: Abstand von Knoten zu nicht-inzidenten Kanten

Abhängig von der Knotenanzahl, fallen die Werte in allen Abbildungen bis zu einer
Graphengröße von etwa 55 Knoten stark ab und nähern sich der 0 an. In allen Ab-
bildungen erreichen CoRe-GD und die Kombinationen mit „Variante“+CoRe-GD die
besseren Werte. In der Abbildung 4.7d ist zu sehen, dass alle Methoden fast gleiche
Werte erzielen. Auch in Abbildung 4.7a ist zu beobachten, dass die Werte der Methoden
sich fast gleichen. Die Abstandswerte von ForceAtlas2 und CoRe-GD+ForceAtlas2 sind
niedriger als die des neuronalen Netzwerks CoRe-GD und ForceAtlas2+CoRe-GD, wobei
CoRe-GD+ForceAtlas2 noch bessere Werte als der klassische ForceAtlas2 erreicht (siehe
Abbildung 4.7b). In der Abbildung 4.7c ist ersichtlich, dass die Werte von Spring und
CoRe-GD+Spring unterhalb der Werte von CoRe-GD und Spring+CoRe-GD liegen.
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4.2.7. Minimaler Kreuzungswinkel

(a) (sgd)2 (b) ForceAtlas2

(c) Spring (d) Kamada–Kawai

Abb. 4.8.: Minimaler Kreuzungswinkel

Wir stellen fest, dass nahezu alle Werte der Methoden in Bezug auf den Kreuzungswin-
kel bis etwa 30 Knoten auf ungefähr 45–55 Grad ansteigen und anschließen allmählich
abfallen. In den Abbildungen 4.8a und 4.8d ist ersichtlich, dass die Kurven von CoRe-GD,
(sgd)2, Kamada–Kawai und deren Kombinationen fast identische Werte bezüglich der
Kreuzungswinkel erzielen. Die Methode CoRe-GD+ForceAtlas2 besitzt bis 40 Knoten
leicht kleiner Werte bzgl. des Kreuzungswinkels als CoRe-GD und ForceAtlas2+CoRe-
GD, erreicht dann aber leicht höhere Werte. Der Verlauf von ForceAtlas2 ist nach links
verschoben (siehe Abbildung 4.8b). Der Verlauf von Spring und CoRe-GD+Spring ist
ebenfalls, wie schon bei klassischen ForceAtlas2, nach links verschoben. Diese erreichen
kurz bis etwa 20 Knoten bessere Werte bzgl. des Kreuzungswinkels und fallen dann
schneller ab als die Kurven von CoRe-GD und Spring+CoRe-GD (siehe Abbildung 4.8c).
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4.2.8. Winkelauflösung

(a) (sgd)2 (b) ForceAtlas2

(c) Spring (d) Kamada–Kawai

Abb. 4.9.: Minimaler Winkel an einem Knoten

Es ist zu beobachten, dass die Werte bezüglich der Winkelauflösung aller Methoden
abhängig von der Knotenanzahl der Graphen abfallen. Die Werte von Kamada–Kawai,
CoRe-GD und dessen Kombinationen mit Kamada–Kawai sind nahezu identisch (siehe
Abbildung 4.9d). In der Abbildung 4.9a ist zu sehen, dass die Werte bzgl. der Winkelauf-
lösung von (sgd)2 und CoRe-GD+(sgd)2 leicht niedriger sind als die Werte von CoRe-
GD und (sgd)2+CoRe-GD. Das neuronale Netzwerk CoRe-GD und ForceAtlas2+CoRe-
GD erreichen bessere Werte bezüglich der Winkelauflösung als ForceAtlas2 und CoRe-
GD+ForceAtlas2. Die Methode CoRe-GD+ForceAtlas2 erreicht leicht bessere Werte als
ForceAtlas2 alleine (siehe Abbildung 4.9b). Der Abbildung 4.9c ist zu entnehmen, dass
der Spring bessere Werte als die Kombination CoRe-GD+Spring erzielt. Allerdings er-
reichen CoRe-GD und Spring+CoRe-GD bessere Werte.
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4.2.9. Abweichung des minimalen Winkels vom optimalen Winkel

(a) (sgd)2n Winkel (b) ForceAtlas2

(c) Spring (d) Kamada–Kawai

Abb. 4.10.: Durchschnittliche Abweichung der minimalen Winkel vom optimalen Winkel

Die durchschnittliche Abweichung des minimalen Winkels zum optimalen Winkel soll
so klein wie möglich sein. Die Kurven der Methoden schwanken zwischen 30 und 60 Grad.
Die Methoden Kamada–Kawai, (sgd)2, CoRe-GD und die Kombination mit Kamada–
Kawai und (sgd)2 erzielen nahezu die gleichen Werte (siehe Abbildungen 4.10a und
4.10d). In Abbildung 4.10c sind die Kurven von Spring und der Kombination CoRe-
GD+Spring oberhalb von CoRe-GD und Spring+CoRe-GD. Der klassische Spring er-
reicht bessere Werte als die Kombination CoRe-GD+Spring. Wie bereits Tabelle 4.1 be-
merkt, weist die Kombination CoRe-GD+ForceAtlas2 eine geringere durchschnittliche
Abweichung des minimalen Winkels vom optimalen Winkel als ForceAtlas2, CoRe-GD
und CoRe-GD+ForceAtlas2 auf. Siehe dazu Abbildung 4.10b.
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4.2.10. Laufzeit

(a) (sgd)2 (b) ForceAtlas2

(c) Spring (d) Kamada–Kawai

Abb. 4.11.: Laufzeit

In den Abbildungen 4.11a, 4.11b, 4.11c und 4.11d ist zu beobachten, dass die Laufzei-
ten der klassischen Algorithmen eine Größenordnung besser sind als die des neuronalen
Netzwerks CoRe-GD und dessen Kombinationen, wobei (sgd)2 die beste und Kamada–
Kawai die schlechteste Laufzeit der klassischen Algorithmen aufweisen. Die Kombina-
tionen verschlechtern die Laufzeit von CoRe-GD erwartungsgemäß etwas, wobei (sgd)2

das neuronale Netzwerk CoRe-GD am wenigsten (siehe Abbildung 4.11a) und Kamada–
Kawai dieses am meisten verschlechtert (siehe Abbildung 4.11d). In Abbildungen ist
zu sehen, dass die Kombination „Variante“+CoRe-GD und die CoRe-GD+„Variante“
ähnliche Werte bezüglich der Laufzeit besitzen.

47



5. Diskussion

In diesem Abschnitt werden die Untersuchungsergebnisse und ein Einsatz der Kombina-
tionen diskutiert. In den nachfolgenden Tabellen 5.1 und 5.2 sind die Werte der Metho-
den, d. h. CoRe-GD von Grötschla et al. [GMVW24], (sgd)2 von Zheng et al. [ZGP17],
ForceAtlas2 von Jacomy et al. [JVHB14], Spring von Fruchterman und Reingold [FR91]
und der multidimensionalen Skalierung von Kamada und Kawai [KK89], bezüglich ihrer
Kombinationen aufgeführt. Diese Werte bezeichnen eine prozentuale Verbesserung oder
Verschlechterung der Metriken im Hinblick auf die Kombinationen gegenüber CoRe-GD
und den klassischen Algorithmen.

Im Folgenden, werden die Verbesserung bzw. Verschlechterung der Einzelmethoden
gegenüber der Kombination CoRe-GD+„Variante“ dargestellt. Siehe dazu Tabelle 5.1.

CoRe-GD+(sgd)2 Die Zeichnung von CoRe-GD lässt sich durch eine Hintereinander-
schaltung mit (sgd)2 nicht verbessern. Mit CoRe-GD als Preprocessing-Methode wird
die Zeichnung des Algorithmus (sgd)2 kaum verändert. Der Unterschied der Laufzeit von
(sgd)2 gegenüber CoRe-GD+(sgd)2 ist allerdings außerordentlich hoch. Eine Verbesse-
rung der Zeichnung von CoRe-GD durch eine Optimierung durch (sgd)2 stellt sich nicht
ein. Insgesamt kann diese Kombination gegenüber den Einzelmethoden nicht empfohlen
werden.

CoRe-GD+ForceAtlas2 Eine Zeichnung von CoRe-GD lässt sich durch ForceAtlas2
nur bezüglich der Anzahl der Kantenkreuzungen und der Abweichung des minimalen
Winkels vom optimalen Winkel erreichen – dies dafür relativ deutlich (23% bzw. 13%).
ForceAtlas2 profitiert stark von den übergebenen Positionen von CoRe-GD. Die größ-

Tab. 5.1.: Die prozentuale Verbesserung (positiv) und Verschlechterung (negativ) der Kombi-
nation CoRe-GD+„Variante“ gegenüber den einzelnen Methoden . Zeilen- und Spal-
tenbedeutungen wie in Tabelle 4.1.

Methode Stress Xing Edge Ratio DistNN DistNE XAngle AngRes OptAng Time

CoRe -0,8% -4,9% -2,2% -1,1% -11,0% -11,8% -6,8% -12,0% -1,2% -0,2%
(sgd)2 0,3% -0,1% 0,7% -0,3% 1,1% 1,6% 0,0% 2,6% 0,0% -9233,5%
CoRe -29,8% 23,3% -114,0% -33,5% -1,5% -30,6% -1,0% -29,7% 13,1% -11,9%
FA2 28,7% 37,4% 19,0% -7,7% -1,9% 28,7% 6,3% 18,3% 12,3% -1122.3%
CoRe -76,9% -57,1% -79,4% -21,5% -20,9% -57,3% -21,7% -50,3% -15,2% -9,4%
Spring -9,8% -13,5% -13,7% 8,6% 6,0% -12,2% -4,2% -9,5% -8,0% -1384,7%
CoRe 0,4% -0,2% -0,3% 1,3% 0,5% -0,1% 0,4% 2,1% 0,3% -19,8%
KK 2,8% 2,9% 4,1% 0,0% 0,9% 8,0% 0,3% 4,6% 1,4% -443,3%

48



Tab. 5.2.: Die prozentuale Verbesserung und Verschlechterung der Kombination
„Variante“+CoRe-GD gegenüber den einzelnen Methoden . Zeilen- und Spal-
tenbedeutungen wie in Tabelle 4.1

Methode Stress Xing Edge Ratio DistNN DistNE XAngle AngRes OptAng Time

CoRe -0,1% 0,3% -0,1% 0.1% 0.1% -1,9% -0,4% -1,4% 0,1% -4,5%
(sgd)2 1,0% 4,9% 2,7% 0,8% 13,6% 13,0% 6,9% 14,9% 1,4% -9637,8%
CoRe 0,0% 0,5% -0,1% 0,1% -0,3% -2,4% 0,1% -1,2% 0,1% -13,7%
FA2 45,0% 18,8% 62,1% 39,0% 5,2% 94,2% 8,0% 68,4% -0,6% -1153,5%
CoRe -0,1% 0,2% 0,2% -0,1% -0,5% -1,9% -0,2% -2,0% 0,1% -9,1%
Spring 37,9% 28,0% 36,8% 38,1% 33,4% 101,6% 22,0% 78,4% 6,3% -1380,7%
CoRe -0,1% 0,1% -0,3% -0,3% 0,1% -0,8% -0,8% -1,1% 0,1% -25,7%
KK 2,4% 3,2% 4,1% -1,6% 0,5% 7,1% -0,9% 1,3% 1,2% -470,2%

te prozentuale Verbesserung zeigt sich in den Kantenkreuzungen, Stress und Abstand
der Knoten zu nicht-inzidenten Kanten. Allerdings verschlechtert sich die Laufzeit von
ForceAtlas2 durch die Kombination mit CoRe-GD erheblich. Je nach Priorisierung der
Metriken und der zur Verfügung stehenden Laufzeit, kann diese Kombination daher
bedingt empfohlen werden.

CoRe-GD+Spring Es ist zu beobachten, dass Spring die Zeichnung von CoRe-GD als
Initialwert deutlich verschlechtert. Nach der Tabelle 5.1 profitiert Spring von der guten
Zeichnung, die CoRe-GD erstellt hat, kaum. Nur im Hinblick der Standardabweichung
bzgl. der Kantenlänge und der Distanz eines Knoten zu nicht-adjazenten Knoten ist eine
leichte Verbesserung festzustellen. Die restlichen Werte der anderen Metriken werden
allerdings negativ beeinträchtigt und der Zuwachs der Laufzeit ist enorm. Von dieser
Kombination kann abgeraten werden.

CoRe-GD+Kamada–Kawai Mit dem Kamada–Kawai-Algorithmus lässt sich CoRe-
GD im Hinblick auf die Metriken Stress, Kantenlängenverhältnis, kleinste Distanz zwei-
er nicht-benachbarter Knoten, Kreuzungswinkel, Winkelauflösung und Abweichung des
kleinsten Winkels vom optimalen Winkel leicht verbessern. Kamada–Kawai profitiert
leicht von den Positionen von CoRe-GD als initiale Positionen für die Ausführung. Nicht
zu vernachlässigen ist zudem der Laufzeitzuwachs der Kombination im Vergleich zu den
Einzelmethoden, insbesondere Kamada–Kawai. Insgesamt kann die Kombination gegen-
über den Einzelmethoden daher kaum empfohlen werden.

Im Folgenden, werden die Verbesserung bzw. Verschlechterung der Einzelmethoden
gegenüber der Kombination „Variante“+CoRe-GD dargestellt. Siehe dazu Tabelle 5.2.

(sgd)2+CoRe-GD Das neuronale Netzwerk CoRe-GD profitiert nicht von einer vor-
verarbeiteten Zeichnung von (sgd)2. Im Hinblick auf (sgd)2 werden diese Werte der
Kombination geringfügig verbessert. Allerdings besitzt (sgd)2+CoRe-GD eine wesentlich
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schlechtere Laufzeit als der klassische (sgd)2. Gegenüber CoRe-GD kann diese Kombi-
nation nicht empfohlen werden.

ForceAtlas2+CoRe-GD Eine Verbesserung der Werte von CoRe-GD durch Übergabe
einer Zeichnung von ForceAtlas2 stellt sich nicht ein. Die Zeichnung von ForceAtlas2 lässt
sich aber durch das neuronale Netzwerk CoRe-GD wesentlich optimieren. Allerdings wird
die Laufzeit durch Hinzunahme von CoRe-GD auch hier schlecht. Diese Kombination
kann gegenüber CoRe-GD nicht empfohlen werden.

Spring+CoRe-GD Eine Übergabe einer Zeichnung von Spring verbessert eine Zeich-
nung von CoRe-GD nicht. Wiederum lässt sich eine Zeichnung von Spring allerdings
durch CoRe-GD wesentlich verbessern. Die Laufzeit von Spring+CoRe-GD ist allerdings
hoch gegenüber dem klassischen Spring. Gegenüber CoRe-GD kann diese Kombination
nicht empfohlen werden.

Kamada–Kawai + CoRe-GD CoRe-GD profitiert nicht von einer Übergabe einer Zeich-
nung, die der Kamada–Kawai-Algorithmus erstellt hat. Eine Zeichnung von Kamda–
Kawai lässt sich durch das neuronale Netzwerk CoRe-GD nur geringfügig verbessern,
während die Laufzeit stark steigt. Insgesamt kann diese Kombination insbesondere ge-
genüber CoRe-GD nicht empfohlen werden.

Fazit Es ist zu beobachten, dass der Algorithmus, der als Postprocessing-Methode be-
nutzt wird, das Ergebnis der Zeichnung maßgeblich bestimmt. Bis auf minimale Unter-
schiede sind die Ergebnisse von CoRe-GD und der Kombinationen mit „Variante“+CoRe-
GD fast gleich. Daher ist eine Optimierung von CoRe-GD durch eine Übergabe von
Positionen, die durch die klassischen Algorithmen vorberechnet werden, nicht sinnvoll.
Diese Kombination ist nicht zu empfehlen, da das neuronale Netzwerk CoRe-GD allein
i. A. bessere Werte liefert.

Das Modell CoRe-GD als Preprocessing-Methode zu wählen, ist nur dann sinnvoll, falls
eine Metrik optimiert werden soll und die Laufzeit zweitrangig ist. ForceAtlas2 und, in
weitaus geringerem Maße, Spring profitieren von einer vorverarbeiteten Zeichnung von
CoRe-GD. ForceAtlas2 optimiert eine Zeichnung von CoRe-GD bezüglich der Anzahl
der Kantenkreuzungen und der durchschnittlichen Abweichung des minimalen Winkels
vom optimalen Winkel (um 23% bzw. 13%). Daher ist diese Kombination bedingt zu
empfehlen, falls diese Metriken priorisiert sind. Die Kombination CoRe-GD+Spring ist
nicht zu empfehlen. Die Methoden (sgd)2 und Kamada–Kawai profitieren kaum von der
Positionen von CoRe-GD und sind aufgrund des Laufzeitzuwachses insgesamt nicht zu
empfehlen.

Eine Verbesserung des neuronalen Netzwerks CoRe-GD von Grötschla et al. [GMVW24]
bezüglich dessen Zeichnung durch die hier benutzten Kombinationen stellte sich kaum
ein. Eine Optimierung einer Zeichnung von klassischen Algorithmen durch CoRe-GD ist
möglich, allerdings stellt sich die Frage, ob man CoRe-GD nicht von Anfang an nutzen
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sollte oder aufgrund der wesentlich höheren Laufzeit nur einen klassischen Graphzeich-
nenalgorithmus nutzen sollte.

Eine hauptsächliche Limitation der Ergebnisse ist es, dass die Methoden Positionen
der Knoten in unterschiedlicher numerischer Präzision liefern. Die Zeichenflächen der Al-
gorithmen sind ebenfalls unterschiedlich skaliert und geformt. Aus diesem Grund haben
wir die Koordinaten der Knotenpositionen nach der längsten Seite der Bounding-Box
normalisiert. Die Bounding-Box der jeweiligen Methode ist allerdings unterschiedlich
skaliert und nicht quadratisch. Falls der Graph auf der Zeichenfläche anders positioniert
oder geformt ist, besitzt auch die Bounding-Box andere Werte, z. B. eine Scherung der
Graphzeichnung. Somit lässt sich ein Vergleich der Zeichnungen nur bedingt durchfüh-
ren. Außerdem sind interne Rundungsfehler von Python [VRD09] bei den Berechnungen
der Metriken aufgetreten, da die Methode Werte unterschiedlicher Präzision lieferten.
Aus diesem Grund können die Werte weiter verfälscht werden. Eine weitere Limitation
ergibt sich daraus, dass die Methoden unterschiedliche Datenstrukturen mit den Kno-
tenpositionen aufnehmen und liefern. Aus diesem Grund müssen intern Zwischenberech-
nungen ausgeführt werden, damit die Ausgabedatenstruktur der Eingabedatenstruktur
entspricht. Durch diese Zwischenberechnungen wird die Laufzeit erhöht. Intern hat Py-
thon [VRD09] mehrere Zeitmesser, um die Laufzeit zu bestimmen. Aufgrund mangelnder
Präzision eines Zeitmessers, der ausschließlich die CPU-Zeit berechnet, haben wir uns
für einen Zeitmesser entschieden, der die Zeit des Prozesses berechnet auch wenn dieser
z. B. inaktiv ist. Somit ist die Laufzeitberechnung nicht exakt. Als Knotenintialisierung
verwendet CoRe-GD u. a. randomisierte Werte, um eine Unterscheidbarkeit des Message-
Passing-Algorithmus gewährleisten zu können. Wir vermuten, dass aus diesem Grund
die Zeichnungen von CoRe-GD nach jeder Ausführung leicht verändert oder gespiegelt
wurden und vermutlich daher liefert jede Durchführung des Experiments leichte Unter-
schiede bezüglich der Metriken. Für diese Arbeit haben wir uns nur auf einen Teil der
klassischen Graphzeichnenalgorithmen beschränkt. Wir können die Methoden in zwei
Gruppen unterteilen: kräftebasierte Methoden (Spring, ForceAtlas2) und stressbasierte
Methoden (Kamda–Kawai, (sgd)2, CoRe-GD). Beide Gruppen liefern jeweils ähnliche
Ergebnisse. Hier wurden die beiden Gruppen gegenübergestellt. Trotzdem befolgen die
beiden Algorithmen-Typen andere Strategien. Das Ziel der stressbasierten Algorithmen
ist es, den Stress zu minimieren und damit eine einheitliche Kantenlänge zu schaffen,
damit die graphentheoretische der euklidischen Distanz möglichst genau entsprechen. Im
Gegensatz dazu versuchen kräftebasierte Algorithmen eine Anordnung der Knoten im
Raum zu schaffen, wobei adjazente Knotenpaare nah beieinander und nicht-adjazente
Knotenpaare weit voneinander liegen. D. h. kräftebasierte Algorithmen „versuchen“ nicht
den Stress oder einheitliche Kantenlängen zu minimieren bzw. maximieren. Somit ist ei-
ne Gegenüberstellung der stressbasierten und kräftebasierten Algorithmen nur bedingt
sinnvoll. Es ist damit zu erwarten, dass stressbasierte Algorithmen in einigen Metriken
besser abschneiden als kräftebasierte Algorithmen.

Wir haben vor, die weiteren der Modelle DeepGD, (DNN)2 und SmartGD von Wang et
al. [WYHS23] und derer Kombinationen nach den Metriken zu untersuchen. Eine Anwen-
dung von DeepGD wäre interessant, da dieses Modell eine Fehlerfunktion besitzt, die auf
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mehrere Metriken gleichzeitig trainiert werden kann. Zusätzliche klassische Graphzeich-
nenalgorithmen, die ebenfalls in das Experiment aufgenommen werden könnten, wären
z. B. der Neato-Algorithmus von Gansner et al. [GKN04] und der sfdp-Algorithmus von
Yifan [Hu06].

Als weiterer Ausblick könnte eine andere Fehlerfunktion für CoRe-GD definiert wer-
den. Beispielsweise eine Fehlerfunktion, die mehrere Metriken gleichzeitig optimieren
kann, wie DeepGD von Wang et al. [WYHS21]. Da eine Verbesserung durch eine Kom-
bination nicht erzielt werden kann, könnten neue Aspekte auf interne Verbesserungen an
CoRe-GD abzielen. Grötschla et al. [GMVW24] haben in CoRe-GD drei Convolution-
Layer benutzt. Andere Convolution-Layer, die ebenfalls auf die Struktur eines Graphen
abzielen, sind vielversprechend, wie z. B. das Topological-Adaptive-Convolution-Layer
von Du et al. [DZW+17]. Eine weitere Verbesserungsmöglichkeit liegt in der Laufzeit
von CoRe-GD und es könnten weitere Features definiert werden, die die strukturelle
Wahrnehmung der Knoten innerhalb des Graphen weiter erhöhen.
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6. Zusammenfassung und offene Fragen

In dieser Arbeit wurde analysiert, ob es machbar ist, das neuronale Netzwerk CoRe-GD
von Grötschla et al. [GMVW24] mithilfe von klassischen Algorithmen (sgd)2 von Zheng
et al. [ZGP17], ForceAtlas2 Jacomy et al. [JVHB14], Spring von Fruchterman und Rein-
gold [FR91] und die multidimensionale Skalierung von Kamada und Kawai [KK89] zu
optimieren. Anfangs wurde diese Arbeit mit den Grundlagen der Graphenvisualisierung
und der klassischen neuronalen Netzwerke eingeführt. Neuronale Netzwerke, die Gra-
phen zeichnen können, wurden vorgestellt und es wurde ausführlich die Funktionswei-
se von CoRe-GD erläutert. In der Methodik haben wir unsere Untersuchungsmethode
vorgestellt, um zu überprüfen, ob CoRe-GD durch eine Kombination mit klassischen
Algorithmen optimierbar ist und, ob die klassischen Algorithmen sich durch CoRe-GD
optimieren lassen. Im nächsten Kapitel haben wir unsere Untersuchungsergebnisse vor-
gestellt und diese in Kapitel 5 diskutiert.

Offenbar lässt sich die Zeichnung von CoRe-GD bezüglich der gegebenen Metriken
durch einen klassischen Algorithmus nicht optimieren. CoRe-GD erzielt allein sehr gute
Werte bezüglich der hier benutzten Metriken. Vereinzelt können bestimmte Metriken
durch eine zusätzliche Kombination weiter verstärkt werden. Probleme ergeben sich im
Hinblick auf Laufzeit. Anzumerken ist, dass es einerseits interessant ist, dass stressba-
sierte Algorithmen nahezu gleich sehr gute Werte wie ein neuronales Netzwerk erzielen,
andererseits ist es interessant, dass es einem Lernalgorithmus möglich ist mit einer an-
deren Strategie und Implementierung nahezu ähnlich gute oder sogar bessere Werte als
klassische stressbasierte Methoden zu erreichen.

Als offene Frage wäre es interessant zu wissen, aus welchem Grund der Spring-Embedder
von den sehr guten Koordinatenbelegungen von CoRe-GD nicht profitiert. Als Metho-
de in Python [VRD09] erhält der Spring randomisierte initiale Positionen und erreicht
bessere Werte, als bei Verwendung der guten initialen Positionen von CoRe-GD. Es
stellt sich außerdem die Frage, wieso die Kurven der Werte der Methoden bezüglich des
Kreuzungswinkels bis 40–50 Knoten steigen und dann abfallen (siehe dazu 4.8).
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A. Anhang

In diesem Abschnitt sind ausgewählte Graphen mit deren Zeichnungen aller Metho-
den mit den dazugehörenden Werten dargestellt. Die Abbildungen wurden mithilfe der
Python-Bibliothek NetworkX [HSC08] erstellt. Wie schon in der Arbeit benutzt ist der
Stress durch die Spalte “Stress‘", die Anzahl der Kantenkreuzungen durch die Spal-
te “Xing‘", die Standardabweichung bezüglich der Kantenlänge durch die Spalte “Ed-
ge‘", das Kantenverhältnis durch die Spalte “Ratio‘", Abstand eines Knoten von nicht-
adjazenten Knoten durch die Spalte “DistNN‘", Abstand eines Knoten von nicht-inzidenten
Kanten durch die Spalte “DistNE‘", der Kreuzungswinkel durch die Spalte “Xangle‘",
die Winkelauflösung durch die Spalte “AngRes‘", die Abweichung des minimalen Win-
kels vom optimalen Winkel durch die Spalte “OptAng‘ünd die Laufzeit durch die Spalte
“Time‘"gekennzeichnet. “Edge‘", “Ratio‘", “DistNN‘ünd “DistNE‘"wurden nach der ma-
ximalen Seite der Bounding-Box normalisiert. Die Winkelberechnungen sind “Gradma-
ße‘ünd die Laufzeit ist in Sekunden berechnet.
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Die Abbildung A.1 zeigt die Zeichnungen des Graphen mit der ID 1 aus dem Testsatz
von CoRe-GD und die Tabelle A.1 zeigt dessen Werte bezüglich der Metriken.

Abb. A.1.: Graph 1
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Tab. A.1.: Werte der Metriken zu Graph 1

Methode Stress↓ Xing↓ Edge↓ Ratio↑ DistNN↑ DistNE↑ XAngle↑ AngRes↑ OptAng↓ Time↓

CoRe 720,08 75 0,0262 0,0490 0,0315 0,0005 21,08 3,58 44,96 0,123
(sgd)2 729,80 72 0,0208 0,0241 0,0169 0,0002 16,65 3,72 43,55 0,002
CoRe+(sgd)2 738,45 70 0,0263 0,0444 0,0138 0,0009 15,53 0,74 49,04 0,115
(sgd)2+CoRe 722,02 76 0,0230 0,0325 0,0184 0,0015 8,50 2,64 46,97 0,165
FA2 1149,59 77 0,0540 0,0335 0,0187 0,0002 4,30 2,74 47,53 0,019
CoRe+FA2 840,97 54 0,0443 0,0303 0,0255 0,0001 11,26 1,63 35,41 0,220
FA2+CoRe 723,91 67 0,0255 0,0395 0,0141 0,0001 13,22 2,99 46,63 0,234
Spring 1017,16 93 0,0297 0,0224 0,0125 0,0004 14,14 0,85 54,60 0,014
CoRe+Spring 992,29 90 0,0365 0,0538 0,0212 0,0006 5,79 1,68 47,26 0,133
Spring+Core 715,89 78 0,0256 0,0501 0,0065 0,0000 18,45 1,96 48,66 0,231
KK 704,49 65 0,0234 0,0527 0,0152 0,0003 10,11 2,87 49,16 0,087
CoRe+KK 717,74 66 0,0254 0,0514 0,0344 0,0015 18,77 2,29 45,73 0,180
KK+CoRe 716,78 79 0,0254 0,0243 0,0050 0,0001 4,66 2,63 49,47 0,234
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Die Abbildung A.2 zeigt die Zeichnungen des Graphen mit der ID 4 aus dem Testsatz
von CoRe-GD und die Tabelle A.2 zeigt dessen Werte bezüglich der Metriken.

Abb. A.2.: Graph 4
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Tab. A.2.: Werte der Metriken zu Graph 4

Methode Stress↓ Xing↓ Edge↓ Ratio↑ DistNN↑ DistNE↑ XAngle↑ AngRes↑ OptAng↓ Time↓

CoRe 199,57 7 0,0139 0,0511 0,0307 0,0014 54,53 10,07 44,06 0,124
(sgd)2 261,40 11 0,0190 0,0524 0,0403 0,0027 34,34 6,89 44,56 0,001
CoRe(sgd)2 201,70 11 0,0151 0,0392 0,0254 0,0003 8,83 0,56 46,06 0,113
(sgd)2+Core 199,74 8 0,0144 0,0481 0,0230 0,0063 44,69 12,93 44,34 0,081
FA2 374,01 6 0,0368 0,0231 0,0226 0,0013 52,68 3,06 37,30 0,011
CoRe+FA2 294,29 6 0,0395 0,0285 0,0250 0,0029 47,57 7,96 34,61 0,128
FA2+CoRe 199,50 7 0,0137 0,0484 0,0336 0,0006 49,90 13,47 44,05 0,167
Spring 398,92 17 0,0298 0,0478 0,0268 0,0013 35,06 0,99 48,86 0,008
CoRe+Spring 486,29 26 0,0323 0,0614 0,0190 0,0005 21,57 9,71 47,39 0,127
Spring+Core 199,74 8 0,0144 0,0482 0,0242 0,0072 45,14 13,14 44,34 0,132
KK 198,34 9 0,0151 0,0624 0,0329 0,0054 49,81 21,10 43,54 0,021
CoRe+KK 198,64 9 0,0131 0,0544 0,0290 0,0076 49,54 21,24 43,49 0,142
KK+CoRe 199,75 8 0,0144 0,0479 0,0232 0,0069 44,72 13,01 44,37 0,122
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Die Abbildung A.3 zeigt die Zeichnungen des Sterngraphen mit 50 Kanten aus der
Python-Bibliothek NetworkX [HSC08] und die Tabelle A.3 zeigt dessen Werte bezüglich
der Metriken. Dieser und der folgende Graph wurden für CoRe-GD und die Kombina-
tionen vorverarbeitet. Interessant ist, dass CoRe-GD den Stress der Sterngraphen nicht
gut berechnen kann. Der Grund ist vermutlich, dass CoRe-GD auf den Rome-Graphen
trainiert wurde und dort kein Graph mit einem hohen Knotengrad existiert hat.

Abb. A.3.: Sterngraph
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Tab. A.3.: Werte der Metriken zum Sterngraph

Methode Stress↓ Xing↓ Edge↓ Ratio↑ DistNN↑ DistNE↑ XAngle↑ AngRes↑ OptAng↓ Time↓

CoRe 514,47 0 0,1563 0,0734 0,0173 0,0001 0 0,03 7,17 0,162
(sgd)2 414,20 0 0,0970 0,1428 0,0788 0,0013 0 0,30 6,90 0,001
CoRe+(sgd)2 414,23 0 0,0951 0,1362 0,0698 0,0016 0 0,30 6,90 0,070
(sgd)2+Core 609,24 0 0,1826 0,1404 0,0101 0,0003 0 0,02 7,18 0,088
FA2 420,83 0 0,0787 0,2576 0,0714 0,0004 0 0,07 7,13 0,009
CoRe+FA2 418,44 0 0,0788 0,2715 0,0690 0,0000 0 0,01 7,19 0,099
FA2+CoRe 510,69 0 0,2064 0,0726 0,0198 0,0006 0 0,17 7,03 0,126
Spring 413,66 0 0,0913 0,2299 0,1018 0,0004 0 0,06 7,14 0,007
CoRe+Spring 413,55 0 0,0920 0,2221 0,1041 0,0007 0 0,12 7,08 0,096
Spring+Core 702,20 0 0,2021 0,1845 0,0239 0,0011 0 0,12 7,08 0,097
KK 413,23 0 0,0971 0,2280 0,1041 0,0001 0 0,03 7,17 0,038
CoRe+KK 413,24 0 0,0973 0,2260 0,1083 0,0001 0 0,01 7,19 0,118
KK+CoRe 740,61 0 0,1856 0,2981 0,0059 0,0008 0 0,09 7,11 0,110

68



Die Abbildung A.4 zeigt die Zeichnungen eines Gittergraphen. Dieser Graph wurde in
der Python-Bibliothek NetworkX [HSC08] bereitgestellt und die Tabelle A.4 zeigt dessen
Werte bezüglich der Metriken.

Abb. A.4.: Gittergraphen im Wabenmuster
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Tab. A.4.: Werte der Metriken zum Gittergraphen mit Wabenmuster

Methode Stress↓ Xing↓ Edge↓ Ratio↑ DistNN↑ DistNE↑ XAngle↑ AngRes↑ OptAng↓ Time↓

CoRe 137,37 0 0,0027 0,0498 0,0932 0,0498 0 104,31 16,01 0,250
(sgd)2 129,12 0 0,0014 0,0536 0,0917 0,0536 0 109,72 13,91 0,009
CoRe+(sgd)2 129,11 0 0,0016 0,0626 0,1080 0,0626 0 108,47 14,00 0,297

(sgd)2+Core 153,02 0 0,0048 0,0354 0,0960 0,0354 0 81,48 17,50 0,284
FA2 3170,71 68 0,0204 0,0163 0,0123 0,0001 2,62 5,72 43,41 0,040
CoRe+FA2 398,22 0 0,0141 0,0242 0,0433 0,0242 0 58,88 17,00 0,287
FA2+CoRe 148,14 0 0,0043 0,0403 0,0930 0,0403 0 88,24 16,35 0,371
Spring 3356,78 78 0,0204 0,0202 0,0109 0,0001 17,37 1,08 47,02 0,044
CoRe+Spring 4051,72 96 0,0216 0,0213 0,0128 0,0000 2,79 0,95 54,17 0,321
Spring+Core 142,00 0 0,0034 0,0431 0,0915 0,0431 0 102,87 16,58 0,304
KK 128,80 0 0,0012 0,0599 0,1028 0,0599 0 111,01 13,72 0,186
CoRe+KK 128,80 0 0,0011 0,0567 0,0973 0,0567 0 111,01 13,72 0,282
KK+CoRe 157,84 0 0,0052 0,0337 0,0907 0,0337 0 76,03 17,28 0,450
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