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Zusammenfassung

In der vorliegenden Masterarbeit werden NP-Suchprobleme betrachtet. Wahrend NP-
Entscheidungsprobleme in der Komplexititstheorie traditionell im Vordergrund ste-
hen, sind NP-Suchprobleme weniger erforscht und viele Fragen sind noch offen. So
zum Beispiel die Hypothese Q (Fenner, Fortnow, Naik und Rogers, CCC 1996), nach jene
NP-Suchprobleme effizient 16sbar sind, welche garantiert immer eine Losung haben.
Selbst der Zusammenhang zwischen der Karp-Vollstandigkeit von NP-Entscheidungs-
problemen und der Levin-Vollstidndigkeit von NP-Suchproblemen ist ungeklart, und ist
in der Forschung bisher noch nicht detailliert untersucht worden.

Diese Arbeit tragt zur Vertiefung des Verstdndnisses dieser Fragen und Hypothe-
sen bei, indem sie den Zusammenhang zwischen NP-Suchproblemen und der Optima-
litdt von Beweissystemen erarbeitet. Damit schlieRt sich diese Arbeit an das von Pudldk
(Bull. of Symb. Logic, 2017) initiierte Forschungsprogramm an, welches die Vollstidndig-
keit von Komplexitdtsklassen mit der Optimalitdt von Beweissystemen in Beziehung
setzt. In der Arbeit wird die Hypothese Q als Aussage iiber die P-Optimalitdt von Stan-
dardbeweissystemen fiir NP-vollstdndige Suchprobleme charakterisiert, sowie —Q als
Abschwichung der Pudldkschen Hypothesen SAT und NP N coNP erkannt. Ferner er-
geben sich Zusammenhinge mit der oben genannten Frage zwischen Karp- und Levin-
Vollstindigkeit. Uber eine Orakelkonstruktion ergibt sich ferner eine paarweise Unab-
hingigkeit der Hypothese Q mit den Pudldkschen Hypothesen, auler in den Fillen, in
denen wir relativierende Implikationen kennen.

Abstract

This master’s thesis investigates NP search problems. While NP decision problems have
traditionally been the focus in complexity theory, NP search problems are less explored,
and many questions remain open. For instance the hypothesis Q (Fenner, Fortnow,
Naik, and Rogers, CCC 1996), which posits that NP search problems having a guaran-
teed solution can be solved efficiently. Even the relationship between the Karp-com-
pleteness of NP decision problems and the Levin-completeness of NP search problems
is unclear and has not yet been thoroughly investigated in in the literature.

This work contributes to a deeper understanding of these questions and hypotheses
by developing the relationship between NP search problems and the optimality of proof
systems. Thus, this thesis connects to a research program initiated by Pudlék (Bull. of
Symb. Logic, 2017), which relates the completeness of complexity classes to the optimal-
ity of proof systems. As first result, the hypothesis Q is characterized as a statement
about the P-optimality of the standard proof systems for NP-complete search prob-
lems, and —Q is recognized as a weakening of Pudldk’s hypotheses SAT and NP N coNP.
Furthermore, Q can be linked with the above question of Karp-completeness versus
Levin-completeness. Additionally, an oracle construction witnesses the pairwise in-
dependence of the hypothesis Q from Pudlak’s hypotheses, except in cases where we
know relativizing implications.
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1 Einleitung

Diese Arbeit beschiftigt sich mit algorithmischen Suchproblemen. Hierbei ist eine Ein-
gabeinstanz gegeben, fiir welche eine entsprechende Losung gesucht wird. Beispiele
fiir solche Suchprobleme sind:

1. Gegeben eine positive Zahl n, berechne die Primfaktorzerlegung von n.

2. Sei G eine kontextfreie Grammatik. Gegeben ein Wort w, berechne einen Ablei-
tungsbaum von w tiber G, oder gib sonst ,,w nicht von G generiert* aus.

3. Gegeben ein Graph, berechne das gréRte Matching in diesem Graphen.

4. Gegeben ein Graph, berechne eine Knotenfarbung mit drei Farben, oder gib sonst
,nicht farbbar mit drei Farben* aus.

5. Gegeben ein Graph, berechne eine gréte Clique in diesem Graphen.

6. Gegeben ein Graph und eine positive Zahl k, berechne eine Clique mit mindestens
k Knoten in diesem Graphen, oder gib sonst , keine Clique mit k Knoten moglich*
aus.

7. Gegeben eine aussagenlogische Formel ¢, bestimme eine erfiillende Belegung fiir
@, oder gib sonst ,,unerfiillbar* aus.

8. Gegeben eine aussagenlogische Formel ¢, bestimme einen Beweis (unter einem
geeigneten Beweissystem, z.B. Resolution) fiir die Giiltigkeit von ¢, oder gib sonst
eine Belegung an, welche ¢ nicht erfiillt.

9. Gegeben ein pradikatenlogischer Satz ¢ in der Sprache der Arithmetik?, bestim-
me einen Beweis (unter einem geeigneten vollstindigem Kalkiil, z.B. Sequenzen-
kalkiil) fiir die Giiltigkeit von ¢ (¢ ist wahr in jeder Struktur), oder gib sonst ,,¢
ungiiltig” aus.

Innerhalb des Forschungsbereichs der theoretischen Informatik beschiftigt sich die
Berechenbarkeitstheorie mit der Frage, welche dieser Aufgaben iiberhaupt algorith-
misch berechenbar sind. Das Beispiel (9) ist beispielsweise {iberhaupt nicht berechen-
bar, in dem Sinn, dass kein Algorithmus existiert, welcher fiir jeden Satz ¢ nach end-
licher Zeit mit der korrekten Lésung antwortet. Alle anderen Probleme (1)-(8) sind
im Prinzip algorithmisch 16sbar, indem alle moglichen Lésungskandidaten durchsucht
werden.

Der Unterbereich der algorithmischen Komplexitdtstheorie ist weniger an den prin-
zipiellen Grenzen von Berechenbarkeit interessiert, sondern fokussiert sich unter den
berechenbaren Aufgaben darauf, welche Ressourcen (Rechenzeit, Speicherplatz, zuge-
fuhrte Zufélligkeit) hierfiir notwendig sind. Die Komplexitdtstheorie interessiert sich
also dafiir, welche dieser Aufgaben effizient durchgefiihrt werden kénnen, und somit
als umsetzbar fiir Computer angesehen werden.

1. Gemeint ist die pradikatenlogische
Sprache mit einer Konstanten 0,
einer unéren Nachfolgerfunktion,
zwei bindren Funktionen + und X,
sowie binarer Relation <.



2 Einleitung

In der Disziplin hat sich fiir , Effizienz* bzw. ,,Umsetzbarkeit“ insbesondere folgender
Konsens durchgesetzt: ein Algorithmus ist ,,effizient wenn die Laufzeit des Algorith-
mus polynomiell mit der EingabegréRe wéchst. Ein Algorithmus, bspw. fiir das Such-
problem (3), muss also so beschaffen sein, dass eine Konstante ¢ > 0 existiert, sodass
dieser Algorithmus bei der Verarbeitung eines doppelt so groRen Graphen nur c-mal
so lang rechnet.

Unter den oben genannten Suchproblemen ist ein solcher Algorithmus mit polyno-
mieller Laufzeit nur fiir Probleme (2) und (3) bekannt. Fiir die Suchprobleme (1), (4),
(5), (6), (7), (8) ldsst sich aber ein trivialer Suchalgorithmus mit exponentieller Laufzeit
angeben. Fiir Suchproblem (4) bedeutet das z.B., alle méglichen (exponentiell viele)
Zuweisungen von Farben auszuprobieren.

In der Komplexititstheorie wurden solche Suchprobleme wie (1)-(8) sehr friih in
den Hintergrund verschoben, und stattdessen wurden die korrespondierenden Ent-
scheidungsprobleme in den Blick genommen. Anstelle nach einer Lésung zu suchen,
wird sich darauf beschrinkt zu entscheiden, ob eine Losung existiert. Der Algorithmus
muss also nur die Antwort ,,ja* oder ,,nein*“ ausgeben. Zugehorige Entscheidungspro-
bleme zu den oben genannten Suchproblemen wiren:

2'. Sei G eine kontextfreie Grammatik. Gegeben ein Wort w, entscheide ob w aus G
generiert werden kann,

4'. Gegeben ein Graph, entscheide ob dieser Graph mit drei Farben firbbar ist.

6'. Gegeben ein Graph und eine positive Zahl k, entscheide ob eine Clique mit min-
destens k Knoten in diesem Graphen existiert.

7'. Gegeben eine aussagenlogische Formel ¢, entscheide ob ¢ erfiillbar ist.

8'. Gegeben eine aussagenlogische Formel ¢, entscheide ob ¢ giiltig ist.

9’. Gegeben ein pradikatenlogischer Satz ¢ in der Sprache der Arithmetik, entschei-
de ob ¢ giiltig ist.

10". Gegeben eine Turing-Maschine M und eine Eingabe x, entscheide ob M auf Ein-

gabe x nach endlich vielen Rechenschritten terminiert.

Beachte, dass zu Suchproblemen (1), (3) und (5) keine unmittelbare Variante als Ent-
scheidungsproblem existiert: es existiert immer eine Primfaktorzerlegung von n, ana-
log existiert immer ein groRtes Matching bzw. eine gréfte Clique in einem Graphen.
Zusétzlich fithren wir auch noch das Entscheidungsproblem 10" ein, fiir das analog kei-
ne sinnvolle Variante als Suchproblem angegeben werden kann.

Auf dem ersten Blick erscheint dieser Schwerpunkt unnatiirlich. In der Praxis sind
wir daran interessiert, effizient Losungen zu finden, um z.B. eine Karte einzufiarben
(Suchproblem 4) oder um einen Sourcecode zu parsen (Suchproblem 2). Die Feststel-
lung ,,Karte ist dreifarbbar®, ,,Sourcecode ist wohlgeformt* der Entscheidungsalgorith-
men erscheint auf dem ersten Blick wenig hilfreich.

Fiir diese Fokussierung auf Entscheidungsprobleme gibt es durchaus Griinde. Zum
einen ist klar, dass das Suchproblem nicht einfacher sein kann als das zugehorige Ent-
scheidungsproblem. Die Unberechenbarkeit eines Entscheidungsproblems schlieft al-
so auch die Berechenbarkeit des Suchproblems aus. Das entspricht genau der histo-
rischen Forschungsentwicklung zum , Hilbertschen Entscheidungsproblem* (9"), worauf
Turing das Halteproblem (10") reduziert hat. Mit der Unentscheidbarkeit des Haltepro-
blems folgt die Unentscheidbarkeit des Entscheidungsproblems (9), und damit die Un-
entscheidbarkeit des entsprechenden Suchproblems (9). Das Argument l4sst sich auch



auf die potentiell effizient l6sbaren Entscheidungsprobleme tibertragen. Die Komplexi-
titstheorie gibt Indizien, dass die Entscheidungsprobleme (4'), (6)-(8") wahrscheinlich
nicht in Polynomialzeit 16sbar sind, womit unmittelbar folgt, dass auch die Suchproble-
me (4)-(8) nicht in Polynomialzeit 1sbar sind.

Fiir die Fokussierung auf Entscheidungsprobleme innerhalb der Komplexititstheo-
rie gibt es zweitens auch fachgeschichtliche Griinde: zundchst war die Trennung Ent-
scheidungsproblem vs. Suchproblem innerhalb der Berechenbarkeitstheorie meist nicht
strikt notwendig, da ,,Berechenbarkeit* zwischen den beiden Varianten meist dqui-
valent war. So ist die Berechenbarkeit des Hilbertschen Entscheidungsproblems (9")
tatsdchlich dquivalent zur Berechenbarkeit des Suchproblems (9). (Falls der Entschei-
dungsalgorithmus ,,¢ ist giiltig” ausgibt, dann enumeriere so lange alle Sequenzbe-
weise, bis einer ¢ beweist. Das terminiert nach Vollstindigkeit des Sequenzkalkiils.)
Dariiber hinaus stand die Komplexitétstheorie der spiten 1950er Jahre nahe an der
Automatentheorie und der Theorie der formalen Sprachen, als diese einen ersten Vor-
schlag zur Unterteilung der berechenbaren Aufgaben in ,,einfach“ und ,,schwer* mach-
ten (vgl. Koucky, 2023). Eine zentrale Unterteilung in ,,Schwierigkeit* bzw. Komplexi-
tit war z.B. die Hierarchie der formalen Sprachen von Chomsky (die Reguldren als sehr
einfach, die Kontextfreien als etwas komplexer, die Kontextsensitiven als noch komple-
xer). Die einzig relevanten Suchprobleme - Parsing wie in (2) - haben sich dann aber
auch relativ schnell gekldrt (z.B. CYK-Parsing fiir die Kontextfreien), womit die zen-
tralen Untersuchungsfragen wohl eher waren, welche Sprachen durch welche Gram-
matiken (nicht) generiert werden kdnnen, bzw. welche Automaten welche Sprachen
(nicht) erkennen kénnen. Dafiir ist die Beschridnkung auf die Entscheidungsvariante
(,,Generiert die Grammatik G genau die Sprache L? Erkennt der Kellerautomat A genau
die Sprache L?“) ausreichend zur Etablierung unterer Schranken, und ist insbesonde-
re auch dienlich im pragmatischen Sinn. Stellvertretend sei hier Kozen zitiert: ,,We do
this for mathematical simplicity and because the behavior we want to study is already
present at this level“ (1997, S. 7).

Dieser Pragmatismus setzt sich in der ressourcenfokussierten Komplexititstheorie
fort, die seit den 1960er Jahren den Ressourcenverbrauch von Algorithmen als zen-
traler Indikator fiir ,,Schwierigkeit” versteht. Das betrifft insbesondere die Klassen P
und NP; hierzu lassen sich die Aufgaben (1)-(8) und (2')-(8") zdhlen. Wieder reicht es
in den meisten Fillen aus, sich auf die Entscheidungsprobleme zu beschrinken. Diese
Fokussierung ist durchaus fundiert: Einerseits, weil die zentralen algorithmischen Her-
ausforderungen schon bei der Entscheidungsvariante auftreten (,,behavior we want to
study is already present at this level“). So kann zum Beispiel die P-NP-Frage dquivalent
als Frage tiber Entscheidungsprobleme auch als Frage itiber Suchprobleme formuliert
werden. Andererseits ldsst sich zeigen, dass fiir viele relevante Aufgaben das Suchpro-
blem nicht schwerer ist als das Entscheidungsproblem (unter polynomieller Unschér-
fe). Dieses Argument wird {iblicherweise als search reduces to decision formuliert: gege-
ben ein effizienter Algorithmus, welcher das Entscheidungsproblem 16st, kann auch
ein effizienter Algorithmus angegeben werden, welcher das Suchproblem 15st. Mit die-
sem Argument kann z.B. die Aussage ,,Suchproblem (7) ist effizient 16sbar* dquivalent
zu ,,Entscheidungsproblem (7') effizient [3sbar* gesetzt werden. Die Konzentration auf
Entscheidungsprobleme kommt dann unter anderem auch mit dem Vorteil, dass vie-
le theoretische Konzepte einfacher zu fassen sind und kompakter zu formulieren sind
(,,mathematical simplicity*). Wir kénnen uns zum Beispiel auf (laufzeitbeschrinkte)



4  Einleitung

2. Suchproblem (3) fragt auch nach
einer optimalen Lésung, ist aber ein
pathologisches NP-Suchproblem,
denn ein gréf3tes Matching kann
ohnehin in Polynomialzeit berechnet
werden. Die ,, Verifikation” besteht
also darin zu iiberpriifen, ob die
fragliche Lésung genau so viele
Parchen bildet wie die ad hoc
berechnete optimale Lésung.

Algorithmen ohne Ausgabe konzentrieren, die Eingaben nur akzeptieren und ableh-
nen miissen.

NP-Suchprobleme als Forschungsgegenstand

Diese Arbeit setzt genau an dieser Fokussierung an Entscheidungsproblemen an. Die
zentrale Motivation dieser Arbeit besteht darin, diese identifizierte Leerstelle aufsei-
ten der Suchprobleme zu adressieren. Vor diesem Hintergrund wird sich diese Arbeit in
vier Forschungsdesideraten den NP-Suchproblemen im Gegensatz zu den sonst iiblichen
NP-Entscheidungsproblemen nihern. Diese kénnen als die Suchprobleme verstanden
werden, die zu NP-Sprachen korrespondieren. Als Suchprobleme ldsst sich eine einfa-
che Charakterisierung formulieren: NP-Suchprobleme sind solche Suchprobleme, bei
denen

« die Lgsung - falls sie existieren sollte - héchstens polynomiell ldnger als die Ein-
gabe ist, und

+ effizient (d.h. in Polynomialzeit) verifiziert werden kann, ob ein fraglicher L6-
sungskandidat tatsédchlich eine korrekte Losung fiir eine Eingabe darstellt.

Das entspricht der sonst auch tiblichen ,,Zertifikats-Definition“ der Komplexititsklasse
NP. Insbesondere induziert jede nichtdeterministische Polynomialzeit-Turing-Maschi-
ne ein NP-Suchproblem (,,gegeben Eingabe, finde einen akzeptierenden Rechenweg,
oder gib ,lehnt ab‘ aus“) und umgekehrt.

Viele der anfangs genannten Suchprobleme bilden NP-Suchprobleme. Hierbei wer-
den die ,negativen Antworten* als ,es existiert keine Losung“ verstanden. Dann ist
beispielsweise das Suchproblem (4) ein NP-Suchproblem: die Firbung (Zuordnung von
Knoten zu einer der drei Farben) ist hochstens so lang wie der Eingabegraph, und zu
einer beliebigen Farbung (valide oder nicht) kann in Polynomialzeit tiberpriift werden,
ob diese Farbung tatsédchlich jedem Paar an adjazenten Knoten eine unterschiedliche
Farbe zugewiesen wird. Die Suchprobleme (1)-(4), (6), (7) sind ebenso NP-Suchproble-
me.

Das Suchproblem (5) ist dagegen mutmaRlich kein NP-Suchproblem, denn es ist
nicht bekannt wie verifiziert werden kann, ob eine Teilmenge C an Knoten in einem
Graph tatséchlich eine grdfSte Clique ist.? Das Suchproblem (8) ist mutmaRlich auch kein
NP-Suchproblem, denn es ist kein Beweissystem, welches Giiltigkeit mit polynomiell
langen Beweisen ausdriicken kann. Zumindest fiir das Resolutionskalkiil existieren
spezielle giiltige Formeln ¢ mit exponentiell langen Resolutionsbeweisen.

Die Einschrankung auf NP-Suchprobleme ist im Wesentlichen eine Konsequenz der
hohen Wichtigkeit und Relevanz der Komplexitdtsklasse NP, sowohl theoretisch inner-
halb der Komplexititstheorie (,,Wie viel hilft Nichtdeterminismus den Polynomialzeit-
Berechnungen?*), als auch in der Praxis, da sehr viele interessante und in der indus-
triellen Anwendung aufkommenden Berechnungsaufgaben als NP-Suchprobleme for-
muliert werden kénnen. Hinzu kommt die Beobachtung, dass jene Suchprobleme, wel-
che nicht den Bedingungen von NP-Suchproblemen geniigen, so gut wie definitiv zu
komplex und schwer sind, um zu erwarten, dass sie tiberhaupt effizient gelost werden
kdnnen., Fiir die NP-Suchprobleme (und insbesondere die nicht-vollstindigen NP-Such-
probleme) ist es zumindest noch plausibel, effiziente Suchalgorithmen entwickeln zu
konnen.



Wie aber bereits oben angesprochen, werden tiblicherweise in der Literatur nicht
die NP-Suchprobleme untersucht, sondern meist nur die entsprechenden NP-Entschei-
dungsprobleme. Das geschieht mit der Begriindung, dass sich die meisten Suchproble-
me auf das jeweilige Entscheidungsproblem reduzieren lassen konnen (search reduces
to decision).

Als erstes Forschungsdesiderat mochte diese Arbeit genau jene Beziehung zwischen
NP-Suchproblemen und NP-Entscheidungsproblemen ndher untersuchen. Insbesonde-
re wollen wir das search-reduces-to-decision-Argument prézise einordnen und auch zei-
gen, dass dieses Argument nicht immer zutrifft, also Situationen identifizieren, in de-
nen eine reine Betrachtung der Entscheidungsvarianten eigentlich nicht ausreicht.

Tatsdchlich gilt das fiir viele interessante Suchprobleme. Das sind zum Beispiel schon
jene NP-Suchprobleme, die immer eine Losung haben; hier kann zunichst nicht unmit-
telbar ein entsprechendes Entscheidungsproblem formuliert werden. Das haben wir
bereits bei den Suchproblemen (1) und (3) gesehen. Diese totalen NP-Suchprobleme sind
insofern interessant, da viele effizient 16sbar sind (z.B. Suchproblem 3), andererseits fiir
viele die effiziente Lsbarkeit noch offen ist. Gleichzeitig wird erwartet, dass die tota-
len NP-Suchprobleme nicht NP-hart sind; damit ist die effiziente Lésbarkeit zumindest
dieser Suchprobleme durchaus in Reichweite. Das trifft zum Beispiel auf das Suchpro-
blem (1) der Faktorisierung zu. Beachte, dass die Sicherheit des RSA-Kryptosystems
maligeblich von der Unldsbarkeit der Faktorisierung abhéngt. Dieses totale NP-Such-
problem ist momentan nicht effizient 16sbar, aber gleichzeitig auch nicht NP-hart. Die
Untersuchung solcher totalen NP-Suchprobleme geht im Wesentlichen auf Johnson,
Papadimitriou und Yannakakis (1988) und Megiddo und Papadimitriou (1991) zurtick.

Fenner, Fortnow, Naik und Rogers (2003) kénnen die Vermutung ,,alle totalen NP-
Suchprobleme sind effizient 16sbar* in verschiedenen dquivalenten Formulierungen
charakterisieren, so zum Beispiel als Invertierbarkeit von surjektiven Funktionen, oder
als das effiziente Losen des Suchproblems (7) unter Angabe einer nichtdeterministi-
schen Turing-Maschine, welche die Menge SAT der erfiillbaren aussagenlogischen For-
meln erkennt. Sie fassen diese jeweils dquivalenten Charakterisierungen unter der Hy-
pothese Q zusammen. Erste Nennungen finden sich bereits in Arbeiten von Fortnow
und Rogers (1993). Fiir diese Arbeit wird hier folgende Formulierung von Q aufgegrif-
fen, die tiber nichtdeterministische Turing-Maschinen spricht, welche jede Eingabe ak-
zeptieren:

Vermutung 1.1 (Q). Fiir jede nichtdeterministische Turing-Maschine N mit polynomieller
Laufzeitbeschrankung und L(N) = X* existiert eine Funktion g € FP, sodass fiir alle x € X*
das Bild g(x) eine akzeptierender Rechenweg von N(x) ist.

In dieser Formulierung wird auch die Schwierigkeit dieser Vermutung klar: wir be-
kommen zwar versprochen, dass N(x) akzeptiert, wir wissen aber nicht, welcher nicht-
deterministische Rechenweg x akzeptiert, und nicht wie wir einen solchen Rechenweg
effizient berechnen kénnten.

Obwohl Q zunichst nur {iber totale Suchprobleme spricht, hat die Hypothese Q
grolRe Ndhe und Verwandtschaft zu analogen Aussagen, die NP-Suchprobleme einer-
seits und die sogenannten Beweissysteme andererseits betreffen. Als zweites Desiderat
strebt diese Arbeit daher an, die Charakterisierungen von Q weiterzuentwickeln, sowie
die Beziehung zwischen Q und NP-Suchproblemen, den Beweissystemen (nach Cook
und Reckhow, 1979) bzw. dem Pudldkschen Programm (2017) ndher untersuchen.



6 Einleitung

Beweissysteme und das Pudlaksche Programm

NP-Suchprobleme wie oben eingefiihrt korrespondieren auf natiirliche Weise mit ,,Be-
weissystemen* im intuitiven Sinn. Wir gehen das beim Suchproblem (7) durch: sollte
eine Formel ¢ erfiillbar sein, dann existiert ein ,,Beweis* fiir die Erfiillbarkeit von ¢,
nimlich eben eine Belegung w, welche ¢ erfiillt. Somit ist dieses Beweissystem gewis-
sermafen vollstdndig. Dieser Beweis ist nicht nur kurz, sondern es kann effizient (ge-
meint ist: mit einem Algorithmus in Polynomialzeit) tiberpriift werden, ob der Beweis
w tatsédchlich zu ¢ ,,passt*, also ob w die Formel ¢ erfiillt. Damit ist dieses Beweissystem
auch korrekt.

Jedes NP-Suchproblem nach der obigen Definition induziert dann ein solches kor-
rektes und vollstdndiges Beweissystem. Diese Beweissysteme sind sogar insofern be-
sonders stark, denn es existiert zu jeder korrekten Instanz sogar ein Beweis, der nur
polynomiell ldnger ist. Insbesondere induziert ein solches Beweissystem mit polyno-
miell kurzen Beweisen ein NP-Suchproblem (gegeben Instanz, suche einen korrekten
Beweis fiir die Instanz) und umgekehrt.

Das bei Suchproblem (8) angedeutete Beweissystem der Resolution fiir die Giiltig-
keit aussagenlogischer Formeln ist zwar ein Beweissystem fiir die Tautologien, jedoch
wie bereits angesprochen, eines ohne polynomiell lange Beweise. Zumindest fiir die Re-
solution bildet damit (8) kein NP-Suchproblem. Existiert ein polynomiell beschrinktes
Beweissystem fiir die aussagenlogischen Tautologien?

Dieser Frage gingen Cook und Reckhow (1979) nach, und erarbeiten hierfiir zunéchst
eine knappe und elegante Definition von aussagenlogischen Beweissystemen: Eine Poly-
nomialzeit-berechenbare Funktion f ist ein aussagenlogisches Beweissystem, wenn der Bild-
bereich von f mit der Menge TAUT der Tautologien iibereinstimmt. Wenn f(w) = ¢, dann
wissen wir dass ¢ eine Tautologie ist, und diese Tatsache wird insbesondere iiber den
Beweis w im Beweissystem f erfasst. Diese Definition erfasst damit genau die oben ge-
nannten intuitiven Eigenschaften:

« Die Relation ,,w ist ein Beweis fiir ¢* ist in Polynomialzeit entscheidbar.
« Das Beweissystem ist korrekt: fbeweist nur Tautologien.
+ Das Beweissystem ist vollstdndig: zu jeder Tautologie ¢ existiert ein Beweis w,

d.h. f(w) = .

Fiir das Resolutionskalkiil konnte ein solches aussagenlogisches Beweissystem in dieser
Form so aufgeschrieben werden:

ist Resolutionsbeweis fiir die Giiltigkeit von ¢,
h<<p,w>d:“{"’ i " srETone

1 sonst.

Hat ein aussagenlogisches Beweissystem f fiir jede Tautologie ¢ einen hochstens poly-
nomiell ldngeren Beweis w fiir ¢, sagen wir, dass f kurze Beweise hat. Das aussagenlogi-
sche Beweissystem h hat keine kurzen Beweise. Die oben gestellte Frage, ob (8) ein NP-
Suchproblem ist, ldsst sich dquivalent als die Frage ausdriicken, ob ein aussagenlogi-
sches Beweissystem mit kurzen Beweisen existiert. Tatsdchlich beobachten Cook und
Reckhow sogar, dass diese Existenz dquivalent zur Aussage NP = coNP ist.

Diese Einsicht motivierte das sogenannte Cook-Reckhow-Programm (vgl. Buss, 1996):
Hierbei ndhern wir uns der Frage NP vs. coNP durch Untersuchen immer stérkeren aus-
sagenlogischen Beweissysteme. Um NP # coNP zu erreichen, kdnnten wir entweder



DisjNP  UP NP N coNP DisjCoNP
TAUTN TENP
TAUT ' SAT
TAUT V SAT 4
P # NP

zeigen dass kein (lingen-)optimales aussagenlogisches Beweissystem (d.h. ein Beweis-
system welches hochstens polynomiell lingere Beweise als jedes andere Beweissystem
hat) existiert, oder ein optimales aussagenlogisches Beweissystem angeben, sodass die-
ses keine kurzen Beweise hat. Aufbauend auf dieser Verbindung wurden zunehmend
auch untere und obere Schranken von speziellen aussagenlogischen Beweissystemen
untersucht, sowie auch Beweissysteme allgemein fiir beliebige Mengen (und nicht nur
Tautologien) betrachtet.

Die Existenz von optimalen Beweissystemen bzw. P-optimalen (d.h. optimal in dem
Sinn dass sogar die Beweise zwischen den Beweissystemen effizient iibersetzt wer-
den kdénnen) Beweissystemen wurde von Kraji¢ek und Pudlak (1989) in Beziehung ge-
setzt mit endlicher Konsistenz von mathematischen Theorien. Darauf aufbauend zeigt
Pudlék (2013, Kap. 6, 2017) ferner Verbindungen zwischen P-optimalen bzw. optima-
len Beweissystemen, Arithmetik mit exponentiell beschridnkten Quantoren (,,bounded
arithmetic*) und der Existenz von vollstindigen Elementen sogenannter Promise-Klas-
sen. Promise-Klassen sind solche Komplexitétsklassen, deren Mengen durch speziell
operierende Turing-Maschinen mit speziellen Eigenschaften erkannt werden konnen,
wobei diese Eigenschaften tiblicherweise iiber (Nicht)determinismus und polynomiel-
le Laufzeit hinaus gehen. Fiir die Klasse UP C NP bedeutet das z.B., dass die Spra-
che (wie bei NP) von einer nichtdeterministischen Polynomialzeit-Turing-Maschine
erkannt werden muss, die aber - das ist der Promise - auch nur auf hochstens einem
nichtdeterministischen Rechenweg akzeptieren darf.

Razborov (1994) zeigt hierbei als erstes eine Verbindung zwischen der Promise-Klas-
se DisjNP und der Existenz von optimalen aussagenlogischen Beweissystemen. Vie-
le weitere Beziehungen zur Existenz vollstdndiger Elemente der Promise-Klassen UP,
NP N coNP, DisjCoNP wurden ausgemacht (vgl. auch Messner, 2000; Kobler, Messner
und Tordn, 2003; Beyersdorff und Sadowski, 2011). Beyersdorff, Kébler und Messner
(2009) und Pudlék (2017) zeigen ferner analoge Verbindungen zu den Funktionenklas-
sen NPMV, und TFNP.

Motiviert durch Fragen der endlichen Widerspruchsfreiheit von Theorien und boun-
ded arithmetic formuliert Pudlak (2017) folgende Hypothesen, die hier in ihrer komple-
xitdtstheoretischen Fassung genannt werden:

Abbildung 1: Implikationen zwischen
Pudlaks Hypothesen (2017). Beachte
dass diese Implikationen relativieren.
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3. In der Notation von Pudladk CON
bzw. CONN fiir die nichtuniforme
Variante. Beachte auch, dass Pudlak
die Hypothese TAUT nicht so wie
hier formuliert hat, sondern als
Aussage iiber die Nicht-Existenz
eines P-optimalen aussagenlogischen
Beweissystems (also speziell fiir die
Menge TAUT), genau wie anfangs
des Abschnitts gefragt wurde. Die
beiden Charakterisierungen sind
aber dquivalent. Gesagtes gilt analog
auch fiir SAT und TAUTN, vgl.
Abschnitt 2.5.

SAT es ex. keine <} -vollst. Menge fiir NP mit P-opt. Beweissystem
TAUT es ex. keine <} -vollst. Menge fiir coNP mit P-opt. Beweissystem3
TAUTN es ex. keine <F -vollst. Menge fiir coNP mit opt. Beweissystem

up : es ex. keine < -vollst. Menge fiir UP

NP N coNP es ex. keine <F -vollst. Menge fiir NP N coNP
DisjNP es ex. kein <FP-vollst. disjunktes NP-Paar fiir DisjNP
DisjCoNP es ex. kein <EP-vollst. disjunktes coNP-Paar fiir DisjCoNP

Seien an dieser Stelle auch schon die folgenden zwei wichtigen natiirlichen Mengen
definiert:

SAaT “ {¢ | ¢ ist eine erfiillbare aussagenlogische Formel},

TAUT ¥ {¢ | ¢ ist eine giiltige aussagenlogische Formel}.

Zur Notation: natiirliche Mengen wie TAUT werden in Schreibmaschinenschrift notiert,
wiahrend Hypothesen in serifenloser Schrift notiert werden.

Insbesondere arbeitet Pudldk die Beziehung zwischen diesen einzelnen Hypothesen
heraus, und kommt hierbei zu Abbildung 1, die anzeigt, wie die bekannten Implikatio-
nen zwischen den oberen Hypothesen verlaufen. Auf der Seite der Komplexitétstheo-
rie fragt Pudlak im Speziellen nach natiirlichen plausiblen stirkeren Hypothesen (die
z.B. sowohl TAUT als auch TFNP implizieren, wobei Pudlak diese beiden Hypothesen je-
weils als plausibel ansieht), sowie im Allgemeinen nach Separationen zwischen diesen
Hypothesen. Zum Beispiel kann durch Angabe von Orakeln gezeigt werden, dass zwei
Hypothesen unter relativierbaren Beweisen nicht gleich sind, oder stirker sogar un-
abhingig unter relativierbaren Beweisen sind. Dieses allgemeine Forschungsdesiderat
fasse ich fiir diese Arbeit lose als Pudldksches Programm zusammen.

Die vorliegende Arbeit will drittens zu genau diesem Pudldkschen Programm bei-
tragen, indem im Wesentlichen die Ubersicht in Abbildung 1 verfeinert wird, und da-
bei stirkere (und schwichere) Hypothesen eingeordnet werden. Hierbei fokussiere ich
mich insbesondere auf jene Hypothesen, die mit NP-Suchproblemen im Zusammen-
hang stehen, wie z.B. Q. Im Folgenden sei noch auf den ,,Orakel“-Teil des Pudlakschen
Programms eingegangen.

Orakel und Relativierungen

Orakel und Orakel-Turing-Maschinen sind Begriffe aus der Berechenbarkeitstheorie,
um die relative Schwierigkeit von algorithmischen Entscheidungsproblemen zu unter-
suchen, die tiber berechenbar vs. unberechenbar hinausgehen. Wenn eine Turing-Maschi-
ne eine Abstraktion eines Computers darstellt, dann ist ein Orakel eine Abstraktion ei-
ner Datenbank in der Cloud, die vom Computer angerufen werden kann, um zu fragen,
ob ein gewisser Eintrag in der Datenbank liegt. Dieses Abfragen des Entscheidungspro-
blems (,,Ist Eintrag in Datenbank?*) kann der Computer gewissermalen gratis durch-
fithren.

Formal werden Orakel als Mengen A realisiert, und Orakel-Turing-Maschinen diirfen
fiir beliebige aufgeschriebene Worter w abfragen, ob w € A liegt. Die Orakel-Turing-
Maschine erhilt dann sofort die Antwort auf diese Frage. Ist nun A insbesondere eine
unberechenbare Menge, dann kann die zugehorige Turing-Maschine auch komplexere
Mengen entscheiden, die sonst unberechenbar wiren. Post (1944) arbeitet aus diesem
Begriff die Turing-Reduzierbarkeit aus: A ist auf B Turing-reduzierbar wenn A tiber eine



Orakel-Turing-Maschine mit Orakel B entschieden werden kann. In anderen Worten: A
kann mittels Hilfe von Orakel B entschieden werden. Damit kénnen sonst unberechen-
bare Mengen A und B nach ihrer relativen Schwierigkeit iiber einfache Berechenbarkeit
hinaus geordnet werden kdnnen. Diese Ordnung ermdoglicht zum Beispiel die Untertei-
lung der unentscheidbaren Mengen in Grade der Unldsbarkeit.

Cook (1971) tibertragt diese Form von Reduzierbarkeit auf den polynomiellen Be-
reich der Komplexitdtstheorie, um so die relative Komplexitdt zwischen zwei Mengen
A und B unter polynomieller Unschirfe einzuschitzen: A ist auf B Cook-reduzierbar
wenn A mit einer Orakel-Turing-Maschine mit Orakel B in Polynomialzeit entschieden
werden kann. Auf dhnliche Weise wurde der Begriff von Orakeln im polynomiellen Be-
reich eingesetzt, um die Polynomialzeit-Hierarchie zu definieren, womit NP generali-
siert wird, und der Komplexitdtsraum zwischen P und PSPACE verfeinert werden kann.

Neben diesen deskriptiven Eigenschaften haben sich Orakel als niitzliches beweis-
theoretisches Werkzeug in der Komplexititstheorie erwiesen. Die zentrale Einsicht
hierbei ist, dass viele der iiblichen mathematischen Beweismethoden, welche in der
Komplexitdtstheorie eingesetzt werden, relativieren. Das bedeutet, dass diese mathe-
matischen Beweise nicht nur die eigentliche Aussage (wie z.B. der Hierarchiesatz
P + E) beweisen, sondern fiir jedes Orakel A diese Beweise auch die relativierte Aussage
beweisen, bei der alle beteiligten Turing-Maschinen Zugriff auf das Orakel A bekom-
men. Die Aussage P # E relativiert so zur Aussage P* # E* fiir jedes A, das bedeutet
dass eine Menge L existiert, die von einer Exponentialzeit-Orakel-Turing-Maschine
mit Zugriff auf A erkannt wird, aber keine Polynomialzeit-Turing-Maschine kann L
entscheiden, selbst mit Orakel-Zugriff auf A.

Damit werden speziell konstruierte Orakel zu einem Indiz, dass gewisse Aussagen
schwer zu beweisen sind. Beispielsweise konstruieren Baker, Gill und Solovay (1975)
ein Orakel A sodass P* # NP*, Mit diesem Fakt ist die Aussage ,,P = NP“ nicht mit rela-
tivierbaren Methoden beweisbar, da sonst ja auch P4 = NP* gelten wiirde. Tatsichlich
zeigen Baker, Gill und Solovay sogar zusitzlich, dass PP = NP? fiir ein zweites Orakel
B. Damit kann also auch die Aussage ,,P # NP* nicht mit relativierbaren Methoden
- also den tiblichen Methoden - bewiesen werden. Nimmt man diese beiden Indizien
zusammen, ergibt sich dass die P-NP-Frage unabhdngig unter relativierbaren Beweisen
ist.

Im Kontext des Pudlakschen Programms wurde fiir viele potentielle Implikationen
(wie z.B. DisjCoNP = TAUT) ein Orakel konstruiert, relativ zu diesem diese Implikatio-
nen nicht gelten (es existiert ein Orakel, relativ zu dem DisjCoNP gilt aber nicht TAUT).
Entsprechende Konstruktionen wurden unter anderem von GlaRer, Selman, Sengupta
und Zhang (2004), Dose und GlaRer (2019), Dose (2020b,c), Dingel (2022), Ehrmanntraut,
Egidy und GlaRer (2022) und Khaniki (2022) entwickelt. Damit wird plausibilisiert, dass
gewisse Hypothesen des Pudldkschen Programms tatsdchlich unterschiedlich sind.

Diese Arbeit reiht sich in dieses Arbeitsvorhaben direkt ein, und wird viertens ein
weiteres Orakel konstruieren, um Hypothesen (unter relativierbaren Beweisen) zu
trennen.

Beitrag und Uberblick

Der Aufbau der Arbeit und die einzelnen Beitrdge sind hier noch einmal zusammenge-
fasst.
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Im néchsten Kapitel 2 kldren wir die notwendigen mathematischen Grundlagen. Ins-
besondere definieren wir prézise den Begriff des (Cook-Reckhow-)Beweissystems und
den der Relativierungen, welche bereits oben angesprochen wurden.

Im Kapitel 3 formalisieren wir den oben bereits intuitiv erfassten Begriff der NP-
Suchprobleme und totalen NP-Suchprobleme. Einerseits wird die Beziehung zwischen
NP-Suchproblemen und NP-Entscheidungsproblemen erldutert, einschlieflich des
search-reduces-to-decision-Arguments. Es werden Ergebnisse zusammengetragen, die
aufzeigen, wann dieses Argument zutrifft, und wann es insbesondere nicht zutriftt.
Andererseits werden wir die NP-Suchprobleme mittels der Levin-Reduzierbarkeit,
dhnlich zu Karp-Reduzierbarkeit auf den Entscheidungsproblemen, ordnen, und so
einen Vollstdndigkeitsbegriff erarbeiten. Im Speziellen werden wir die NP-vollstin-
digen Suchprobleme betrachten und den NP-vollstdndigen Entscheidungsproblemen
gegeniiberstellen.

In Kapitel 4 werden wir Hypothesen zu NP-Suchproblemen und die Aussage Q in
das Pudldksche Programm einordnen. Erstens untersuchen wir, ob die (Levin-)Voll-
stindigkeit eines NP-Suchproblems mit der (Karp-)Vollstindigkeit des entsprechenden
NP-Entscheidungsproblems iibereinstimmt, und stellen diese als offene Frage anderen
Hypothesen gegeniiber. Zweitens werden wir (nicht-relativierbare) Charakterisierun-
gen von Q durch Fenner, Fortnow, Naik und Rogers (2003) und Kébler und Messner
(2000) verallgemeinern und relativieren, womit wir als Nebeneffekt auch prizise zu (re-
lativierbaren) Implikationen zwischen Q und den Pudldkschen Hypothesen kommen.
Drittens wird zum Abschluss des Kapitels, wieder in Form eines Surveys, das Pudlak-
sche Programm durch das Hinzufligen weiterer Hypothesen erweitert und verfeinert,
welche in der Literatur diskutiert werden. Zudem erarbeiten wir eine Ubersicht iiber
die Implikationen zwischen diesen Hypothesen, sowie Orakeln welche diese Implika-
tionen unter relativierbaren Beweisen trennen. Im Wesentlichen wird Abbildung 1 zu
den Abbildungen 7 und 8 (S. 45 bzw. 63) vergroRert.

Im Sinne dieser Trennungen unter relativierbaren Beweisen wird in Kapitel 5 ein
Orakel konstruiert, relativ zu diesem DisjNP und UP und Q gilt. Damit gibt es also keinen
relativierbaren Beweis fiir —Q, selbst wenn man beide Pudldkschen Hypothesen DisjNP
und UP annimmt. Insbesondere wird damit der erste Schritt unternommen, die relative
Starke der Hypothese Q gegentiber den anderen der Pudldkschen Hypothesen unter
relativierbaren Beweismethoden abzugrenzen.

Die Arbeit endet mit einer abschlieBenden Diskussion in Kapitel 6, erldutert die Er-
gebnisse noch einmal, und trégt die offenen Fragen zusammen, welche in den vorigen
Kapiteln gestellt wurden.



2 Grundlagen

Dieses Kapitel legt die Grundlagen fiir die folgenden Kapitel fest. Abschnitt 2.1 erldu-
tert mathematische Notationen fiir diese Arbeit. Abschnitt 2.2 spezifiziert das Maschi-
nenmodell. Abschnitt 2.3 wiederholt einige Standarddefinitionen aus der Komplexi-
tatstheorie. Abschnitt 2.4 setzt das hier verwendete Verstidndnis von Relativierungen
fest. AbschlieRend geht Abschnitt 2.5 kurz auf Beweissysteme im Sinne von Cook und
Reckhow (1979) ein.

2.1 Notation

Sei X. das standardmiRige Alphabet mit {0, 1}. Elemente von £* nennen wir (endliche)
Warter, sind also endliche Sequenzen von Zeichen aus X.. Die Menge X¢ entspricht der
Menge der w-unendlichen Worter. Teilmengen von X* nennen wir auch Sprachen. Wir
bezeichnen die Linge eines Wortes w € X* mit |w|. Das leere Wort bezeichnen wir
mit €. Das i-te Zeichen eines Wortes w € X* U X fiir 0 < i < |w| identifizieren wir
mit w[i]. Falls w ein (echter) Prifix von v ist dann schreiben wir w C v (bzw. w T v).
Gelegentlich schreiben wir auch =" fiir die Menge {w € ¥* | [w| < n}. In manchen
Fillen identifizieren wir Mengen A C N mit ihrem charakteristischem w-Wort aus ¢,
wobei A = aya;a, -+, alle a; € X undi € A genau dann wenn a; = 1. Heifit, es gilt
A[i] = 1 genau dann wenni € A.

Die Menge aller natiirlichen (nicht-negativen) Zahlen wird mit N bezeichnet. Die
leere Menge notieren wir wie {iblich als @. Die Kardinalit4t einer Menge A notieren wir
wie iiblich als |A]. AuRerdem bezeichnet {(A) & Zwe 4 wl. Fiir solche Teilmengen A
von ¥.* verstehen wir das Komplement A als £* — A. Wir sagen, dass zwei Mengen A, B
auf Menge D iibereinstimmen wenn x € A genau dann wenn x € B fiir alle x € D, bzw.
dquivalent dazu A ND = BN D.

Fiir zwei Mengen A, B C X* bezeichnet der Join A & B die Menge

def

A®B={0alac A} U {1b|b € B}.

Relationen und Funktionen

Zweistellige bzw. bindre Relationen R C A x Bkdnnen wir mit den tiblichen Eigenschaf-
ten beschreiben: die Relation R ist

« (links-)total wenn jedes Element aus A mit mindestens einem Element aus B reli-
ert,

« rechtstotal bzw. surjektiv wenn jedes Element aus B mit mindestens einem Element
aus A reliert,

1
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« linkseindeutig bzw. injektiv wenn jedes Element aus B mit hochstens einem Ele-
ment aus A reliert,

* (rechts-)eindeutig bzw. funktional wenn jedes Element aus A mit hochstens einem
Element aus B reliert,

* bijektiv wenn jedes Element aus B mit genau einem Element aus A reliert, also
genau dann wenn R surjektiv und injektiv ist.

Binire Relationen nennen wir eine (partielle) Funktion wenn diese Relation funktional
ist. Eine Funktion sei im Folgenden also im Allgemeinen nicht total. Sollte (Links-)To-
talitat explizit gefordert sein, sprechen wir von totalen Funktionen. Bindre Relationen
liber Wortern aus 2%, welche nicht unbedingt Funktionen sein miissen, verstehen wir
manchmal auch aus historischen Griinden als (partielle) Multifunktionen, dem Begriff
der ,,partial multivalued function* nachempfunden.

Fiir eine binire Relation R C A x B schreiben wir Proj(R) fiir die Menge {x | (x,y) €
R}. Fiir ein Element x € A schreiben wir set-R(x) & {y | (x,y) € R} fiir die Bildmenge
von x auf R Manchmal werden wir bindre Relationen auch iiber die Spezifikation der
jeweiligen Bildmengen definieren, also z.B.Q C N x N, set-Q(n) £40,1,...,n} schrei-
ben um die Relation Q = {(a,b) | b < a} zu definieren. Falls f eine Funktion bzw.
funktional ist, meinen wir mit f(x) wie tiblich das Bildelement der Funktion f, und nicht
die Bildmenge.

Fiir eine Funktion f bezeichnen wir die Urbild- bzw. Bildmenge (domain und image)
mit dom(f) und img(f). (Beachte dass Proj(f) = dom(f). Wir fiihren diese Unterschei-
dung nur wegen den Gewohnheiten dieser zwei Notationen ein.) Ist f eine Funktion,
dann bezeichnen wir mit f~! dessen binire Umkehrrelation. Beobachte dass f~! funk-
tional ist, wenn finjektiv ist. Ist f zusétzlich surjektiv, dann ist die Umkehrfunktion f~1
eine totale Funktion.

Eine Funktion f: £* — X* nennen wir verldngernd wenn |f(x)| > |x| fiir alle x €
dom(f). Wir nennen f polynomiell lingenbeschrinkt wenn ein Polynom p existiert sodass
If(x)| < p(Ix|) fiir alle x € dom(f). Wir nennen f ehrlich wenn ein Polynom g existiert
sodass q(|f(x)]) > |x| fiir alle x € dom(f). Manchmal iibertragen wir diese Begriftlich-
keiten auf allgemeine binire Relationen, und sprechen z.B. von polynomiell lingenbe-
schriankten Relationen R wenn |y| < p(|x|) fiir alle (x,y) € R.

Im Folgenden definieren wir noch den Begriff der Verfeinerung auf Multifunktionen.
Seien F, G zwei Multifunktionen. Wir nennen G eine Verfeinerung von F wenn Proj(F) =
Proj(G) und set-G(x) C set-F(x) fiir alle x € Proj(F) (bzw. dquivalent € Proj(G)). Ist F
eine Multifunktion, und G eine Klasse von Multifunktion, schreiben wir F €. G wenn
G eine Verfeinerung G € G von F enthilt. Fiir zwei Klassen 7, G von Multifunktionen
schreiben wir ¥ C_ G falls fiir jede Multifunktion F € ¥ auch F €. G gilt.

Codierungen, Identifikation von Zahlen und Wértern

Die endlichen Worter 2* konnen tiber ihre quasi-lexikographischen Ordnung <, line-
ar geordnet werden. Diese ist eindeutig definiert indem wir 0 <y, 1fordern. Unter die-
ser Definition existiert ein Ordnungsisomorphismus zwischen (X*, <j.,) und (N, <),
welcher insbesondere eine totale bijektive Abbildung zwischen 2* und N induziert,
die sowohl in Polynomialzeit berechenbar als auch invertiertbar ist. (Eine solcher Iso-
morphismus wird zum Beispiel durch eine dyadische Codierung realisiert.) Durch die-



se Identifikation konnen wir Worter aus X* als Zahlen aus N behandeln und umge-
kehrt. Es konnen also auch Notationen, Beziehungen und Operationen fiir £* auf N
ibertragen werden und umgekehrt. Insbesondere kénnen wir dann von einer Linge
In| des Wortes sprechen, welches von n € N reprisentiert wird. Insbesondere meint
dieser Ausdruck nicht den Betrag von n. Ebenso bezeichnet die Ordnung < sowohl die
Kleiner-oder-gleich-Ordnung auf den natiirlichen Zahlen als auch der quasi-lexikogra-
phischen Ordnung <., auf den endlichen Wértern. Diese Ubereinstimmung ist nach
den Eigenschaften des Ordnungsisomorphismus auch kompatibel mit der Identifikati-
on von Wortern mit Zahlen. Beachte dass der Langenoperator | - | ordnungserhaltend
ist: wenn a < b (oder eben dquivalent a <., b) fiir zwei Worter a, b € L* dann ist auch
la| < |bl, bzw. ist das Wort a hochstens so lang wie das Wort b. Mit den Ausdriicken 0"
und 1" meinen wir immer die Worter 000 --- und 111 --- aus X"

Wir definieren mit (---) eine Paarungsfunktion von (., () - X*, welche injektiv
und in Polynomialzeit sowohl berechenbar als auch invertierbar ist, und die im folgen-
den Sinne ldngeneffizient ist: [(u;, ..., u,)| = 2(Juy| + -+ + |u,| + n). Eine solche Paa-
rungsfunktion kann beispielsweise tiber (u, ..., u,) — f(#u,#---#u,) realisiert werden,
wobei f eine Codierung vom Alphabet {0, 1, #} auf £* mittels {0 — 00,1 — 11,# — 01}
ist. Diese Paarungsfunktion werden wir héufig verwenden, um Tupel an Wértern zu
codieren, z.B. damit eine Turing-Maschine ein Tupel an Wortern als Eingabe entgegen
nehmen kann. Auf die konkrete Angabe dieser Paarungsfunktion wird aber im Folgen-
den meist verzichtet und sie wird nur implizit mitgedacht. So meinen wir mit dem Tu-
pel (a,b) fiir a,b € X* je nach Kontext entweder mathematisch prazise das Element
aus dem Produkt 2* x3*, oder das Wort (a, b) € %*. Ebenso verstehen wir je nach Kon-
text eine bindre Relation R C X* x £* auch als eine Sprache im Sinne einer Teilmenge
von 2%, die bspw. von einer Turing-Maschine entschieden werden kann.

Wenn also f eine Funktion ist, meinen wir mit ,,f € P dass der Graph von f, also die
Menge {{x,y) | f(x) = y} in Polynomialzeit entschieden werden kann. Das ist eine
schwichere Aussage als ,,f € FP“ die wie in iiblicher Interpretation besagen soll, dass
aus x das Bild f(x) in Polynomialzeit berechnet werden kann.

Algorithmen und Turing-Maschinen verarbeiten nicht nur Worter, sondern auch
andere Objekte wie z.B. Graphen oder Turing-Maschinen. Daher werden wir die obi-
ge implizit mitgedachte Codierung auch auf andere Objekte ausweiten. Hierbei seien
die jeweiligen Codierungen angemessen effizient, in dem Sinne dass die Codierungen
kompakt sind und entsprechende Operationen auf den codierten Objekten in Polyno-
mialzeit zulassen. Zum Beispiel ldsst sich ein Graph mit Knotenmenge V und Kanten-
menge E in polynomieller Linge abh. von |V| und |E| codieren, und auf der entsprechen-
den Codierung kann z.B. die Nachbarschaft eines ausgezeichneten Knotens ebenso in
Polynomialzeit aufgezdhlt werden.

2.2 Maschinenmodell

Diese Arbeit baut auf dem Berechnungsmodell der Turing-Maschine (TM) auf. Wir be-
trachten hierbei sowohl die deterministische als auch die nichtdeterministische Va-
riante. In dieser Arbeit haben TM sowohl ein Eingabeband, ein Arbeitsband, und ein
Ausgabeband. Jede TM besitzt einen ausgezeichneten Zustand zum Akzeptieren. In je-
dem Rechenschritt einer TM geht die TM von einer Konfiguration in eine nichste Kon-
figuration tiber (wobei diese in der nichtdeterministischen Variante nicht eindeutig

Maschinenmodell

13



14 Grundlagen

4. Im Verlauf dieser Arbeit miissen
wir unbeschrankt lang rechnenden
TM nicht beriicksichtigen, und
identifizieren daher ,,Ablehnen” als
Negation von ,Akzeptieren” also mit
,,ablehnend terminieren oder nicht
terminieren”.

sein muss). Mit Konfiguration meinen wir hier eine Beschreibung der Bandinhalte, der
Kopfpositionen und dem Zustand.

Fiir (nichtdeterministische oder deterministische) TM M und Eingabe x € X* sa-
gen wir, dass « ein Rechenweg der Berechnung M(x) ist, wenn « eine Sequenz Cy, Cy, ...
von Konfigurationen ist, diese mit der initialen Konfiguration C, startet, und in der die
Konfiguration C;, , aus C; iiber einen (bzgl. M) legalen Rechenschritt hervorgeht.

Wir sagen, dass ein Rechenweg o = (C,, ..., C,,) terminierend ist, wenn kein weiterer
legaler Rechenschritt (bzgl. M) mehr aus C,, méglich ist. Ein Rechenweg ist akzeptie-
rend wenn dieser terminierend ist, und der Zustand der letzten Konfiguration C,, der
akzeptierende Zustand ist. Entsprechend sagen wir auch, dass M(x) beziiglich « mit Aus-
gabe y akzeptiert wenn « ein akzeptierender Rechenweg ist, und y auf dem Ausgabeband
steht. Analog sagen wir, dass ein Rechenweg ablehnt wenn dieser terminiert, aber nicht
akzeptiert.

Wir betrachten nun konkret deterministische TM. Nachdem hochstens ein terminie-
render Rechenweg a einer Berechnung M(x) einer deterministischen TM M auf Eingabe
x existiert, konnen wir verkiirzend auch sagen, dass M(x) mit Ausgabe y akzeptiert oder
kurz M(x) akzeptiert, wenn M(x) beziiglich « mit Ausgabe y akzeptiert. Ansonsten, wenn
« ablehnt oder tiberhaupt kein Rechenweg von M(x) terminiert, dann sagen wir, dass
M(x) ablehnt.?

Eine solche deterministische TM M setzt nun gleichzeitig zwei unterschiedliche Be-
rechnungsweisen um. Einerseits die eines Akzeptors einer Menge, und andererseits die
einer Funktion:

« Die von M entschiedene Sprache ist die Menge L(M) ¥ {x € £* | M(x) akzeptiert}.

+ Die von M berechnete Funktion ist die Funktion f,,;: £* — X* mit

f o & {y wenn M(x) mit Ausgabe y akzeptiert,
(%) &

1 sonst.

Wenn wir M im Kontext der zweiten Berechnungsweise verstehen, dann sprechen wir
auch von einem Turing-Transduktor. Wir kiirzen dann auch ,,die von M berechnete Funk-
tion* durch ,,die Funktion M* ab und verstehen den Turing-Transduktor M als genuine
Funktion, und schreiben dann z.B. M(x) = y anstelle f,;(x) = y.

Diese zwei Arten von Berechnungsweisen einer TM erweitern wir nun auf nichtde-
terministische TM. Sei N eine nichtdeterministische TM, und x eine Eingabe. Dann exis-
tieren bezliglich Berechnung N(x) nicht nur eine, sondern ggf. mehrere terminierende
Rechenwege. Im Sinne eines existentiellen Akzeptierverhaltens sagen wir dass N(x) ak-
zeptiert wenn mindestens ein akzeptierender Rechenweg « auf N(x) existiert. Ansonsten
sagen wir, dass N(x) ablehnt.

Analog ergeben sich nun wieder zwei Berechnungsweisen, einerseits als Akzeptor,
andererseits als Multifunktion:

« Die von N entschiedene Sprache ist die Menge

def

L(N) = {x € X* | N(x) akzeptiert } = {x € £* | ex. akz. Rechenweg auf N(x)}.

+ Die von N berechnete Multifunktion ist die Multifunktion f, C £* x 2* mit

fu®) € {y | N(x) akz. auf einem Rechenweg mit Ausgabe y}.
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Die berechnete Multifunktion kann in anderen Worten auch so verstanden werden,
dass x den Ausgaben von N(x) zugeordnet wird, wobei jeder akzeptierender Rechen-
weg eine Ausgabe macht, ndmlich jenes Wort, was auf dem Ausgabeband steht. Wie im
deterministischen Fall knnen wir von nichtdeterministischen Turing-Transduktoren
sprechen, wenn wir die zweite Berechnungsweise betonen wollen. Ebenso kénnen wir
wieder abkiirzend von ,,der Multifunktion N* sprechen.

Sowohl im deterministischen als auch dem nichtdeterministischen Fall kdnnen wir
Berechnungen eine Laufzeit zuordnen: fiir eine TM M und Eingabe x € X* sei

time, (x) & max{Anz. Rechenschritte in « | « ist ein Rechenweg von M(x)}.

Ist time,,; (x) durch ein Polynom in Abhidngigkeit von |x| beschrinkt, und M eine deter-
ministische (bzw. nichtdeterministische) TM, sagen wir auch dass M eine deterministi-
sche (bzw. nichtdeterministische) Polynomialzeit-Turing-Maschine (PTM bzw. NPTM) ist.

Eine TM bzw. NTM M nennen wir total falls L(M) = £*, heillt M(x) akzeptiert jede
Eingabe x.

2.3 Komplexitatsklassen

Auf Basis der Turing-Maschinen als Berechnungsmodell kénnen die tiblichen Kom-
plexititsklassen der Entscheidungsprobleme bzw. Sprachen P, NP, coNP usw. definiert
werden:

PE (L C Y |ex. PTM M mitL = L(M)},
NP £ {L C &* | ex. NPTM M mit L = L(M)},
UP & {L C &% | ex. NPTM M mit L = L(M),
und M(x) akz. auf hochstens einem Rechenweg},

L cxr|TeNP).

CcoNP =

NPMV
Die Einfach- und Doppelt-Exponentialzeitklassen definieren wir wie folgt:

EZ{LC X" [ex. TMMmitL = L(M), ex.c > 0 mit timey(x) < 2 fiir alle x},
EE € {L C ¥* | ex. TM Mmit L = L(M), ex. ¢ > 0 mit time,,(x) < 22" fiir alle x}.

Die nichtdeterministischen Varianten NE, NEE und Komplementklassen coNE, coNEE, NPMV, FNP = NPMV

coUP sind analog definiert. NPSV
Die Funktionenklassen FP, NPMV, NPSV ist analog definiert (Selman, 1994):

8

P {f C ¥* x X* | fist funktional, ex. PTM-Transduktor M, der fberechnet},

NPSV & (f C ©* x &* | fist funktional, ex. NPTM-Transduktor M, der fberechnet},
NPMV & {f C £* x £* | ex. NPTM-Transduktor N, der fberechnet}.

TFNP

NPSV, NPSV,

Gegeben eine Funktionenklasse ¥ definieren wir # als diejenige Teilmenge von F
der Multifunktionen f € #, die total sind. Analog sei %, die Teilmenge der Multifunk- FP = FP,
tionen f € 7, fiir die (der Graph) fin P liegt, also fiir die in Polynomialzeit tiberpriift /‘
werden kann, ob fiir (x,y) auch f(x) = y gilt. FP,

Ist fiir eine Funktion f € FP auch f~! &, FP, also eine (funktionale) Verfeinerung g  pbildung 2: Inklusionen zwischen
von f~! in FP, dann sagen wir auch, dass f P-invertierbar ist. Falls f injektiv ist, dann ist ~den in dieser Arbeit definierten
insbesondere f~! funktional, und Ehrlichkeit von f ist ferner eine notwendige Bedin- Funtﬁonenklassen' Eine Preil von

’ nach G sagtaus dass G C .

gung fiir die P-Invertierbarkeit von f.
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5. Vgl. insb. Glal3er, Selman, Sen-
gupta und Zhang (2004) und
Glaler, Selman und Sengupta
(2005) fiir einen ausfiihrlichen

Vergleich und Diskussion der Reduk-

tions- und Vollstandigkeitsbegriffe.
Insgesamt zeigen die Arbeiten,
dass dieser schwache Begriff von
Reduktion geeignet gewshlt ist,
denn er ist insbesondere &quivalent
zu alternativen starker wirkenden
Reduktionsbegriffen ist.

Grollmann und Selman (1988) erarbeiten in ihrer Untersuchung zu Public-Key-Kryp-
tosystemen den Begriff von disjunkten NP-Paaren heraus.

Definition 2.1 (DisjNP, DisjCoNP). Zwei Mengen A, B € ¥* bilden ein disjunktes NP-Paar
(A,B) falls A,B € NP und A N B = (. Die Klasse aller disjunkten NP-Paare schreiben
wir als DisjNP.

Analog kénnen wir die Klasse DisjCoNP aller disjunkten coNP-Paare definieren. <

Intuitiv mit dieser Definition verkniipft ist folgendes ,,Promise-Problem*: gegeben
eine Instanz x € A U B, entscheide ob x € A oder x € B. Das Versprechen bzw. Promise
ist hierbei, dass x sicher in A oder B enthalten ist; ein entsprechender Entscheidungs-
algorithmus kann sich fiir Eingaben x" & A U B beliebig verhalten.

Entsprechend diesem Promise-Problem ergibt sich formal folgende Definition von
,Losbarkeit“: Wir nennen ein disjunktes NP-Paar (A, B) P-separierbar wenn ein Separa-
tor S € P existiert sodass A C Sund B C S.

Reduktionen

Wie iiblich kénnen wir mittels Reduktionen die Sprachen der Komplexititsklassen
nach ihrer Schwierigkeit ordnen. Seien A, B zwei Sprachen:

e A §$ B wenn A mittels einer Orakel-PTM mit Orakel B entschieden werden kann,
bzw. A € PB (Turing- bzw. Cook-Reduzierbarkeit; siche unten fiir einen prizisen
Orakel-Begriff).

+ A < Bwenn eine Funktion f € FP existiert mitx € A < f(x) € B (Many-
one- bzw. Karp-Reduzierbarkeit).

e A Sll) B wenn eine injektive Funktion f € FP existiert mitx € A < f(x) € B
(One-one-Reduzierbarkeit).

e A Sllji B wenn eine injektive und P-invertierbare Funktion f € FP existiert mit
xEA < f(x) €B.

Fiir die Funktionenklassen hat sich folgender sehr starke Begriff von Many-one-Re-
duzierbarkeit herausgebildet (vgl. Kébler und Messner, 2000; Beyersdorff, Kébler und
Messner, 2009; Pudldk, 2017). Seien g, h zwei Multifunktionen:

+ g <P hwenn eine Funktion f € FP existiert mit set-g(x) = set-h(f(x)).
Insbesondere fiir zwei Funktionen g, h € FP gilt
+ g <b hwenn eine Funktion f € FP existiert mit g(x) = h(f(x)).

Auf den Paaren aus DisjNP und DisjCoNP hat sich folgender Begriff von Reduzierbarkeit
herausgebildet.’ Seien (A, B), (C, D) zwei disjunkte NP-Paare (bzw. zwei disjunkte coNP-
Paare):

* (A,B) <IP (C,D) wenn eine Funktion f € FP existiert mit f(A) C Bund f(B) C C.

Jede dieser Ordnungsrelationen ist reflexiv und transitiv, also eine Quasiordnung.
Beachte, dass (auf Mengen) <! . feiner als <! ist, und diese feiner als <§,, und diese fei-
ner als <P ist. Beachte auch, dass P und NP auf <}, (und <%) nach unten abgeschlossen



sind. Ebenso ist die Teilmenge FP der Multifunktionen auf <, nach unten abgeschlos-

sen, und die P-separierbaren Paare auf <}¥ nach unten abgeschlossen:

A <P Bund B € NP = A ENP
A<P BundB e P = AEP
g<h hundh €_FP = gE.FP

(A,B) SEF (C,D) und (C, D) ist P-sep. = (A, B) ist P-sep.

Sei C eine Komplexititsklasse und < eine der obigen Reduktionsordnungen. Wie iiblich
nennen wir nun eine Sprache A <-hart fiir C wenn A eine obere Schranke fiir € geordnet
tiber < ist (d.h. B < A fiir alle B € (). Wir nennen A <-vollstandig fiir C wenn A € C
ein groltes Element von ¢ geordnet iiber < ist (d.h. B < AfiiralleB € cund A € ().
Geht die Klasse ¢ aus dem Kontext hervor, lassen wir manchmal auch die Angabe , fiir
C*“ weg. Auf Mengen betrachten wir iiblicherweise die Reduktionsordnung <}, und
nennen daher manchmal eine Sprache A kurz C-vollstindig wenn A <§ -vollsténdig fiir
C ist. Auf Grundlage der Existenz universeller effizienter Turing-Maschinen kénnen
fiir die Klassen P und NP jeweils eine kanonische <}, -vollstindige Menge angegeben
werden. Fiir NP ist diese

Definition 2.2.
KAN £ {(N,x, 1) | N ist eine NTM und ex. Rechenweg o auf N(x)

mit < n vielen Schritten}. g

Lemma 2.3. Die Menge KAN ist < -vollstindig.

Polynomialzeitlsomorphie

Auf Mengen erzeugen die obigen Reduktionsordnungen je eine kanonische Aquivalenz-
ordung (,,Duplikatrelation®):

df

«A=bB = A<h BundB <h A
ca=PB & A <PBundB <P A
. A =P df P P
A=];B & A<] BundB <] A

=P .

Wir definieren nun auch noch die P-Isomorphie als eine Verfeinerung von = ;:

c A=PB & esexistiert eine bijektive und P-invertierbare Funktion f € FP mit
X €E A o f(x) €B.

Gilt A =P B dann sagen wir auch dass A und B P-isomorph sind. Im Folgenden werden
noch die wichtigsten bekannten Aussagen beziiglich P-Isomorphie zusammengefasst:

Berman und Hartmanis (1977) zeigen dass =0 .-dquivalente Sprachen dann P-iso-
morph sind, wenn die jeweiligen Reduktionsfunktionen verlingernd sind.

Satz 2.4 (Berman und Hartmanis, 1977). Gilt A <P Bviafund B <?

<L <};Aviag,undfundg
sind verldngernd, dann gilt A =P B.

Um die Voraussetzungen vom vorigen Satz 2.4 zu vereinfachen, fiihren sie den Be-
griff der paddability ein.

Komplexitatsklassen
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Definition 2.5. Eine Sprache A heiflt (Berman-Hartmanis-)paddable genau dann wenn
eine injektive und P-invertierbare Funktion g € FP existiert sodass fir alle x,y € %*
gilt:

XEA &= g(xy) €A

Das heil3t, g fiigt einen beliebigen String y zur ,,Probleminstanz* x hinzu, sodass die Mit-
gliedschaft zu A unverindert bleibt, und die beiden originalen Strings x und y wieder
rekonstruiert werden kénnen. <

Paddability erlaubt es, Many-one-Reduktionen zu verldngernden Reduktionen zu
verstdrken:

Satz 2.6 (Berman und Hartmanis, 1977, Thm. 5, 7). (1) Ist A paddable so gibt es fiir je-
des B mit B <h, A eine injektive P-invertierbare verlingernde Funktion f € FP, welche

B <P redlisiert.

(2) Sind A, B paddable, so folgt aus A =5, stets A =P.

Mit obigem Begriff von Paddability ldsst sich die =P-Aquivalenzklasse von KAN ins-
besondere folgendermalen charakterisieren:

Satz 2.7. Eine Menge A € NP ist genau dann P-isomorph zu KAN wenn A <h -vollstindig und
paddable ist.

Berman und Hartmanis machen die empirische Beobachtung, dass die ihnen be-
kannten bekannten <} -vollstindigen Mengen fiir NP alle paddable sind, also auch
paarweise P-isomorph sind. Aufbauend auf dieser Beobachtung vermuteten Berman
und Hartmanis, dass das fiir alle NP-vollstdndigen Mengen gilt.

Vermutung 2.8 (IC). Alle <} -vollstindigen Mengen fiir NP sind P-isomorph. In anderen Wor-
ten: die =F,-Aquivalenzklasse der vollstindigen Mengen ist gleich der =P-Aquivalenzklasse von
KAN.

2.4 Orakel und Relativierungen

Wie in der Einleitung schon angesprochen, ist die Idee hinter Orakel-Berechnungen die
Untersuchung, welche Probleme B effizient(er) durch einen Algorithmus geldst werden
konnen, wenn der Algorithmus eine (fiktive) Mglichkeit hat, ein (ggf. sehr schweres)
Problem A ohne Rechenaufwand zu l6sen. Der Zugriff auf A kann also wie ein ,,Nach-
schlagewerk* oder ,,Blackbox-Funktion* verstanden werden, die auf magische Weise A
augenblicklich 16st.

Diese Idee wird im Berechnungsmodell der Orakel-Turing-Maschine (OTM) forma-
lisiert. Orakel-Turing-Maschinen sind eine Erweiterung der (deterministischen und
nichtdeterministischen) Turing-Maschinen, die zum Eingabe-, Arbeits- und Ausgabe-
band auch noch ein separates Orakelband haben. Ferner existieren drei ausgezeichnete
Zusténde G2, Gyes, Gno- .

Gegeben ein Orakel A C X* kénnen OTM nun Fragen der Form x € A an das Ora-
kel stellen, indem sie ein Wort x auf das Frageband schreiben, und in den Zustand g,
libergeht. Im unmittelbar nichsten deterministischen Schritt der Berechnung wird der
Zustand qy.; eingenommen falls x € A, sonst der Zustand qy,,.



Aus dieser Beschreibung wird klar, dass eine Berechnung einer OTM sowohl von
der Eingabe x abhidngig ist, als auch vom Orakel 4, relativ zu diesem M(x) rechnet. Wir
schreiben dann auch kurz M* wenn wir die OTM M mit festem Orakel A meinen, und
M*(x) die Berechnung der OTM M auf Eingabe x mit Orakel A. Entsprechend kénnen wir
auch die Laufzeit timef,[(x) definieren, und von (deterministischen bzw. nichtdetermi-
nistischen) Polynomialzeit-Orakel-Turing-Maschinen (POTM, NPOTM) sprechen, wenn
die Laufzeit auf allen Eingaben und fiir alle Orakel polynomiell durch die Eingabeldnge
beschrankt ist.

Wir kénnen nun die relativierten Komplexititsklassen P°, NP?, FP°, NPMV?, ... re-
lativ zu einem gegebenen Orakel O definieren, wobei in der jeweiligen Definition die
TM durch OTM ersetzt werden, welche Zugriff auf das Orakel 0 haben. Diese Relati-
vierung tibertrédgt sich auch auf unsere weiteren Definitionen, wie z.B. Reduktion und
Vollstindigkeit. Wir schreiben z.B. A <%° B wenn eine Funktion f € FP? existiert mit
X € A & f(x) € B. Die kanonische NP-vollstandige Menge KAN kann ebenso zu KAN®
relativiert werden. Zur Vollstandigkeit

KANC & {(N,x, 1) | N ist eine NOTM und akz. x relativ zu O
auf einem RW mit < n vielen Schritten}.

Die Vollstindigkeit relativiert insbesondere, heilt wir haben A SE{O KAN fiir alle Ora-
kel 0 und Mengen A € NP, Fiir natiirliche Mengen wie SAT usw. werden wir in dieser
Arbeit dagegen keine relativierte Variante definieren. In diesem Sinne ist SAT im Allge-
meinen nicht <°-vollstindig, in dem Sinne dass ein Orakel 0 existiert und eine Menge
A € NPO sodass A ¢%° SAT.6

In allgemeineren Beweisen, die nicht konkrete natiirliche Mengen betreffen, lassen
sich tiblicherweise alle beteiligten TM mit OTM auswechseln, ohne die Giiltigkeit der
Aussage zu verdndern. Aussagen bzw. Beweise, die in solchen relativierten Umgebun-
genrelativ zu jedem beliebigen Orakel O gelten, nennen wir relativierende Aussagen bzw.
Beweise. Das haben wir z.B. schon bei der relativierenden <}, -Vollstindigkeit von KAN
gesehen. Auch das Diagonalargument in einem typischen Beweis des Hierarchiesatzes
P C E relativiert beispielsweise. Das lédsst sich intuitiv so erkldren, dass bei diesem
Argument Polynomialzeit-Turing-Maschinen durch eine Exponentialzeit-Turing-Ma-
schine simuliert werden. Es ist aber klar, dass eine solche Simulation auch analog mit
Orakeln funktioniert: NPOTMs relativ zu O lassen sich auch durch eine Exponentialzeit-
Turing-Maschine relativ zu O simulieren. Damit sehen wir, dass auch auch P° C E° fiir
jedes beliebige Orakel O gilt.

Im Folgenden soll jede Aussage als relativierbar verstanden werden, es sei denn es
wird auf die Nichtrelativierbarkeit hingewiesen, oder von konkreten natiirlichen Men-
gen gesprochen, welche ohnehin nicht relativieren.

2.5 Beweissysteme

Beweissysteme wurden in der Einleitung schon kurz definiert. In diesem Abschnitt wird
die prézise Definition von Cook und Reckhow (1979) wiedergegeben.

Definition 2.9. Eine Funktion f € FP ist ein Beweissystem fiir L wenn img(f) = L. Gilt
f(w) = x, sagen wir auch, dass w ein f-Beweis fiir x ist.

Beweissysteme 19

6. Es ist durchaus mdglich, SAT so
zu verallgemeinern dass eine ent-
sprechende Variante auch relativiert
vollstandig bleibt. Um das zu errei-
chen, ergénzt man ublicherweise die
SAT-Formeln durch n-stellige Pradika-
te X, (X1, X,, ... ,X,) und interpretiert
diesen Term als wahr genau dann
wenn X, X, -+ X, im Orakel liegt. So
zum Beispiel bei Dingel (2022).
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Existiert zudem ein Polynom q sodass fiir jedes x € L ein f-Beweis w der Linge <
q(Ix) existiert, sagen wir dass f kurzen Beweise hat. <

Beachte dass ,.f hat kurze Beweise* nicht bedeutet, dass f nur kurze Beweise hat: im
Allgemeinen ist f nicht ehrlich.

Cook und Reckhow stellen die Frage, welche Mengen Beweissysteme mit kurzen Be-
weisen haben. Ein einfaches Beweissystem fiir die Menge SAT € NP wire das Standard-
beweissystem sat flir SAT:

sat(p,w) =

«f |@ wennw eine erfiillende Belegung fiir ¢ ist,
1 sonst.

Dieses Beweissystem hat kurze Beweise.

Cook und Reckhow machen dagegen die Beobachtung, dass TAUT genau dann ein
Beweissystem mit kurzen Beweisen hat, wenn NP = coNP. Diese Einsicht motivierte
das sogenannte Cook-Reckhow-Programm (vgl. Buss, 1996): man ndhert sich der Frage
NP # coNP mittels Untersuchung immer stirkerer Beweissysteme. Um nun die relative
Stdrke unterschiedlicher Beweissysteme zu vergleichen, fithren Cook und Reckhow den
Begriff der Simulation ein.

Definition 2.10. Seien f, g zwei Beweissysteme fiir L. Wir sagen dass f das Beweissys-
tem g simuliert wenn eine (nicht notwendigerweise effizient oder berechenbare) poly-
nomiell ldingenbeschréankte Funktion m existiert sodass

fm(w)) = g(w).

Heift, fiir jeden g-Beweis w fiir x existiert auch ein f-Beweis n(w) fiir das gleiche x, und
dieser f-Beweis m(w) ist nur polynomiell langer als w.
Ist zusdtzlich m € FP, dann sagen wir, dass f das Beweissystem g P-simuliert. <

Wenn klar ist, dass f und g Beweissysteme fiir die gleiche Menge sind, konnen wir
abkiirzend alternativ auch dquivalent g <h, fschreiben, um zu sagen, dass f das Be-
weissystem g P-simuliert

Die Beweissysteme mit kurzen Beweisen sind unter Simulation abgeschlossen, und
die P-Invertierbarkeit von Beweissystemen sind unter P-Simulation abgeschlossen:

Beobachtung 2.11. Seien h, h' zwei Beweissysteme fiir L.

(1) Wenn h kurze Beweise hat, und h’ das Beweissystem h simulieren kann, dann hat auch h’
kurze Beweise.

(2) Wenn h P-invertierbar ist, und h’ das Beweissystem h P-simulieren kann, dann ist auch
h’ P-invertierbar.

Die Relation der (P-)Simulation generiert wieder eine Quasiordnung, die nach der
Existenz von groRten Elementen untersucht werden kann. Hieraus ergibt sich der Be-
griff der (P-)Optimalitit.

Definition 2.12. Ein Beweissystem f fiir L ist (P-)optimal wenn es jedes Beweissystem g
fiir L (P-)simulieren kann.

Die P-Optimalitit von fist 4quivalent zur <F,-Vollstiandigkeit von ffiir die Teilmenge
der Funktionen aus FP mit Bildmenge L. <



Die beiden Definition relativieren natiirlicherweise, und wir kénnen so z.B. von P°-
optimalen Beweissystemen f € FP° sprechen, wenn fiir jedes Beweissystem g € FP°
eine Funktion h € FPY existiert mit f(h(w)) = g(w).

Jedes Beweissystem mit kurzen Beweisen ist auch optimal.

Beobachtung 2.13. Seif € FP ein Beweissystem fiir L. Hat f kurze Beweise, dann ist f optimal.

Beweis. Seig € FP ein Beweissystem fiir L. Wir zeigen, dass f das Beweissystem g simu-
lieren kann. Nachdem fkurze Beweise hat, existiert auch eine (nicht notwendigerweise
berechenbare) Funktion u und ein Polynom ¢, sodass u jedem x € L einen f-Beweis u(x)
mit [u(x)| < q(Jx|) zuweist. Damit gilt insbesondere f(u(x)) = x.

Sei nun m(w) & u(g(w)). Zum einen gilt

f(m(w)) = f(u(g(w))) = g(w),

hei3t g-Beweise kdnnen in f-Beweise umgeschrieben werden. Auerdem ist = polyno-
miell langenbeschrinkt: es gilt

lrw)| = lu(gw))l < q(lgw)l) < q(p(jw)),

wobei p das Polynom ist, welches die Laufzeit von g beschrénkt. O

Im Zusammenhang mit dem Cook-Reckhow-Programm weisen Kraji¢ek und Pud-
14k (1989) darauf hin, dass die Existenz eines optimalen Beweissystems fiir TAUT wahr-
scheinlich schwicher ist, als die Existenz eines Beweissystems mit kurzen Beweisen,
denn Ersteres folgt schon aus NE = coNE. K&bler, Messner und Tordn (2003) schwi-
chen diese Voraussetzung auf NEE = coNEE ab.

Fiir die Mengen aus P bzw. NP existieren P-optimale bzw. optimale Beweissysteme:

Beobachtung 2.14. (1) Ist A € P, dann existiert ein P-optimales Beweissystem fiir A mit
kurzen Beweisen.

(2) Ist A € NP, dann existiert ein optimales Beweissystem fiir A mit kurzen Beweisen.

Beweis. Zu (1): Betrachte die Funktion

ho def {j_ wennx € A '

sonst

Diese Funktion ist definitiv ein Beweissystem in FP fiir A. Klar ist auch dass h kurze
Beweise hat. Dieses Beweissystem ist P-optimal, denn wenn g ein Beweissystem fiir A
ist, gilt g(w) = h(g(w)), also g <}, h.

Zu (2): Kann durch die bekannte Zertifikats-Definition von NP gezeigt werden (was im
spdteren Teil der Arbeit auch geschieht), zur Vollstindigkeit l4sst sich an dieser Stelle
aber auch ein Beweis iiber die NPTM-Definition von oben angeben. Sei N eine NPTM,
welche A in polynomieller Laufzeit p entscheidet. Definiere nun

hix o) & {x N(x) akz. auf Rechenweg o

1 sonst
Nachdem L(N) = A ist h definitiv ein Beweissystem fiir A. Es ist auch klar, dass f € FP.

Nachdem akzeptierende Rechenwege hichstens polynomiell ldnger als x sind, hat h
kurze Beweise. Also ist h nach Beobachtung 2.13 auch optimal. O
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22 Grundlagen

Insbesondere mit dem letzten Punkt konnen die optimalen Beweissysteme der Men-
gen aus NP auch als Beweissysteme mit kurzen Beweisen charakterisiert werden:

Beobachtung 2.15. Sei A € NP und f ein Beweissystem fiir A. Das Beweissystem f ist optimal
genau dann wenn f kurze Beweise hat.

Beweis. Richtung von rechts nach links klar, das gilt schon im allgemeinen Fall nach Be-
obachtung 2.13. Fiir die andere Richtung sei f ein optimales Beweissystem fiir A. Dann
muss f auch das Beweissystem h mit kurzen Beweisen aus voriger Beobachtung simu-
lieren. Fiir jeden kurzen h-Beweis w fiir x existiert dann ein hochstens polynomiell lan-
gerer f-Beweis m(w). O

Die Existenz eines (P-)optimalen Beweissystems fiir eine Menge L ist eine Eigen-
schaft, die sich bzgl. <}, nach unten iibertragt:

Lemma 2.16 (Messner, 2000, Thm. 3.2). Hat A ein (P-)optimales Beweissystem und B <h, A,
dann hat auch B ein (P-)optimales Beweissystem.

Der Beweis von Messner relativiert dabei insbesondere. In Kombination mit voll-
stdndigen Mengen erhalten wir hieraus folgendes Korollar:

Korollar 2.17. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) Es existiert eine <h -vollstindige Menge A fiir NP, fiir welche ein (P-)optimales Beweis-
system h existiert. (Das ist die Aussage —~SAT.)

(2) Fiir jede Menge B € NP existiert eine (P-)optimales Beweissystem.
Analoge Aquivalenzen gelten fiir coNP.

Das erkldrt auch die Form, in der wir in der Einleitung die Hypothese SAT, TAUT ge-
wihlt haben. Urspriinglich sagte die Hypothese TAUT aus, dass kein P-optimales aussa-
genlogische Beweissystem existiert, also kein Beweissystem fiir die coNP-vollstdndige
Menge TAUT existiert. Mit dem vorigen Korollar ist klar, dass diese Aussage im unrela-
tivierten Fall 4quivalent zu unserer hier gewéhlten Definition von TAUT ist: Keine <},-
vollstindige Menge A fiir NP hat ein P-optimales Beweissystem. Denn wenn ein P-optimales
Beweissystem fiir TAUT existiert, dann auch fiir eine coNP-vollstindige Menge. Fiir die
andere Richtung, wenn fiir eine coNP-vollstindige Menge ein P-optimales Beweissys-
tem existiert, dann auch fiir alle Mengen in coNP, also insbesondere auch fiir TAUT.

Die hier gewihlte Charakterisierung hat vor allem den Vorteil, dass SAT, TAUT, TAUTN
auf nattirliche Weise relativieren. So relativiert beispielsweise SAT auf Orakel O zur
Aussage ,kein <P;%-vollstindiges L & NP? fiir NP© hat ein P%-optimales Beweissystem
f € FP%“, Das entspricht genau der Form von Relativierung, welche als erstes von Dose
(2020a) vorgeschlagen wurde.



3 Zur Konzeptualisierung und Ordnung von
Suchproblemen

In diesem Kapitel werden wir grundsitzlich tiberlegen, wie NP-Suchprobleme in der
Komplexitdtstheorie erfasst werden kénnen, wie wir diese in ihrer Schwierigkeit unter-
einander vergleichen kénnen und in welcher Beziehung sie zu den NP-Entscheidungs-
problemen stehen. In Abschnitt 3.1 werden wir eine formal prézise Definition von NP-
Suchproblemen erarbeiten, wie sie bereits in der Einleitung intuitiv vorgestellt wur-
den. Das umfasst auch die Unterklasse TFNP der totalen NP-Suchprobleme.

In Abschnitt 3.2 gehen wir auf die Beziehung zwischen NP-Suchproblemen und den
entsprechenden NP-Entscheidungsproblemen ein. Insbesondere zeigen wir, in welchen
Situationen das Entscheidungsproblem ,,gleich schwer* wie das Suchproblem ist (das
ist das Argument search reduces to decision), und in welchen nicht.

Um die Schwierigkeit der unterschiedlichen NP-Suchprobleme zu vergleichen, wer-
den wir - analog wie auf den Entscheidungsproblemen - ein Begriff der Levin-Redu-
zierbarkeit definieren. In Abschnitt 3.3 definieren wir diesen Reduzierbarkeits-Begriff
prizise und betrachten Eigenschaften des entsprechenden Vollstindigkeitsbegriffs. In
diesem Zusammenhang betrachten wir auch die bekannteren verwandten sparsamen
(,,parsimonious“) Reduktionen.

3.1 Definition von Suchproblemen

Wir geben hier noch einmal die Definition von Suchproblemen wieder, welche schon in
der Einleitung erarbeitet wurde. Als Suchprobleme verstehen wir das algorithmische
Problem, gegeben eine Probleminstanz x € X*, entweder eine entsprechende positi-
ve Losungsinstanz y € ¥* zu berechnen, oder negativ abzulehnen. Hier noch einmal
das Beispiel (7) aus der Einleitung: gegeben eine aussagenlogische Formel ¢, berechne
entweder eine Belegung y welche ¢ erfiillt, oder gebe ,,unerfiillbar* aus. Die wesentli-
che Einschrinkung, welche wir auch schon in der Einleitung festgelegt haben, ist die
Einschrankung auf NP-Suchprobleme. Zur Erinnerung: wir meinen damit, dass

« die Losungen nur polynomiell langer als die Probleminstanzen sind, und

« effizient in Polynomialzeit verifiziert werden kann, ob zu einer gegebenen Pro-
bleminstanz x ein beliebiges Wort y tatsichlich eine (positive) Losung im Sinne
des Suchproblems darstellt oder nicht.

(Wir fordern im Ubrigen nicht, dass negatives Ablehnen effizient verifiziert werden
kann.) Um das Beispiel wieder aufzugreifen: Zum einen haben Formeln ¢, welche tiber-
haupt erfiillbar sind, eine erfiillende Belegung in der Lange von ¢. Zum anderen kann
effizient gepriift werden, ob y tatséchlich eine erfiillbare Belegung von ¢ ist.

Wir kénnen die beiden obigen Punkte noch einmal in eine formale Definition gieRen:
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24 Zur Konzeptualisierung und Ordnung von Suchproblemen

Definition 3.1 (NP-Relation, FNP). Eine NP-Relation ist eine binire Relation R C X* x
2%, sodass diese

(1) in Polynomialzeit entscheidbar ist, d.h. R € P, bzw. genauer {(x,y) | (x,y) €
R} € P,und

(2) polynomiell lingenbeschrénkt ist, d.h. es existiert ein Polynom g, sodass

(x,y) ER = |yl <q(xl) furallex,y e X*. (3.1)

Die Worter der ersten Komponente nennen wir Probleminstanzen oder Instanzen oder
Probleme von R, die Worter der zweiten Komponente nennen wir die R-Zertifikate (oder
manchmal R-Lésungen). Wir sagen dann fiir (x,y) € R, dass y ein R-Zertifikat fiir x ist.
In diesem Sinne sagt (3.1) aus, dass Zertifikate y fiir x nicht superpolynomiell linger als
x sein diirfen. Das Polynom q nennen wir auch die Zertifikatsschranke zu R.

Wir schreiben FNP fiir die Klasse aller NP-Relationen. <

Das oben diskutierte allgemeine Suchproblem zu einer NP-Relation R kann jetzt wie
folgt formal formuliert werden:

Suchproblem zur NP-Relation R:

Gegeben: Instanzx € L*.
Gesucht: Zertifikat y € X* mit (x,y) € R falls ein solches y iiberhaupt
existiert, sonst ,,keine Losung" ausgeben.

Zur Erinnerung:
Proj(R) = {x | Jy € ¥*, (x,y) € R} € NP.

Die Menge Proj(R) ist also die Menge der Probleminstanzen, fiir welche mindestens
ein zugehoriges Zertifikat existiert; damit entspricht Proj(R) derjenigen Menge, die
tiblicherweise bei algorithmischen Entscheidungsproblemen betrachtet wird. Um die
beiden Varianten noch einmal gegentiberzustellen: das entsprechende Entscheidungs-
problem einer NP-Relation R lautet

Entscheidungsproblem zur NP-Relation R:

Gegeben: Instanzx € L*.
Gesucht: Akzeptieren falls ein Zertifikat y € X* mit (x,y) € R existiert,
sonst ablehnen.

Das entspricht genau dem Entscheiden der Sprache Proj(R) im sonst tiblichen Sinn.
Damit wird auch klar, dass das entsprechende Entscheidungsproblem bzw. die Sprache
Proj(R) nicht von der konkreten Relation R abhingig ist. Vielmehr: zur Sprache L exis-
tieren ggf. unendlich viele NP-Relationen R mit Proj(R) = L. Fiir eine Sprache L sagen
wir dann auch, dass R eine NP-Relation fiir L ist, wenn Proj(R) = L.

Die Zugehorigkeit des entsprechenden Suchproblems zu NP folgt hierbei unmittel-
bar aus der Definition von NP-Relationen. (Rate nichtdeterministisch ein Zertifikat
und akzeptiere wenn dieses korrekt ist.) Im nichsten Abschnitt wird die Beziehung
zwischen NP-Suchproblemen bzw. NP-Relationen einerseits, und Entscheidungspro-
blemen bzw. Mengen aus NP andererseits, weiter behandelt. Festhalten kénnen wir
hier aber schon, dass das Suchproblem offenbar ,schwieriger* ist als das alleinige
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Entscheidungsproblem: wenn das Suchproblem l6sbar ist, dann ist auch das Entschei-
dungsproblem lésbar.

Im Folgenden werden eine Beispiele von natiirlichen NP-Relationen angegeben. Um
diese von den sonst iiblicherweise verwendeten Labels fiir Mengen bzw. Suchprobleme
abzugrenzen, sind im Verlauf dieser Arbeit NP-Relationen zu nattirlichen Suchproble-
men immer mit einem r am Anfang gekennzeichnet.

def

« TLARGESTMATCHING = {(G, M) | G ist ein Graph, M ein grétes Matching auf G}.
Das korrespondiert zum Suchproblem (3) aus der Einleitung.

« rSAT ¥ {(¢,w) | ¢ ist eine aussagenlogische Formel, w erfiillende Belegung fiir
¢}. Das korrespondiert zum Suchproblem (7) aus der Einleitung,.

« rCLIQUE ¥ {((G,k),C) |G ist ein Graph, C eine Clique mit > k Knoten}. Das

korrespondiert zu Suchproblem (6) aus der Einleitung.
def

« THAMCYCLE = {(G, P) | G ist ein Graph, P ein Zyklus, welcher jeden Knoten von G
genau einmal beriihrt}.
def

+ TANOTHERHAMCYCLE = {((G,P),P") | Gist ein Graph, P, P’ je ein Zyklus der jeden

Knoten genau einmal beriihrt, P # P'}.
def

« rFACTORIZATION = {(n, (py,py, ---,Px)) | n € N,n > 1, alle p; Primzahlen, und

n = p; -+ pi}. Das korrespondiert zum Suchproblem (1) aus der Einleitung.

« rFACTOR ¥ {(n,p) | n € N, n > 1ist nicht prim, und p ist ein Primfaktor von

n}.
« TSMALLFACTOR & {((n,a),p) | n € N,n > 1istnicht prim, und p < aist ein

Primfaktor von n}.

« vGI ¥ {((G,H),0) | G, Hsind Graphen mit gleicher Knotenmenge, und o ist ein

Graphisomorphismus von G nach H}.

Jede dieser Relationen ist auch eine NP-Relation. Beachte, dass die Menge der Primzah-
len in Polynomialzeit entscheidbar ist (Agrawal, Kayal und Saxena, 2004). Bei jeder der
obigen natiirlichen Relationen gilt, dass die Projektion auch der sonst iiblichen Sprache
aus NP zum Entscheidungsproblem entspricht. Wir haben z.B.

def

Proj(rCLIQUE) = {(G, k) | ex. Clique C von Graph G mit > k Knoten} = CLIQUE.

Die Definition von Suchproblemen als NP-Relationen ldsst es zu, Suchprobleme bzw.
NP-Relationen als ,,partielle Multifunktionen* zu verstehen. Selman (1994) definiert
in seiner Taxonomie der Funktionsklassen die Klasse NPMV;, als die Klasse derjenigen
Multifunktionen f € NPMYV, fiir die (der Graph) fin P liegt. Es ldsst sich leicht sehen,
dass die hier definierte Klasse FNP identisch zu Selman definierten Klasse NPMV, ist,
solange man Multifunktionen mit biniren Relationen identifiziert.

Mit dieser Perspektivierung ldsst sich auch formal definieren, was mit ,,Suchproblem
16sen” gemeint ist. Wir machen hierbei Gebrauch von Verfeinerungen von Multifunk-
tionen. Wir sagen, dass das Suchproblem zur NP-Relation R in Polynomialzeit l5sbar ist,
wenn R € FP. Diese Aussage bedeutet ja, dass eine Verfeinerung f von R existiert, und f
ist dabei eine (partielle) in Polynomialzeit berechenbare Funktion. Es existiert also ein
deterministischer Polynomialzeit-Transduktor T, welcher f berechnet. Fiir eine Einga-
beinstanz x wird also entweder T(x) einen Wert y ausgeben fiir deny = f(x) € set-R(x)
gilt, bzw. in anderen Worten, eine R-Losung y fiir x im Sinne der Definition 3.1. Oder,
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26 Zur Konzeptualisierung und Ordnung von Suchproblemen

falls T(x) ablehnt, dann ist x & dom(f) = Proj(R), heifdt ,f(x) lehnt ab“ bedeutet, dass
x keine Losung hat.

Unter dieser Definition von Losrbarkeit ist klar, dass das NP-Suchproblem ,,schwie-
riger* ist als das entsprechende NP-Entscheidungsproblem, in dem Sinne dass sich das
NP-Entscheidungsproblem auf das NP-Suchproblem reduzieren ldsst:

Beobachtung 3.2. Sei R eine NP-Relation. Falls R €. FP, dann gilt Proj(R) € P.

Der aktuelle Stand zur Losbarkeit der oben genannten natiirlichen Suchprobleme
ist:

* rLARGESTMATCHING & FP.

* NP=P < rSAT €.FP < rCLIQUE €, FP < rHAMCYCLE €, FP <
rANOTHERHAMCYCLE & FP.

?
+ Unklar, ob rSMALLFACTOR, rFACTOR, rFACTORIZATION & FP. Wir haben aber
UP N coUP =P = rSMALLFACTOR €, FP < rFACTOR €, P <
rFACTORIZATION &, FP.

?
« Unklar, ob rGI €, FP.

Bevor nun im nichsten Abschnitt die Suchprobleme den Entscheidungsproblemen
ndher gegeniibergestellt werden, schlieRen wir diesen Abschnitt noch mit einer kurzen
Diskussion zu totalen Suchproblemen ab.

Totale NP-Suchprobleme

Die oben formulierte Definition von FNP ist genau diejenige, die von Megiddo und Pa-
padimitriou (1991) zuerst in dieser Form und Bezeichnung definiert wurde. Thre Moti-
vation war hierbei, insbesondere die totalen NP-Suchprobleme in den Blick zu nehmen.
Also solche NP-Suchprobleme, bei denen zu jeder Probleminstanz immer mindestens
ein Zertifikat bzw. Losung existiert. Die Faktorisierung ist beispielsweise ein solches
totales Suchproblem, da sich ja jede natiirliche Zahl faktorisieren ldsst.

Das sind - entsprechend dieser Definition von FNP bzw. Konzeptualisierung von
Suchproblemen - genau jene NP-Relationen, welche (links-)total sind: fiir jedes x € X*
existiert ein y € 2* mit (x,y) € R.In anderen Worten, Proj(R) = X£*. Die oben defi-
nierten NP-Relationen rFACTORIZATION und rFACTOR sind nicht total; nachdem die
negativen Instanzen aber einfach zu entscheiden sind, kénnen fiir beide NP-Relationen
effektiv dquivalente Relationen angegeben werden, die total sind:

7 def

+ rFACTORIZATION' & rFACTORIZATION U {(n, ungiiltig“) | n < 1}.
 rFACTOR' & rFACTOR U {(n, Jungtiltig”) | n < 1 oder n ist prim}.
Hierbei soll ,,ungiltig” ein String sein, welcher eine Losung darstellt. Megiddo und Pa-
padimitriou (1991) fassen diese totalen NP-Relationen zur Klasse TFNP zusammen;

Definition 3.3 (TFNP). Die Klasse TFNP ist die Teilmenge von FNP derjenigen NP-Re-
lationen R, welche linkstotal sind, heilt zu jedem x € %* existiert einy € X* mit
(x,y) ER. <
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Hierzu gehdren die oben genannten Varianten rFACTORIZATION' und rFACTOR'.
Fiir Megiddo und Papadimitriou befinden sich in TENP eine Vielzahl von interessanten
und schwierigen Suchproblemen, bei denen die Frage der Losbarkeit in Polynomialzeit
noch offen ist. Das betrifft unter anderem zahlentheoretische Probleme aus der Krypto-
graphie wie Faktorisierung oder diskreter Logarithmus. Beachte, dass TENP nicht iden-
tisch ist zur Klasse NPMV,: Die Klasse TFNP ist eine Teilmenge von NPMV, jener totalen
Multifunktionen f € NPMV,, fiir die der (der Graph) fin P liegt. Man kdnnte also TFNP
dquivalent als (NPMV), schreiben. Beachte, dass TFNP sogar eine echte Teilmenge von
NPMV, ist, auer P = NP:

Beobachtung 3.4 (vgl. Fenner, Fortnow, Naik und Rogers, 2003, Prop. 5). Wenn fiir alle
f € NPMV, auch (der Graph) f € P ist, dann gilt P = NP.

Wie in der Einleitung angesprochen, lésst sich die Aussage ,,alle Suchprobleme in
TFNP sind effizient 16sbar* auf einfache Weise dquivalent als Hypothese Q formulieren.

Beobachtung 3.5 (Fenner, Fortnow, Naik und Rogers, 2003). Folgende Aussagen sind
dquivalent:

(1) Aussage Q: fiir jede totale NPTM N (d.h. L(N) = %*) existiert eine Funktion g € FP
sodass fiir alle x € X* das Bild g(x) ein akzeptierender Rechenweg von N(x) ist.

(2) TENP C_ FP.

Beweis. (1) = (2): Sei R € TFNP mit Zertifikatsschranke p. Definiere die NPTM N
die auf Eingabe x erst ein Zertifikat y € Z=P(X) rit, und genau dann akzeptiert wenn
(x,y) € R.Esistklar, dass L(N) = Proj(R) = X*. Nach (1) existiert also g € FP sodass
g(x) ein akzeptierender Rechenweg von N(x) ist. Aus diesem Rechenweg ldsst sich nun
effizient das geratene Zertifikat extrahieren: sei g’ (x) definiert als der geratene Zeuge

y.Dannist (x,g'(x)) € Rund damit g’ eine Verfeinerung vonR.Dag’ € FPistR &, FP.
def

(2) = (1): Sei Neine NPTM mit L(N) = X*.Klar ist, dass die Relation R = {(x, &) | N(x)
akz. auf Rechenweg o} eine totale NP-Relation ist. Mit (2) existiert also eine Verfeine-
rung g € FP von R. Fiir x € £* ist also (x,g(x)) € R und nach Definition akzeptiert
also N(x) auf Rechenweg g(x), wie gewlinscht. d

Aus der Beschiftigung mit TFNP-Problemen kam es ferner zu einer umfassenden
Theoriebildung. So kam z.B. eine verfeinerte Betrachtung durch Aufmachen bestimm-
ter Unterklassen von TFNP hinzu. Diese Unterklassen verinnerlichen hierbei jeweils
das kombinatorische Prinzip, ,,warum* ein Suchproblem total ist (vgl. den Uberblick
von Goldberg und Papadimitriou, 2018). Exemplarisch seien hier zwei Unterklassen
skizziert:

« Die Unterklasse PLS (,,polynomial local search*) umfasst die Suchprobleme, wel-
che in die Form eines Suchgraphen mit polynomiellen Grad gebracht werden
konnen, worauf ein lokales Optimum gesucht ist. Das zugrunde liegende kom-
binatorische Prinzip zur Totalit4t wire ,,Endliche Suchgraphen haben immer ein
lokales Optimum® oder allgemeiner ,,Jeder endliche gerichtete azyklische Graph
hat eine Senke*.

Ein Beispiel hierfiir wire die Suche nach einem lokal optimalen Schnitt in ei-
nem Graphen; hier meint ,,lokal optimal®“, dass kein Flip eines Knotens zu mehr
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28 Zur Konzeptualisierung und Ordnung von Suchproblemen

Kantenschnitten fiithrt. Nachdem es nur exponentiell viele Schnitte gibt, muss
mindestens einer davon lokal optimal sein. Beachte auRerdem, dass lokale Op-
timalitdt in Polynomialzeit iiberpriift werden kann, denn es muss nur getestet
werden, ob einer der linear vielen mdglichen Flips eines Knotens zu einer Ver-
besserung fiihrt.

+ Die Unterklasse PPP (,,polynomial pigeon principle”) umfasst Suchprobleme,
welche aufgrund des kombinatorischen Schubfachprinzip total sind.

Ein Beispiel hierfiir ist das Gleiche-Summe-Suchproblem: gegeben n positive gan-
ze Zahlen die sich zu < 2" — 1 aufsummieren, finde zwei unterschiedliche nicht-
leere Teilmengen dieser Zahlen welche die gleiche Summe haben. Diese zwei
Teilmengen existieren immer nach Schubfachprinzip: es existieren 2" — 1 vie-
le nichtleere Teilmengen, jede davon mit Summe < 2" — 1, die Summen kénnen
also nicht alle unterschiedlich sein.

Auf die weitere Theorie der TFNP-Probleme wird in dieser Arbeit nicht weiter einge-
gangen. Wir werden aber in Abschnitt 3.3 noch Reduktionen auf NP-Relationen definie-
ren; dieser Reduktionsbegriff identisch zu dem sonst tiblichen Reduktionsbegriff auf
den TFNP-Problemen (Megiddo und Papadimitriou, 1991).

3.2 Suchprobleme vs. Entscheidungsprobleme

Wie in der Einleitung schon ausgefiihrt, konzentriert sich die algorithmische Komplexi-
tatstheorie primir auf die Entscheidungsprobleme und weniger auf die Suchprobleme.
Das ist durchaus fundiert: es geht mit einer Vereinfachung der Konzepte, Definitionen
und Theorien einher, und gleichzeitig lassen sich viele NP-Suchproblem auf das ent-
sprechende Entscheidungsproblem reduzieren. Gemeint ist damit: gegeben ein effizi-
enter Algorithmus A, welcher das korrespondierende NP-Entscheidungsproblem 16st,
kann auch ein effizienter Algorithmus A" angegeben werden, welcher das NP-Suchpro-
blem 16st. Dieses Argument wird als search reduces to decision beschrieben. In diesen Fal-
len ist dann die Losbarkeit der Entscheidungsvariante dquivalent zur Losbarkeit der
Suchvariante.

In diesem Abschnitt werden detailliert Suchprobleme und Entscheidungsprobleme
gegeniibergestellt und Forschungsergebnisse hierzu aus der Literatur prasentiert. Zum
einen wird die eben genannte Reduzierbarkeit und das search-reduces-to-decision-Argu-
ment ausgefiihrt, und zum anderen werden Ergebnisse vorgestellt, die darauf hinwei-
sen dass genau dieses Argument nicht fiir alle Suchprobleme zutriftt.

Zunichst sei auf die Beziehungen zwischen NP-Relationen und NP-Sprachen hin-
gewiesen. Tatsdchlich haben wir bereits gesehen, dass wir tiber die Projektion jedem
NP-Suchproblem bzw. NP-Relation ein korrespondierendes Entscheidungsproblem aus
NP zuordnen konnten. Tatsédchlich ldsst sich diese Zuordnung auch umkehren: zu jeder
Sprache bzw. Entscheidungsproblem L € NP existiert eine NPTM N, welche L entschei-
det. Diese induziert eine NP-Relation fiir L (akz. Rechenweg auf N(x) ist Ldsung fiir x).
Das ist die tibliche ,,Zertifikats-Charakterisierung von NP aus den Lehrbiichern.

Beobachtung 3.6 (Zertifikats-Definition von NP).

NP = {Proj(R) | R ist eine NP-Relation}.
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Damit ist im Ubrigen die obige Definition von NP-Relationen auch nicht neu sondern
schon immer mitgedacht. Die eben formulierte Charakterisierung findet sich in allen
tiblichen Einfiihrungswerken zur Komplexititstheorie.

Auch UP lisst eine solche Zertifikats-Definition zu, in der UP mit der Menge der
Projektionen von rechtseindeutigen NP-Relationen iibereinstimmt.

Zumindest fiir die P-NP-Frage ist es irrelevant, ob man sich auf Suchprobleme von
NP-Relationen oder auf Entscheidungsproblemen von NP-Mengen bezieht. Jedes NP-
Suchproblem ist in Polynomialzeit 16sbar genau dann wenn jede Menge in NP in deter-
ministischer Polynomialzeit entscheidbar ist.

Lemma 3.7. FNP C_.FP < P = NP.

Beweis. Die Richtung von links nach rechts ist klar, folgt ja aus der Losbarkeit des Such-
problems die Losbarkeit des Entscheidungsproblems (Beobachtung 3.2 mit Beobach-
tung 3.6).

Die Richtung von rechts nach links zeigen wir mittels Prafixsuche. Sei R eine beliebi-
ge NP-Relation mit Zertifikatsschranke g. Wir zeigen dass R €. FP. Betrachte folgende
Menge

AR E{(x2) | Ty € 259, (x,y) € R,z C y}).

Es ist leicht zu sehen dass Ay € NP. Also gilt nach Annahme auch A € P. Gegeben eine
Instanz x kann nun iterativ ein Prifix eines Zertifikats verldngert werden:
12+ €
2 solange |z| < q(|x|) tue (Invariante: wenn eine R-Lésung fiir x ex., dann existiert
eine R-Lésung y mit z C y)
wenn (x,z) € Rdann
‘ akzeptiere mit z
sonst wenn (x,z0) € A dann
‘ zZ « z0
sonst wenn (x,z1) € Az dann
‘ z <« z1
sonst
10 L ablehnen

NV o N o0 00 A W

11 ablehnen

Es ist klar, dass der obige Algorithmus eine Funktion definiert, welche eine Verfeine-
rung von R ist. Unter Annahme A, € P ist auch klar, dass diese Funktion von einem
PTM-Transduktor berechnet werden kann. Damit R €_ FP. O

Search reduces to decision

Es ist leicht zu sehen, dass der Suchalgorithmus von obigem Beweis so gedndert wer-
den kann, dass anstelle der Entscheidung von Ay auch Orakelfragen an ein (externes)
Orakel A gestellt werden konnen, d.h. das Suchproblem von R kann a la Cook auf das
Entscheidungsproblem von A, reduziert werden. In anderen Worten, R €. FP%%, Das
generalisiert sogar, wenn statt A ein beliebiges Orakel gewahlt wird, welches <I -voll-
standig fiir NP ist. Ist also Proj(R) <! -vollstindig fiir NP, dann gilt trivialerweise der
Spezialfall R €, FPP™®) Das ist genau das search-reduces-to-decision-Argument: ist das
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Entscheidungsproblem zu R iiber ein Algorithmus A effizient l6sbar, dann kann dieser
Algorithmus so eingesetzt werden, dass auch das Suchproblem zu R effizient durch ei-
nen Algorithmus A’ geldst werden kann.

Korollar 3.8 (Search reduces to decision fiir die NP-Vollstindigen). Sei R eine NP-Relation,
fiir die Proj(R) auch <} -vollstiindig fiir NP ist. Dann gilt R €. FPP™®),

Damit bleibten insbesondere diejenigen Situationen offen, in denen R eine NP-Rela-
tion ist, aber Proj(R) nicht <F -vollstindig fiir NP ist, also Proj(R) ein NP-Intermediate
ist.

Wie beim Suchalgorithmus aus obigem Beweis ist klar, dass Suchprobleme zumin-
dest immer auf eine Prafix- bzw. Bisektion-Entscheidungsvariante reduziert werden
kénnen. Im allgemeinen Fall: fiir jede NP-Relation R mit Laufzeitschranke g gilt

R €, FP'* wobei Ly = {(x,z) | 3y € Z59™) | (x,y) €R,zC y} € NP
und
R €, FPf wobei L, = {(x,2) | 3y € Z39) | (x,y) € R,y < z} € NP,

jeweils mit einer polynomiellen Anzahl an Orakelfragen.
Konkret ist das zum Beispiel der Fall bei der NP-Relation rSMALLFACTOR. Zur Erin-
nerung, wir haben

Proj(rSMALLFACTOR) = {(n,a) | n > 1 nicht prim, ex. Faktor p > 1 von n mitp < a}.

Wollen wir fiir gegebene n, a einen Faktor p < a finden, kénnen wir diesen mit binérer
Suche un polynomiell vielen Orakelfragen an Proj(rSMALLFACTOR) finden. In anderen
Worten, es gilt rSMALLFACTOR € FpProJ(xSHALLFACTOR),

Mittels der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegun lasst sich im Ubrigen zeigen, dass
Proj(rSMALLFACTOR) € UP N coUP. Damit ergibt sich auch der auf S. 26 angegebene
Stand, dass ein Kollaps von UPNcoUP mit P zur Folge hitte, dass rSMALLFACTOR € FP.

Das search-reduces-to-decision-Argument hat aber auch Grenzen: Diese Technik schei-
tert insbesondere, wenn wir wirklich immer die exakte Projektion als Entscheidungs-
problem verstehen. Betrachte zum Beispiel die NP-Relation zur linearen Teilbarkeit:

rLINDIV ¥ {((a,b),k) | a, bk € N,a-k+ 1 teilt b}.

Unter Annahme von NP # coNP gilt Proj(rLINDIV) ¢ P (Adleman und Manders,
1977); ob Proj(rLINDIV) auch <} -vollstiandig fiir NP ist, bleibt unklar. Bei dieser NP-
Relation wiére nun nicht ersichtlich, wie das Suchproblem auf das Entscheidungspro-
blem reduziert werden konnte; eine triviale binédre Suche wie oben ist ja nicht moglich.

Fiir andere Suchprobleme existieren aber nichttriviale Moglichkeiten das Suchpro-
blem auf das (natiirliche) Entscheidungsproblem zu reduzieren, auch wenn das Ent-
scheidungsproblem nicht in der Form einer Bisektion bzw. Préfixsuche ist. Hierbei wird
die spezifische Struktur des Problems ausgenutzt. Ein Beispiel ist rSAT: Gegeben Formel
@, teste mittels dem Orakel, ob ¢[x, /0] € SAT oder ¢[x;/1] € SAT.Hier meint ¢[x, /0]
die Formel, welche entsteht wenn alle Vorkommen von Variable x; in ¢ mit 0 ersetzt
werden, ¢[x, /1] analog. Sollte jetzt ¢[x,/0] € SAT stimmen, dann wissen wir dass es
eine Belegung fiir ¢ existiert die ¢ erfiillt und gleichzeitig x, auf 0 setzt. Wir kénnen
dann iterativ auf dem gleichen Weg eine Belegung fiir die nichste Variable x, bestim-
men usw. (Der Fall dass ¢[x,/1] € SAT ist analog.) Es gilt daher rSAT € FPFrI(SAD),
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(Beachte aber, dass Proj(rSAT) = SAT schon < -vollstindig ist. Damit folgt rSAT €
FPSAT schon aus Korollar 3.8.)

Ein weiteres nichttriviales Beispiel wire die NP-Relation rGI. Zur Erinnerung: dieses
Suchproblem sucht nach einem Graphisomorphismus zwischen zwei gegebenen Gra-
phen. Deren Projektion ist mutmaRlich nicht <} -vollstindig fiir NP. Gleichzeitig gilt
rGI €, FPPITED): o5 I4sst sich ein Graphisomorphismus zwischen G und H bestimmen,
indem mehrmals mittels des Orakels bei (anderen) Paaren von Graphen getestet wird,
ob diese isomorph sind (vgl. Goldreich, 2008, S. 65, 100). Ob eine solche nichttriviale
Reduktion von rLINDIV auf Proj(rLINDIV) mdglich ist, scheint in der Literatur nicht
untersucht zu sein.

AbschlieRend wollen wir noch drei theoretische Resultate diskutieren. Das erste cha-
rakterisiert diejenigen Sprachen, fiir welche sich das Suchproblem auf das Entschei-
dungsproblem reduzieren ldssst. Das zweite und dritte Resultat gibt hinreiche plau-
sible Bedingungen an, unter denen eine NP-Relation R existiert, fiir welche sich das
Suchproblem nicht auf das Entscheidungsproblem reduzieren ldsst.

Zunichst folgende Definition:

Definition 3.9. (1) Eine deterministische OTM heiRt robust fiir A falls L(M°) = A fiir
alle Orakel 0.
(2) Eine Menge A heilt selbsthelfend falls eine OTM M existiert, welche robust fiir A

ist, und fiir die timef, (x) polynomiell in abh. von [x| wichst, d.h. zusammen mit
dem Orakel A ist M* eine POTM. <

Balcdzar fasst die Intuition hinter dieser Definition wie folgt zusammen: man will die
Situation abbilden, dass ein Entscheidungsalgorithmus existiert, der, mit genug Zeit,
immer zu einem korrekten Ergebnis kommt, aber auch mit einem externen ,Helfer*
interagieren darf, welcher dem Algorithmus helfen kann, schneller fertig zu rechnen.

Folgendes Resultat charakterisiert diejenigen Sprachen L € NP, die zumindest eine
NP-Relation R fiir L haben, sodass das Suchproblem (bzgl. R) auf das Entscheidungspro-
blem reduzierbar ist.

Satz 3.10 (Balcdzar, 1989). Sei A € NP. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) Adist selbsthelfend.
(2) Es existiert eine NP-Relation R sodass Proj(R) = Aund R €, FP4,

Andererseits existieren unter geeigneten Bedingungen eine NP-Relation R, fiir wel-
che search reduces to decision fehlschlagt.

Satz 3.11 (Impagliazzo und Sudan, 1991; Borodin und Demers, 1976, Thm. 5). Angenom-
men E # NE oder P # NP N coNP. Dann existiert eine NP-Relation R mit Proj(R) € NP — P,
fiir die R &, FPPOI® gilt,

Unter stirkeren Bedingungen lésst sich sogar zeigen, dass sogar Mengen L € NP exis-
tieren, flir die das Suchproblem jeder NP-Relation fiir L nicht auf das Entscheidungspro-
blem reduziert werden kann. In anderen Worten, unabhéngig davon wie ein ,,Zertifi-
katssystem* fiir L aussieht, ist keins so einfach dass Zertifikate mit Hilfe eines Orakels
fiir das Suchproblem L gefunden werden kénnen.

Satz 3.12 (Bellare und Goldwasser, 1994, Thm. 1.1; Impagliazzo und Sudan, 1991). Ange-
nommen EE # NEE oder NE # coNE. Dann existiert eine Menge L € NP — P sodass R & Fpt
fiir jede NP-Relation R fiir L, d.h. fiir die Proj(R) = L gilt. (Bzw. ist L nicht selbsthelfend.)
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Beachte, dass fiir jede dieser Relationen R aus den beiden vorigen Sitzen die entspre-
chende Projektion Proj(R) ein NP-Intermediate ist; Proj(R) kann nicht <} -vollstindig
fiir NP sein, denn das wire ein Widerspruch zu Korollar 3.8.

Selbstreduzierbarkeit in TFNP

Fiir totale Suchprobleme, also genau jene aus TFNP, kann nicht sinnvoll gefragt werden,
ob hier das Suchproblem auf das Entscheidungsproblem reduziert werden kann, ist ja
fiir R € TFNP das entsprechende Entscheidungsproblem Proj(R) = %* trivial.

Stattdessen kdnnen wir uns aber fragen, ob das Suchproblem eines Zertifikats zu x
einfacher wird, wenn wir Lésungen zu ,.kleineren* Instanzen x’ gratis abfragen diirfen.
Hierzu schlagen Harsha, Mitropolsky und Rosen folgenden Begriff der Selbstreduzier-
barkeit vor:

Betrachte hierbei zunichst folgende Variante eine POTM-Transduktors relativ zu
R € TFNP: Dieser Transduktor ist wie ein {iblicher PTM-Transduktor, hat zusitzlich
aber Zugriff auf ein funktionales Orakel, in dem Sinn dass die PTM Orakelfragen der Form
,»gibmir ein Zertifikat y fiir x'“ stellen kann. Das Orakel antwortet dann mit einem solchen
Zertifikat y mit (x,y) € R. Das existiert, ist ja R total.

Es ist klar, dass mit einem solchen Transduktor relativ zu R auch das Suchproblem
zu R 16sbar ist. (Gegeben x, stelle einfach die Frage ,,gib mir Zertifikat fiir x“.) Deshalb
nehmen wir folgende Einschriankung vor: der Transduktor darf bei Eingabe x in den
Orakelfragen nur nach Zertifikaten fiir x' fragen, die kiirzer sind als x. Falls selbst unter
dieser Einschrankung der Fragen das Suchproblem durch einen solchen Transduktor
relativ zu R gel6st werden kann, sagen wir, dass R nach unten selbstreduzierbar ist.

Zum Verstindnis erinnern wir uns an die TFNP-Relation rFACTOR’, welche nach ei-
nem nichttrivialem Faktor fiir n sucht, oder ,,n ist prim“ ausgibt. Ware nun rFACTOR’
nach unten selbstreduzierbar, dann wiirde das bedeuten, dass ein Faktor von zusam-
mengesetztem n € N effizient gefunden werden kann, wenn wir nach Faktoren von
Zahlen < n/2 fragen diirfen. Welche TFNP-Probleme nach unten selbstreduzierbar
sind, ist erstaunlich wenig untersucht, und eine Beforschung in dieser prizisen For-
mulierung wurde erst durch Harsha, Mitropolsky und Rosen (2023) angetreten. Sie zei-
gen die Selbstreduzierbarkeit nach unten fiir das TFNP-Problem ,,Iterate with source®,
welches als ein kanonischer Reprisentant fiir die Unterklasse PLS (zur Erinnerung: po-
lynomial local search) gilt.

Iterate with Source:

Gegeben: n € N, und ein Schaltkreis S: 2" — X" polynomieller Gréfe
abhingig von n, und einu € X" mitu < S(u).
Gesucht: v € X" sodass v < S(v) <« S(S(v)) gilt.

Die Selbstreduktion macht dabei nur Orakelfragen mit kleineren Schaltkreisen S":
Y1 — 31 (die auch eine kiirzere Reprisentation haben) und Startknotenu € "1,
Fiir natiirliche TENP-Probleme ist offen, welche davon nach unten selbstreduzierbar
sind. Harsha, Mitropolsky und Rosen fragen explizit danach, ob z.B. die Suche nach
einem maximalen Schnitt in der Flip-Umgebung auch nach unten abgeschlossen ist.
Zumindest im Bezug auf die Faktorisierung zeigen Harsha, Mitropolsky und Rosen,
dass diese wahrscheinlich nicht nach unten selbstreduzierbar ist.



Satz 3.13 (Harsha, Mitropolsky und Rosen, 2023). Die NP-Relation rTFACTOR’ & TFNP ist
nicht nach unten selbstreduzierbar, aufler rFACTOR’ € PLS.

Es ist offen ob rTFACTOR’ & PLS und zumindest unplausibel, weil unklar ist wie Fakto-
risierung als Suche nach einem lokalen Optimum reprasentiert werden kann. Tatsich-
lich zeigen die Autorinnen sogar die stirkere Konsequenz rFACTOR' &€ UEOPL, was
auch noch rFACTOR' € PPAD zur Folge hitte. Auch die Frage, ob rFACTOR' € PPAD
gilt, ist offen und wurde breit untersucht. Eine positive Antwort wire daher sehr tiber-
raschend (vgl. Harsha, Mitropolsky und Rosen, 2023, 67:15; siehe ebd. auch fiir eine
Def. von UEOPL, PPAD). Insgesamt ist die Forschung beziiglich Selbstreduzierbarkeit
fiir Suchprobleme, sowohl TFNP-Probleme als auch FNP-Probleme, sehr klein. Harsha,
Mitropolsky und Rosen stellen fest: ,,Almost all the study of downward self-reducibil-
ity, to date, has been focused in the decisional landscape* (2023). Es bedarf auf jeden
Fall weiterer Untersuchungen, unter anderem auch im Richtung einer Konzeptualisie-
rung von , kleinerer Instanz®, die robuster als , kiirzerer String* ist. Hier konnte eine
Konzeptualisierung wie bei der disjunktiver Selbstreduzierbarkeit auf Entscheidungspro-
blemen (vgl. Meyer und Paterson, 1979; Balcazar, 1989; Selman, 1988; Wechsung, 2000,
Abschn. 9.5) produktiv gemacht werden, welche die Ordnungsrelation , kiirzer* {iber ei-
ne beliebige polynomiell wohlfundierte und ldngenbeschrinkte Halbordnung auf den
Wortern verallgemeinert.

3.3 Levin-Reduzierbarkeit

Ahnlich wie auf den {iblichen Entscheidungsproblemen kénnen wir auch von Reduzier-
barkeiten zwischen verschiedenen Suchproblemen sprechen. In der Literatur hat sich
folgender Begriff von Reduzierbarkeit zwischen NP-Relationen als Analog zur Many-
one-Reduktion herausgebildet (vgl. Papadimitriou, 1994, S. 229; Goldreich, 2008, S. 61;
Arora und Barak, 2009, S. 50):

Definition 3.14 (Levin-Reduzierbarkeit’). Seien Q,R zwei NP-Relationen. Wir sagen
dass sich Q auf R (Polynomialzeit-)Levin-reduzieren ldsst, bzw. Q Sf R, wenn zwei Funktio-
nenf:¥* —» X* g: X* x ¥* —» X* f,g € FP existieren sodass

(1) x € Proj(Q) < f(x) € Proj(R), und
2) (fx),y) ER = (x,9(x,y)) €Q.

Punkt (1) sagt also nur aus, dass f eine Many-one-Polynomialzeit-Reduktion zwischen
den entsprechenden Entscheidungsproblemen ist. Punkt (2) sagt nun aus, dass wenn
y ein R-Zertifikat fiir die Instanz f(x) ist, dann ldsst sich aus y wieder ein Q-Zertifikat
g(x,y) fiir die originale Instanz x berechnen.

Die Funktion f nennen wir Reduktionsfunktion, die Funktion g nennen wir Translati-
onsfunktion.

Wir schreiben Q 35,1 R falls f zusdtzlich injektiv ist. Wir schreiben Q <[, . R falls f
zusatzlich injektiv und P-invertierbar ist. Klar ist: "

Q<{,;R = Q<R = Q<R N

Beachte dass <['-Reduktionen eine Verstirkung von <}, -Reduktionen auf den jewei-
ligen Projektionen darstellt:
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Abbildung 3: Schematische Skizze
einer Levin-Reduktion Q SE R
iiber Reduktionsfunktion f und
Translationsfunktion g. Beachte, wie
f Instanzen ohne Lésungen in R

zu Instanzen ohne L&sungen in Q
reduziert.

7. Die Bezeichnung Levin-Reduktion
ist hier in Anlehnung an bisherige
Verwendung gewshlt, und bezieht
sich darauf, dass in der Etablierung
der NP-Vollstandigkeit durch Karp
(1972), Cook (1971) und Levin (1973)
gerade Levin die Suchprobleme in
den Blick genommen hat, wéhrend
Karp und Cook sich auf Entschei-
dungsprobleme konzentriert haben.
Die Formalisierung von NP-Such-
problemen durch NP-Relationen
(Definition 3.1) findet sich in Grund-
ziigen schon in Levins Présentation.
Es sei aber darauf hingewiesen, dass
sich die hier genannte Definition

der Levin-Reduzierbarkeit (Definiti-
on 3.14) eine schwichere Form der
Reduzierbarkeit ist als die eigentli-
che von Levin vorgeschlagene. Die
hier genannte Definition ist jedoch
hinreichend fiir alle relevanten Eigen-
schaften, sowie fiir die Aussagen aus
Levins eigener Publikation.
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Q-Instanz x

|

Losungsalgorithmus
fir Q
f

R-Instanz f (x)

Losungsalgorithmus
firR

R-Lsg. y' fiir f (x)

2]
'
Q-Lsg. g(x,y") fiirx

Abbildung 4: Skizze, wie eine
Levin-Reduktion Q SE R von
NP-Relation Q auf NP-Relation

R genutzt werden kann, einen
Algorithmus fiir Q mithilfe eines
Algorithmus fiir R anzugeben.
Hierbei ist f die Reduktions- und g
die Translationsfunktion.

Beobachtung 3.15. Seien Q und R zwei NP-Relationen. Wenn Q <[ R dann gilt Proj(Q) <,
Proj(R).

Die Relationen <}, <J', und <{ | ; sind reflexiv und transitiv, bilden also eine Quasi-
ordnung. Genau so wie wir es bei der iiblichen <P,-Reduktion auf den Suchproblemen
gewohnt sind, ordnet <P die Suchprobleme der NP-Relationen nach ihrer ,,Schwierig-
keit“: wenn Q <!’ R dann ist Q hdchstens so ,,schwer” wie R; gegeben einen Lésungsal-
gorithmus fuir R ldsst sich auch Q effizient 16sen (und das sogar mit nur einer einzigen
Anfrage an den Losungsalgorithmus). Damit folgt: wenn das Suchproblem zu R effizi-
ent geldst werden kann, dann kann auch das Suchproblem zu Q geldst werden. Formal
ausgedriickt, ist FP nach unten abgeschlossen unter der <P-Ordnung:

Lemma 3.16. Seien Q und R zwei NP-Relationen. Wenn Q SE Rund R &, FP dann ist ist
Q € FP.

Beweis. Seienf, g die Reduktions- bzw. Translationsfunktion, welche Q <P Rrealisieren,
und sei r € FP eine Verfeinerung von R. Definiere nun
a0 & gx,r(f(x))) fallsr(f(x)) # L
1 sonst.
Offenbar ist ¢ € FP. Wir zeigen nun dass g eine Verfeinerung von Q ist. Zum einen gilt
dom(q) = Proj(Q):

x € Proj(Q) < f(x) € Proj(R) < f(x) € dom(r)
= r(fx)) # L < q(x) # L < x & dom(q).

Hierbei folgt die erste Aquivalenz nach Definition 3.14(1). Zum anderen haben wir

x € Proj(Q) = f(x) € Proj(R) = (f(x),r(f(x))) €ER
= (xg(xr(f(x)))) €Q = q(x) € set-Q(x),

wobei dritte Implikation nach Definition 3.14(2) folgt. Also ist q(x) ein R-Zertifikat fur
x, wie gewtlinscht. O

Genau so wie bei der Many-one-Reduktion auf den Suchproblemen kénnen wir nach
groRten Elementen auf der <P-Ordnung fragen.

Definition 3.17. Sei ¥ eine Klasse von Multifunktionen (z.B. FNP oder TENP), und sei
R € 7. Wir nennen R € ¥ <[-vollstindig fiir ¥ wenn R ein groRtes Element von #
geordnet {iber <P ist: Fiir alle Q € # gilt Q <P R.

Die <{ ;- und <L 1i-Vollstdndigkeit ist analog definiert. <

Wie schon bei <} -Reduktionen geschehen, lassen wir die Angabe der Klasse ¥ ge-
legentlich auch weg, wenn 7 klar aus dem Kontext hervorgeht.

Es existiert eine <[-vollstindige NP-Relation fiir FNP. Diese ist im Wesentlichen die
natiirliche Erweiterung der kanonischen <}, -vollstindigen Menge KAN:

Definition 3.18.
def

TKAN & {((N,x,1"), ) |N ist NPTM,
o ist ein akz. Rechenweg auf N(x) mit < n Schritten}. <

Beachte dass Proj(rKAN) = KAN. Uber die Identifikation von NP-Relationen mit
NPTMs (Beobachtung 3.6) ist klar, dass rKAN vollstindig ist.
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Satz 3.19. Die kanonische NP-Relation TKAN ist SE 1 i-vollstéindig fiir FNP.

Die Ordnung <! und dessen Vollstindigkeitsbegriff verhilt sich auch sonst wie bei
dem Analog <}, gewohnt.

Lemma 3.20. Sei R eine <[-vollstdndige NP-Relation fiir FNP. Es gelten folgende Aussagen:
(1) Proj(R) ist eine <b -vollstiindige Menge fiir NP.
(2) Wenn Q eine NP-Relation ist und R <P Q, dann ist auch Q <P-vollstindig fiir FNP.
(3) RE.FP < FNP C.FP < NP =P.

Es existieren auch natiirliche NP-Relationen, die <-vollstindig fiir FNP sind. Die
Bekannteste ist rSAT. Zur Erinnerung:

rSAT = {(¢,w) | ¢ ist eine aussagenlogische Formel, w erfiillende Belegung fiir ¢}.

Die Aussage ,,rSAT ist <!-vollstdndig“ entspricht dem iiblichen Cook-Levin-Satz.
Satz 3.21 (Satz von Cook und Levin). Die NP-Relation rSAT ist <! | .-vollstindig fiir FNP.

Andererseits kann gefragt werden, ob TFNP-Relationen existieren, die SE-Vollstén-
dig fiir TFNP sind. In der Literatur (vgl. Pudldk, 2017) wird hierauf eine negative Ant-
wort vermutet:

Vermutung 3.22 (TFNP). Es existiert keine NP-Relation R € TFNP die <[-vollstdndig fiir
TFENP ist.

Auch hier ist ein Beweis fiir diese Vermutung mindestens so schwer wie ein Beweis
fiir NP # coNP. Die Beziehung dieser Vermutung mit weiteren Vermutungen betref-
fend Promise-Problemen wird in Kapitel 4 erarbeitet.

Bevor wir uns der Beziehung zwischen Karp- und Levin-Reduktion nihern, sei an
dieser Stelle noch kurz hingeweisen, dass sich die Levin-Reduzierbarkeit auf natiirliche
Weise abschwichen lassen kann, so wie Many-one- auf Turing-Reduzierbarkeit. Intui-
tiv ist mit einer solchen Turing-Reduktion von NP-Suchproblem Q auf R gemeint, dass
sich Q effizient 16sen lassen kann, wenn ein effizienter Algorithmus fiir eine Verfeine-
rung von R existiert. Das ldsst sich zum Beispiel formal iiber die Idee der funktionalen
Orakel umsetzen, dhnlich wie bei der Selbstreduzierbarkeit nach unten (S. 33). Insbe-
sondere diirfen hierbei mehrere Orakelfragen gestellt werden. (Eine Beschrinkung auf
héchstens eine Orakelfrage wire dquivalent zur Levin-Reduzierbarkeit.)

Klar ist, dass diese Turing-Reduzierbarkeit auf Suchproblemen die Losbarkeit nach
unten iibertragt. Zum Beispiel ldsst sich rTFACTORIZATION auf rFACTOR Turing-redu-
zieren: gegeben n, frage nach einem Primfaktor p; von n, frage dann nach einem Prim-
faktor p, von n/p;, usw. Damit folgt rFACTOR €. FP = rFACTORIZATION &, FP,
womit dann auch die angegebenen Aquivalenzen auf S. 26 gelten.

Karp- vs. Levin-Reduktionen

Die bekannten NP-Relationen R mit <} -vollstindiger Projektion Proj(R) € NP sind
auch Levin-vollstindig. Typische Prisentationen von <k -Vollstindigkeit erfolgten
iiber die <} -Reduktion von einer bereits bekannten NP-vollstindige Menge, z.B.
SAT < CLIQUE. Diese Beweise geben uns iiblicherweise nicht nur eine <}, -Redukti-
onsfunktion f von Instanzen x der einen Menge zu Instanzen f(x) der anderen Menge,
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Abbildung 5: Schema der Re-
duktion von SAT auf CLIQUE,

hier fiir die CNF-Formel _
¢g=(@Vvbve)A@vbve A
(b VvV d). Diese wird auf eine

CLIQUE-nstanz f(¢) = (G, 3) redu-

ziert. Die Knoten von G entsprechen
hierbei den Literalen der Klauseln,
und genau dann inzident wenn
diese in unterschiedlichen Klauseln
sind, auBBer x und X. Damit hat G
eine Clique C der Gré3e 3 genau
dann wenn @ erfiillbar ist. Aus der
Konstruktion wird klar, dass sich aus

jeder solchen Clique C auch eine er-

fillende Belegung fiir ¢ bestimmen
lassen kann, je nach dem welche
Knoten bzw. Klauseln in C enthalten
sind.

sondern beinhalten meist im Beweis eine (implizit mitgedachte) effiziente Uberset-
zung von Zertifikaten von x nach f(x) und umgekehrt. Die Reduktionsfunktion f mit
der Riickiibersetzung der Zertifikate fiir f(x) nach Zertifikaten fiir x reichen dann aus,
um eine <P-Reduktion zu realisieren, und damit Levin-Vollstindigkeit zu zeigen.

Beispielsweise gilt im Lehrbuch-Beweis von SAT <} CLIQUE (siehe Abbildung 5),
dass einerseits jede erfiillende Belegung w der (CNF-)Formel ¢ einer Clique C im Graph
der Instanz f(¢) entspricht, und umgekehrt ldsst sich an jeder Clique C eine erfiillende
Belegung w fiir ¢ trivial ablesen. Damit lésst sich leicht eine entsprechende Transla-
tionsfunktion g angeben, sodass f,g die Levin-Reduktion rSAT <P rCLIQUE auf den
entsprechenden NP-Relationen realisieren.

Nach Goldreich (2008, S. 104) sind die folgenden NP-Relationen jedenfalls definitiv
<P ~vollstindig: rSAT, rSETCOVER, rCLIQUE, rVERTEXCOVER, r3COLORABILITY. Die
von Papadimitriou (1994, S. 193-198) angegebene Reduktion SAT <P, HAMCYCLE l4sst
sich leicht zu rSAT <} rHAMCYCLE erweitern, womit rHAMCYCLE auch <[-vollsténdig
ist. Ebenso ist rANOTHERHAMCYCLE auch <P-vollstindig (1994, S. 232). Damit gilt mit
Lemma 3.20(3) auch die auf S. 25 angegebene Aquivalenz ,NP = P genau dann wenn
rSAT, rCLIQUE, ... €, FP*.

NP-Relationen R fiir welche die Projektion Proj(R) zwar <k -vollstindig fiir NP ist,
aber R nicht Sf-vollstéindig fiir FNP sind, scheinen nicht bekannt zu sein. Aus dieser
empirischen Beobachtung ergibt sich die Frage, ob das auch fiir alle NP-Relationen R
gilt:

Frage 3.23. Sei R eine NP-Relation. Wenn Proj(R) eine <h -vollstindige Menge fiir NP ist, ist
dann auch R eine <}-vollstindige NP-Relation fiir FNP?

Aus Présentationsgriinden wollen wir die pessimistische negative Antwort auf diese
Frage als Vermutung formulieren:

Vermutung 3.24 (Karp-vs-Levin-Vermutung; KvL). Es existiert eine NP-Relation R sodass
Proj(R) <h,-vollstdndig fiir NP ist, aber R ist nicht <P-vollstindig fiir FNP.

Obwohl diese Frage erstaunlich natiirlich scheint, und zwei umfassende Reduktions-
begriffe der Komplexititstheorie in Beziehung setzen versucht, gibt es erstaunlicher-
weise kaum Forschung, welche sich dieser Hypothese anndhert. Ein Beweis von KvL
ist jedenfalls mindestens so schwer wie die P-NP-Frage, denn KvL = P # NP. In Ab-
schnitt 4.1 werden wir diese Hypothese und dessen Beziehung zu anderen Hypothesen
erarbeiten.

Die oben genannte Frage lésst sich auf natiirliche Weise abschwéchen, indem man
von der konkreten NP-Relation abstrahiert: Wenn L eine <} -vollstindige Menge fiir
NP ist, existiert dann zumindest eine NP-Relation R; fiir L (d.h. Proj(R;) = L) sodass
R, SE-Vollsténdig ist? In anderen Worten, existiert ein hinreichend ausdrucksstarkes
,Zertifikatssystem“R fiir L sodass R <[-vollstdndig ist? Diese abgeschwichte Frage lsst
sich positiv beantworten, falls man die Berman-Hartmanis-Vermutung IC annimmt:

Beobachtung 3.25 (Buhrman, Kadin und Thierauf, 1998). Fiir jede Menge L € NP die
P-isomorph zu SAT ist, existiert eine NP-Relation R; sodass Proj(R;) = L und R; auch <f-
vollstindig fiir FNP ist.

Beweis. Nach Voraussetzung haben wir eine bijektive P-invertierbare Funktion h € FP
mitx € L < h(x) € SAT. Definiere nun
def

R, E{(x,w) | (h(x),w) € rSAT}.
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Es ist leicht zu sehen, dass R, eine NP-Relation ist. Es ist auch leicht zu sehen dass
Proj(R,) = L.

Wir zeigen nun, dass R; auch <[-vollstindig ist. Sei hierfiir Q eine beliebige NP-Re-
lation. Nachdem rSAT ja <P-vollstindig ist, existieren Reduktions- und Translations-
funktionen f, g die Q < rSAT realisieren. Definiere nun

f () € h7H(fx)).
Insbesondere ist h=1(-) wohldefiniert, ist ja h surjektiv. Damit gilt zum einen fiir f’

x € Proj(Q) < f(x) € SAT < h(h~1(f(x))) € SAT < f (x) € Proj(R,),
10
und zum anderen gilt

(f'(x),w) €R, = (h(h™(f(x))),w) € rSAT
= (f(x),w) € rSAT = (x,g(x,w)) € Q.

Damit erfiillen also f* und g die Voraussetzungen an eine Reduktions- bzw. Translati-
onsfunktion und Q SE R;, wie gewiinscht. O

(Es ist leicht zu sehen, dass diese Aussage relativiert, wenn anstelle rSAT eine andere
beliebige <P-vollstindige Relation R gewihlt wird.)

Damit haben (im unrelativierten Fall) insbesondere alle bekannten NP-vollstindigen
Mengen, d.h. die zu SAT P-isomorphen Mengen, eine entsprechende <P-vollstindige
NP-Relation. Es muss aber gleichzeitig darauf hingewiesen werden, dass die Zertifikate
in den entsprechenden Relationen R; nicht natiirlich sind; die Zertifikate sind nur Be-
legungen fiir die Formeln h(x) und haben an sich keinen Bezug zur Interpretierbarkeit
gegeniiber der Instanz x.

Sparsame Reduktionen

Wir wollen hier noch auf den Begriff der sparsamen (,,parsimonious*) Reduktionen einge-
hen. Diese ist einerseits verwandt mit der oben betrachteten Levin-Reduktion, ande-
rerseits aber wesentlich breiter bekannt und untersucht, insbesondere aufgrund der
Relevanz von sparsamen Reduktion in der Komplexitdtstheorie des Zdhlens.

Aus den Erfahrungen in der Entwicklung der NP-Vollstidndigkeit von Entschei-
dungsproblemen wurde schnell deutlich, dass die NP-vollstdndigen Mengen sich viele
nicht-offensichtliche Eigenschaften teilen. In stirkster Auspriagung ist das z.B. die
(Berman-Hartmanis-)Isomorphievermutung IC, in der postuliert wird, dass es im
Wesentlichen nur eine NP-vollstdndige Menge gibt, und die verschiedenen Auspri-
gungen unterschiedlicher NP-vollstdndiger Mengen nur triviale Umcodierungen des
selben Problems sind. Diese Forschung betrachtete aber insbesondere priméir die NP-
Entscheidungsprobleme, und nicht NP-Suchprobleme. Nichtsdestotrotz wurde intuitiv
aber die Beobachtung gemacht, dass auch viele der entsprechenden Suchprobleme eine
inhdrente strukturelle Ahnlichkeit untereinander haben, auch wenn diese oft nicht
explizit mitgedacht wurden (vgl. auch die Diskussion von Hemaspaandra, 1998).

Hieraus entwickelte sich unter anderem der Begriff der sparsamen Reduktionen. Si-
mon (1975, S. 83) machte beispielsweise die Beobachtung, dass die ihm bekannten Re-
duktionsfunktionen f: A — B in den Beweisen zur NP-Vollstdndigkeit so gebaut sind,
dass die Instanz x genau k ,,Losungen* beziiglich A hat genau dann wenn f(x) genau
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k ,,Losungen* beztiglich B hat. ,Losung* hier in Anfithrungszeichen weil auf Mengen
tiberhaupt kein Begriff von Losungen bzw. Zertifikaten existiert; Simon dachte in sei-
nen Uberlegungen die zugrunde liegende kombinatorischen (Such-)Probleme zu A und
B nur unausgesprochen mit.

Auf NP-Relationen ldsst sich sein Reduktionsbegriff aber formal prizise formulieren:

Definition 3.26 (Sparsame Reduktionen). Seien Q, R NP-Relationen. Wir sagen dass
sich Qauf R (in Polynomialzeit) sparsam (, parsimonious“) reduzieren ldsst, bzw. Q <pars R
wenn eine Funktion f € FP existiert mit

|set-Q(x)| = Iset-R(f(x))I. <

Beachte, dass sparsame Reduktionen eine Many-one-Reduktion realisieren: wir ha-
ben

x € Proj(Q) < [set-Q(x)| > 0 < |set-R(f(x))| >0 < f(x) € Proj(R).

Sparsame Reduktionen wurden insbesondere in der Komplexititstheorie des Zahlens
aufgegriffen (Simon, 1975; Valiant, 1979). Typische algorithmische Probleme sind z.B.
»wie viele Belegungen w erfiillen die aussagenlogische Formel ¢* oder, kanonischer, ,,Auf wie
vielen Rechenwegen akzeptiert die Berechnung N(x) der NPTM N?“. Es ist einfach zu se-
hen, dass sich sparsame Reduktionen rSAT <, rKAN und rKAN <P, rSAT an-
geben lassen konnen. Damit kann das Zdhlproblem zur rSAT-Instanz x als rKAN-In-
stanz f(x) représentiert werden und umgekehrt - die beiden Zahlprobleme sind relativ
zum jeweils anderem gleich schwer. Tats#chlich sind rSAT und rKAN sogar <},s-voll-
stdndig fiir FNP. Nach Goldreich lassen sich auch die tiblichen Reduktionen der natiir-
lichen NP-vollstidndigen Suchprobleme als sparsame Reduktion umformulieren; ent-
sprechend sind alle bekannten NP-vollstandigen Suchprobleme auch <},.s-vollstindig
(Goldreich, 2008, S. 204). Auf eine weitere Prdsentation der Komplexitdtstheorie des
Zihlens muss hier aber verzichtet werden (siehe Wechsung, 2000, Kap. 7; Arora und
Barak, 2009, Chap. 17).

Beachte, dass sparsame Reduktionen nicht mit Levin-Reduktionen vergleichbar
sind. Levin-Reduktionen erhalten im Allgemeinen nicht die Anzahl an Zertifikaten,
wihrend umgekehrt sparsame Reduktionen keine effektive Ubersetzung zwischen den
Zertifikaten fiir f(x) auf Zertifikate fiir x zulassen.

Andieser Stelle sei noch auf zwei weitere verwandte Arbeiten verwiesen, die hier nur
kurz skizziert werden sollen: zum einen gehen Fischer, Hemaspaandra und Torenvliet
(1995) noch einen Schritt {iber sparsame Reduktionen hinaus, und erforschen ,,witness-
isomorphic reductions* zwischen NP-Relationen. Hier erhilt die Reduktionsfunktion von
den A-Instanzen auf die B-Instanzen nicht nur die Anzahl der Zertifikate, sondern es
werden zusdtzlich die A-Zertifikate fiir x € Proj(A) mit den B-Zertifikaten fiir f(x) €
Proj(B) in eine effiziente in Polynomialzeit berechenbare und invertierbare Eins-zu-
Eins-Korrespondenz gesetzt. Damit sind sind witness-isomorphic reductions insbesondere
eine Verstarkung von Levin-Reduktionen und sparsamen Reduktionen.

Zum anderen geben Agrawal und Biswas (1992) strukturelle Kriterien an, die zur <[-
Vollstdndigkeit von NP-Relationen R ausreichen. Diese Kritieren lauten intuitiv, dass
sich bezogen auf das Suchproblem R gewisse ,,Gadgets* mit geeigneten Eigenschaften
konstruieren lassen kénnen, wie wir sie auch aus einigen NP-Vollstandigkeitsbeweisen
kennnen. Agrawal und Biswas nennen dann R universell. Rein aus diesen strukturellen Ei-
genschaften ldsst sich dann nachweisen, dass Universalitét von R hinreichend fiir <F-
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Vollstidndigkeit von R ist. Agrawal und Biswas (1992) {iberpriifen insbesondere die Uni-
versalitdt den ihnen bekannten vollstdndigen Entscheidungsproblemen, und kénnen
so in einer uniformen Weise die <['-Vollstindigkeit vieler natiirlicher NP-Suchbroble-
me ableiten.

Nun wollen wir abschlieBend noch die einzelnen Vollstindigkeitsbegriffe in Bezie-
hung setzen. Zusammen mit Beobachtung 3.25 sehen wir bereits die eingezeichneten
Implikationen aus Abbildung 6.

Nun zu den eingezeichneten Trennungen: zunichst halten wir erstens fest, dass
die <P-Vollstindigkeit eine Eigenschatft ist, welche sogar beziiglich Problemen gilt, die
mutmaRlich nicht P-isomorph sind. Angenommen, es existiert eine Einwegfunktion
f € FP, das heif3t fist injektiv, aber fist nicht P-invertierbar. Unter der Encrypted Com-
plete Set Conjecture (ECSC) wird die Vermutung genannt, nach der die Menge

f(SAT) = {f(¢) | ¢ € SAT} € NP

nicht paddable ist, damit also auch nicht P-isomorph zu SAT ist. Gleichzeitig ist SAT <,
f(SAT) iiber Reduktionsfunktion f, und damit f(SAT) auch <}, -vollstandig fiir NP. Damit
ist f(SAT), zu verstehen als eine ,,verschliisselte Variante zu SAT; ein vermutetes Ge-
genbeispiel fiir die Berman-Hartmanis-Isomorphievermutung IC. Gleichzeitig ist leicht
zu sehen, dass eine entsprechende natiirliche NP-Relation

def

TSATs = {(z, (¢, W) | z = f(9), und w ist erfiillende Belegung fiir ¢}

<P-vollstindig ist. Wir haben rSAT < rSAT; iiber Reduktionsfunktion f und tiber
Translationsfunktion g(¢, (¢, w)) = w.

Nun werden wir uns auf die sparsamen Reduktionen konzentrieren. Die Suche nach
einem maximalen Schnitt ist ein triviales Beispiel einer Sf—vollstéindigen NP-Relation,
welche nicht unter sparsamen Reduktionen vollstdndig ist.
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Abbildung 6: Implikationen zwi-
schen den Vollstandigkeitsbegriffen,
wobei R eine beliebige aber feste
NP-Relation ist. Ein unterbroche-
ner Pfeile von A nach B sagt aus,
dass ein Gegenbeispiel Q fiir die
Implikation A = B existiert, also
eine NP-Relation Q die A erfiillt und
gleichzeitig —B erfiillt.
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8. Dieses Beispiel geht auf ein un-
publiziertes Preprint von Edward
und Welsh mit dem Titel ,On the
Complexity of Uniqueness Problems”
welches offenbar in den 1980ern
zirkuliert ist; viele der Arbeiten

aus diesem Abschnitt nehmen auf
genau dieses Preprint Bezug. Tat-
séchlich ist iberliefert, dass die
Autoren iiber die Kantenfarbbarkeit
sogar ein ,,Gegenbeispiel” zur
Berman—Hartmanis-Isomorphiever-
mutung gefunden hatte. Hierbei
gingen Edward und Welsh aber
von einer wesentlichen starkeren
abweichenden Interpretation der
Isomorphievermutung aus: neben
der Isomorphie zwischen allen NP-
vollstandigen Entscheidungspro-
blemen wiirde ihre Interpretation
der Isomorphievermutung auch
eine Isomorphie auf den jeweiligen
Zertifikatsmengen umfassen. Das
wiirde (mindestens) eine sparsame
Interreduzierbarkeit zwischen allen
NP-vollstindigen Suchproblemen
implizieren. Diese Aussage ist nun
aber so stark, dass diese durch eben
das Beispiel der Kantenfarbbarkeit
widerlegt werden kann.

Vgl. Hemaspaandra (1998), Fischer,
Hemaspaandra und Torenvliet
(1995), Cai und Govorov (2021) und
Welsh (1993, S. 118).

Zu einem Graphen G mit Knotenmenge {0, 1, ..., n — 1} kdnnen wir einen Schnitt als
einen String w € X" schreiben, wobei v, € {ii< nwli] = 0} und v, i<
n,wli] = 1} den Graphen in zwei Teile partitioniert. Einem Schnitt w kénnen wir dann
ein Gewicht zuordnen: die Anzahl an Kanten in G die zwischen V,, und V; laufen. Sei
nun

rMAXCUT & {((G,r),w) | Gist gew. Graph mit Knotenmenge {0, 1, ...,n —

und w € X" ist ein Schnitt mit Gewicht > r}.

1}’

Die <[-Vollstindigkeit von ldsst sich leicht aus den iiblichen <} -Reduktionen verstir-
ken. Wir behaupten nun dass rSAT $gars rMAXCUT. Angenommen es existiert eine sol-
che sparsame Reduktion f. Beachte dass die SAT-Instanz ¢ = ,,x,“ genau eine erfiillende
Belegung hat. Dann wire

1 = |set-rSAT(¢)| = |set-tMAXCUT (f(¢))|.

Es ldsst sich aber leicht sehen, dass |set-rMAXCUT (x)| fiir jede rMAXCUT-Instanz gerade
sein muss: ist w Schnitt mit Gewicht > r, dann ist auch der komplementére String w
auch ein Schnitt mit Gewicht > r; die Mengen V,, und V,; werden einfach vertauscht.
Damit erhalten wir den Widerspruch.

An dieser Stelle muss aber kritisch hervorgehoben werden, dass dieses Gegenbei-
spiel auf einem kontingenten ,Hitchenspielertrick® aufbaut: Die Schnitte w und w wer-
den als unterschiedliche Zertifikate gehandhabt, reprdsentieren doch aber die identische
Partitionierung des Graphen. Das Problem 16st sich auf, wenn anstelle der naiven For-
mulierung von rMAXCUT folgende Verfeinerung gewahlt wird:

/ def

rMAXCUT' = {((G,r),w) | G ist gew. Graph mit Knotenmenge {0, 1, ..., n — 1},
w € X" ist ein Schnitt mit Gewicht > r, und startet mit 0.}.

In anderen Worten, ein Schnitt fiir eine rMAXCUT’-Instanz hat immer den Knoten 0 €
V,. Dann ist auch moglich, eine sparsame Reduktion von rSAT auf rMAXCUT’ anzuge-
ben.

Ein filigraneres Beispiel ist Kantenfarbung: Wir werden zeigen dass das Problem der
4-Kantenfarbung nicht vollstindig unter sparsamen Reduktionen ist, auer P = NP.

Zu einem Graphen G mit Kantenmenge {0, 1,..., m — 1} kénnen wir eine k-Kanten-
fdrbung als String w der Lange m {iber dem Alphabet {1, 2, ... k} darstellen, wobei Kante
j die Farbe w[j] erhilt. Wir wollen im Folgenden die Anzahl der méglichen Kanten-
farbungen als Partitionierung zahlen, und sind dabei insbesondere nicht an redundan-
ten Ldsungen interessiert, die aus reiner Permutation der Farben entsteht. Ahnlich zu
rMAXCUT’ setzen wir fiir eine giiltige Firbung w daher voraus, dass w die unter Permuta-
tionen lexikographisch kleinste Farbung ist, in dem Sinne dass keine Permutation m auf
{1,2, ..., k} existiert sodass m(w) lexikographisch kleiner ist als w. (Beachte: wir suchen
nicht nach einer ,,global* lexikographisch kleinsten Farbung von G.) Definiere nun

T4CHROMINDEX & {((G, k), w) | Gist Graph mit Kantenmenge {0, 1, ..., m — 1}
G hat maximalem Grad 4,

und w € {1, 2, 3, 4}™ ist giiltige Farbung mit 4 Farben}.

Satz 3.27 (Cai und Govorov, 2021 nach Edward und Welsh8). Die NP-Relation r4CHROM-
INDEX ist nicht <b,ys-vollstindig, aufler P = NP.



Skizze. Seiy'(G) die minimale Anzahl an Farben, die zur Kantenfirbung eines Graphen
G benétigt werden. Cai und Govorov kénnen sdmtliche Graphen charakterisieren, wel-
che eine eindeutige (modulo Permutationen der Farben) 4-Kantenfirbung haben:
* Unter den Graphen mit x'(G) = 4 ist K, , der einzige Graph mit eindeutiger 4-
Kantenfirbung. (Das ist der Satz von Thomason, 1978.)
* Unter den Graphen mit ' (G) = 3 sind C; und K, 5 die einzigen Graphen mit ein-
deutiger 4-Kantenfarbung.
* Unter den Graphen mit x'(G) = 2 ist K, , der einzige Graph mit eindeutiger 4-
Kantenfiarbung.
+ Unter den Graphen mit ' (G)
Kantenfiarbung.
In allen Fillen kénnen isolierte Knoten ignoriert werden. Sei hier nur der Beweis fiir
den Fall ' (G) = 3 skizziert. Sei hierfiir G ein solcher Graph, dann existiert also min-
destens eine Kantenfarbung C von G mit drei Farben. Sei C; die Teilmenge der Kanten
in Farbe i. Wir haben ohne Beschriankung also C;,C,,C; # @,C, = 0. In je C;,C,, Cy ist
dann auch nur genau eine Kante enthalten, denn andernfalls kénnte die zweite Kan-
te auch in Farbe 4 gefirbt sein; das widerspriche der eindeutigen 4-Kantenfiarbung.
Damit folgt schon mal, dass G aus genau drei Kanten besteht. Gleichzeitig miissen al-
le Kanten paarweise zueinander inzident sein: wenn e € C; nicht mit f € ¢; inzident
ist, konnten wir auch e mit der Farbe j farben; wieder Widerspruch zur eindeutigen 4-
Kantenfarbung. Also kann G nur die Form eines Kreises C; oder eines Sterns K; ; haben.

Die Félle ' (G) = 2 und y'(G) = 1 gehen analog. Insgesamt ergibt sich also, dass in
Linearzeit iberpriift werden, ob ein gegebener Graph G eine eindeutige 4-Kantenfar-
bung zuldsst. Sei A € P diese Menge der eindeutig firbbaren Graphen.

Mit diesem Fakt zeigen wir nun die Aussage. Angenommen, r4CHROMINDEX ist <B,-
vollstdndig, dann existiert auch eine sparsame Reduktion f von rSAT auf r4CHROMIN-
DEX. Sei ¢ eine beliebige SAT-Formel, in der nur die Variablen xj, ..., x, vorkommen.
Wir werden nun in Polynomialzeit entscheiden ob ¢ € SAT. Definiere eine zweite SAT-
Formel

7 def

O =(yAQ)V YA=X A=X, A AXy),

1ist K, ; der einzige Graph mit eindeutiger 4-

wobei y ein neues Variablensymbol ist. Es ist leicht zu sehen, dass ¢’ genau eine erfil-
lende Belegung mehr als ¢ hat.
Wir haben nun

¢ & SAT < |set-rSAT(¢)| =0 < |set-rSAT(¢')| =1
< |set-r4CHROMINDEX(f(¢'))| =1 = f(¢') € A,

und damit SAT € P. O

Leven und Galil (1983) zeigen, dass die Menge Proj(r4CHROMINDEX) <h -vollstindig
fiir NP ist. Mit den Konstruktionen aus deren Beweis ist es leicht zu sehen, dass die
NP-Relation r4CHROMINDEX auch <[-vollstindig ist. Es ist auch leicht zu sehen, dass
Proj(r4CHROMINDEX) paddable ist, also auch P-isomorph zu SAT ist. Wir kommen zum
Resultat:

Korollar 3.28. Die NP-Relation rACHROMINDEX ist <P-vollstindig fiir FNP, und die zuge-
hérige Projektion Proj(r4CHROMINDEX) ist <h -vollstindig fiir NP, und P-isomorph zu SAT.
Diese NP-Relation ist insbesondere nicht Sgars—vollstdndig fiir FNP, aufSer P = NP.
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4  Suchprobleme und die Hypothese Q im
Kontext des Pudldkschen Programms

In der Einleitung dieser Arbeit wurde bereits angedeutet, dass die Hypothese Q von
Fenner, Fortnow, Naik und Rogers groRRe Ndhe und Verwandtschaft zu Hypothesen hat,
die Suchprobleme im Allgemeinen und Beweissystemen im Speziellen betreffen. Damit
ergeben sich Beziehungen zu Hypothesen aus dem Pudldkschen Programm, insbeson-
dere —SAT (also dass eine <} -vollstindige Menge L mit P-optimalem Beweissystem
fur L existiert). In diesem Kapitel werden wir diese Beziehungen niher erarbeiten. Zur
Erinnerung:

Vermutung 1.1 (Q). Fiirjede totale NPTM N (d.h. L(N) = X*) existiert eine Funktion g € FP
sodass fiir alle x € X* das Bild g(x) ein akzeptierender Rechenweg von N(x) ist.

In diesem Kapitel werden wir uns grob folgenden drei Desideraten widmen: erstens,
ndhern wir uns in Abschnitt 4.1 erneut der Frage zwischen Levin- und Karp-Vollstin-
digkeit bzw. der Hypothese KvL aus vorigem Kapitel. Insbesondere analysieren wir die
Beziehungen von KvL zu Q und versuchen, KvL in das Pudldksche Programm einzuord-
nen.

Zweitens, in Abschnitt 4.2, verallgemeinern wir Charakterisierungen von Q, die sich
insbesondere auf Suchprobleme und deren assoziierte Beweissysteme beziehen. Insbe-
sondere zeigen wir fiir die vollstindigen NP-Suchprobleme R dass das zu R assoziierte
Standardbeweissystem ((x,y) mit (x,y) € R ist ein Standardbeweis fiir x € Proj(R)) P-
optimal ist, genau dann wenn Q gilt. Damit wird die P-Optimalitét des entsprechen-
den Standardbeweissystems zu einer Invariante, die entweder fiir alle vollstindigen
NP-Suchprobleme zutrifft, oder fiir keins.

Drittens erginzen wir im gesamten Verlauf dieses Kapitels das Pudldksche Pro-
gramm um weitere Hypothesen (KvL,Q,...), sodass Abbildung 1 der Beziehungen
zwischen den Pudldkschen Hypothesen vergroRert und verfeinert wird. Wir erreichen
damit den Stand, der in Abbildung 7 dargestellt wird. Damit einher wird abschlieRend
ein Uberblick {iber existierende Orakelkonstruktionen angegeben, welche Hypothesen
des Pudldkschen Programms (erginzt um Q, KvL, ...) trennen.

Fiir alle dieser drei Desiderate ist es zundchst notwendig, auf die Hypothese Q ein-
zugehen. Fenner, Fortnow, Naik und Rogers (2003) beobachten, dass das Invertieren
von surjektiven ehrlichen FP-Funktionen eine erstaunlich robuste Aussage ist, die ei-
ne Vielzahl von dquivalenten ,fundamentalen* (2003, S. 91) Charakterisierungen aus
der Komplexititstheorie zuldsst, so zum Beispiel die effiziente Losbarkeit von TFNP-
Suchproblemen, oder die P-Invertierbarkeit von surjektiven FP-Funktionen. Wir kon-
nen jetzt schon festhalten, dass die aktuelle Forschung diese Hypothese als sehr stark
einschétzt, und eher die negative Beantwortung —Q vermutet.
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Satz 4.1 (Aquivalente Formulierungen der Hypothese Q; Fenner, Fortnow, Naik und Ro-
gers, 2003). Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) Hypothese Q.
(2) NPMV, C, FP.
(3) TENP C_ FP.
(4) P = NP N coNP und NPMV, C. NPSV,.
(5) Jede surjektive ehrliche Funktion f € FP ist P-invertierbar.
(6) Fiir jede Menge L € P und jede NPTM N mit L(N) = L existiert eine Funktion h € FP
mit
x € L = N(x) akz. mit Rechenweg h(x).

Dieser Satz relativiert insbesondere.

Fenner, Fortnow, Naik und Rogers (2003) sowie Kébler und Messner (2000) charak-
terisieren Q noch durch zwei weitere Formen, diesmal {iber je eine Aussage tiber die
Menge SAT:

Satz 4.2 (Fenner, Fortnow, Naik und Rogers, 2003). Es gilt Q genau dann wenn Folgendes
gilt: Fiir jede NPTM N mit L(N) = SAT existiert eine Funktion h € FP sodass

N(¢) akz. mit Rechenwegw => h(w) ist eine erfiillende Belegung fiir ¢.
Satz 4.3 (K8bler und Messner, 2000). Es gilt Q genau dann wenn das Standardbeweissystem

¢  wennw eine erfiillende Belegung fiir ¢ ist
1 sonst.

sat(p,w) = {

fiir SAT P-optimal ist.

Diese zwei Sdtze relativieren nicht.

In anderen Worten sagt Satz 4.2 aus, dass es unter Annahme von Q modulo Umco-
dieren nur einen einzigen SAT-Solver gibt, und insbesondere alle SAT-Solver dquivalent
zum trivialen Solver sind, welcher nur alle méglichen Belegungen ausprobiert. Satz 4.3
macht eine analoge Aussage liber Beweissysteme: egal wie ein Beweissystem h fiir SAT
gestaltet ist, wir konnen immer einen h-Beweis fiir ¢ in eine erfiillende Belegung fiir ¢
(quasi ein trivialer Beweis fiir ¢ € SAT) transformieren. Damit ist auch leicht zu sehen,
dass Q = —SAT, zumindest im unrelativierten Fall.

In Abschnitt 4.2 werden wir sehen, dass sich die obigen Charakterisierungen auf wei-
tere (aber mdglicherweise nicht alle) vollstindigen NP-Relationen generalisiert, womit
insbesondere auch die beiden Charakterisierungen von Fenner, Fortnow, Naik und Ro-
gers bzw. Kobler und Messner zu einer relativierbaren Variante verallgemeinert werden.
Mit dieser Verallgemeinerung ist es dann auch fiir uns moglich, Q formal in das Pud-
ldksche Programm (u.a. durch Q = —SAT) einzuordnen. Hierfiir fiihren wir jetzt schon
den Begriff eines Standardbeweissystems beziiglich einer NP-Relation formal ein.

Definition 4.4 (Standardbeweissystem einer NP-Relation). Sei R eine NP-Relation. Wir
definieren beziiglich R das Standardbeweissystem stdy, fiir Proj(R) wie folgt:

Sth (W) =

w [x  wennw = (x,y)und (x,y) ER,
1 sonst.
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Damit ist, wie durch die Formulierung oben suggeriert, sat = std,g,7. Insbesondere
ist fiir jede NP-Relation R das Standardbeweissystem stdj, fiir Proj(R) ehrlich, optimal,
und hat kurze Beweise. Beachte, dass sich aufgrund der speziellen Form der Beweise
von Standardbeweissystemen die P-Simulation knapper formulieren ldsst:

Beobachtung 4.5. Sei R eine NP-Relation, und h ein Beweissystem fiir Proj(R). Folgende Aus-
sagen sind dquivalent:

(1) stdg P-simuliert h.
(2) Es existiert Funktion g € FP, sodass

h(w) = x = stdg(x,g(w)) = x (bzw. dquivalent (x,g(w)) € R).

Beweis. (1) = (2): Wenn stdy das Beweissystem h P-simuliert, dann existiert eine Funk-
tion w € FP sodass h(w) = x — stdy(w) = x gilt. Haben wir also einen h-Beweis w fiir
x gegeben, dann muss m(w) von der Form (x,z) mit z € £* und (x,z) € R sein. Ins-
besondere kénnen wir dann eine Funktion g € FP angeben, sodass g(w) die zweite
Komponente von n(w) ausgibt. Dann gilt stdg (x, g(w)) = x.

(2) = (1): Haben wir eine solche Funktion g € FP gegeben, dann realisiert (w) &
(h(w),g(w)) die P-Simulation bzw. Reduktion h <F, std. O

Bevor wir nun mit einer Diskussion zwischen Karp-Vollstindigkeit und Levin-Voll-
standigkeit fortsetzen, machen wir folgende Beobachtung tiber Q und der Ordnung der
Simulation vs. P-Simulation. Diese Beobachtung machen schon Kébler und Messner
(2000), aber deren Beweis (vgl. Messner, 2000, Thm. 5.2) relativiert insbesondere nicht.
Wir zeigen die Aussage hier iiber eine nichttriviale Verallgemeinerung, welche insbe-
sondere relativiert.

Satz 4.6. Folgende Aussagen sind dquivalent:
1) Q.
(2) SeiL eine Menge und h, g je Beweissysteme fiir L. Es gilt

h simuliert g < h P-simuliert g.

(3) Fiir jedes Beweissystem h gilt: h ist optimal <> h ist P-optimal.
(4) Jedes ehrliche Beweissystem h ist P-optimal.

Beweis. (1) = (2): Die Richtung von rechts nach links ist klar. Wir zeigen die ande-
re Richtung. Nach Voraussetzung kann h das Beweissystem g simulieren, das heif3t es
existiert eine (nicht notwendigerweise effiziente) Funktion n sodass g(w) = h(n(w)),
und gleichzeitig ist [r(w)| < q(|w|) fiir ein geeignetes Polynom q.

Betrachte folgende Multifunktion f:

set-f(w) € {y |y € TSI _g(w) = h(y)).

Es ldsst sich leicht zeigen, dass f € NPMV, iiber einen geeigneten NPTM-Transduktor.
Es ist sogar f € NPMV,, denn fiir jedes w € X* gilt mindestens n(w) & set-f(w).

Mit Q gilt nach Satz 4.1 also f € NPMV, C_ FP, also existiert eine Funktion f* € FP
welche eine Verfeinerung von fist. Diese Funktion iibersetzt g-Beweise w fiir x effizient
in h-Beweise fiir x: Sei g(w) = x, dann gilt

f(w) =y mity € set-f(w), also gilty € Z=9M) x = g(w) = h(y).
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Damit ist h(f (w)) = x bzw. f' (w) ein h-Beweis fiir x, wie gewiinscht.
(2) = (3):Klar.

(3) = (4):Klar, denn wenn h ehrlich ist, dann hat es insbesondere auch kurze Beweise.
Also ist h auch optimal (Beobachtung 2.13), und nach (3) dann auch P-optimal.

(4) = (1): Wir zeigen, dass mit Voraussetzung (4) auch TFNP C_ FP gilt, was nach
Satz 4.1 dquivalent zu Q ist. Sei hierfiir R € TFNP gegeben.

Das Standardbeweissystem stdy fiir £* ist ehrlich, also nach (4) auch ein P-optimales
Beweissystem fiir 2*. Beachte, dass auch die Identitdtsfunktion id ein Beweissystem
fiir £* ist. Also kann stdy das Beweissystem id P-simulieren. Nach Beobachtung 4.5(2)
existiert also eine Funktion g € FP sodass id(w) = x — (x,g(w)) € R. Da nun aber
id(x) = xgilt (x,g(x)) € R, also ist g eine Verfeinerung von R. Damit R €. FP, wie
gewlinscht. O

4.1 Karp-Vollstandigkeit vs. Levin-Vollstandigkeit

Wir wiederholen hier erneut die zentrale offene Frage und Vermutung aus Ab-
schnitt 3.3:

Frage 3.23. Sei R eine NP-Relation. Wenn Proj(R) eine <h -vollstindige Menge fiir NP ist, ist
dann auch R eine <}-vollstiindige NP-Relation fiir FNP?

Vermutung 3.24 (KvL). Es existiert eine NP-Relation R sodass Proj(R) <h -vollstindig fiir
NP ist, aber R ist nicht <!-vollstiindig fiir FNP.

Zunichst sei hier noch einmal hervorgehoben, dass eine negative Beantwortung der
Frage 3.23, also ein Beweis von KvL schwer ist. Zum einen haben wir bereits gesehen,
dass ein Beweis KvL auch sofort P #+ NP beweisen wiirde. Insbesondere ist ein relati-
vierender Beweis von KvL ausgeschlossen, denn existiert ein Orakel, relativ zu diesem
—KvL (z.B. ein PSPACE-vollstindiges Orakel, welches NP auf P kollabiert). Auch fiir ei-
ne positive Beantwortung der Frage (also ein Beweis fiir —KvL) fehlen uns konkrete
Indizien.

Wir werden uns daher im Folgenden insbesondere auf Beziehungen zwischen KvL
und gewissen anderen Hypothesen konzentrieren. In diesem Sinne mdochte ich argu-
mentieren, dass die obige Frage bzw. Vermutung eng mit der Hypothese Q zusammen-
hingt. Im Speziellen werden wir sehen, dass die Hypothese Q so charakterisiert werden
kann, dass sie einer Verstirkung der Vermutung —KvL entspricht.’

Satz 4.7. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) Hypothese Q.
(2) Fiir jedes Paar von NP-Relationen A, B gilt:
Proj(A) <h, Proj(B) <> A <l B.
Beweis. (1) = (2): Die Richtung von rechts nach links ist klar. Fiir die andere Richtung
sei Proj(A) <h Proj(B) mit A, BNP-Relationen. Sei q hierbei die Zertifikatsschranke von

A. Wir wollen nun eine Levin-Reduktion von A auf B angeben. Sei f € FP die Funktion,
welche die Reduktion Proj(A) <, Proj(B) realisiert. Zunichst halten wir fest, dass
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9. Fenner, Fortnow, Naik und Rogers
(2003) gaben hierbei eine &hnliche
Aussage an (Cor. 3:,,Q holds iff
every Karp reduction from A to B can
be extended to a Levin reduction”),
es ist aber hervorzuheben, dass

die Autoren von einem uniiblichen
Begriff von Levin-Reduktionen
ausgehen, der sich von dem hier
verwendeten unterscheidet. Dieser
umfasst nicht eine ,,Riickwérts-
Translation” von Zertifikaten fiir B-
Instanzen zu A-Instanzen, sondern
eine ,, Vorwarts-Translation” von
Zertifikaten fiir A-Instanzen zu B-
Instanzen.
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unter (1) das Standardbeweissystem std, P-optimal ist, denn es ist ehrlich, also nach
Satz 4.6 auch P-optimal.
Definiere folgendes Beweissystem

x fallsw=0(x,y)und (x,y) € A
hw) € {x fallsw = 1(x,z) und (f(x),z) €B
1 sonst.

Es ist leicht zu sehen, dass h ein Beweissystem fiir Proj(A) ist. Also kann std, das Be-
weissystem h P-simulieren. Mit Beobachtung 4.5 folgt, dass eine Funktion g existiert
mit

h(w) =x = (x,g(w)) € A.

Wir zeigen nun, dass A <! B. Sei hierfiir fvon oben die entsprechende Reduktionsfunk-
tion. Es gilt

(f(x),z) €B = h(1{x,2)) =x = (x,9(1(x,2))) € A,
g (x,2)

heillt mit der Translationsfunktion ¢g" € FP, ¢’ (x,z) & g(1(x, z)) kénnen wir B-Zertifi-
kate fiir f(x) in A-Zertifikate fiir x umrechnen, wie gewiinscht.

(2) = (1): Wir zeigen TFNP C_ FP; das ist nach Satz 4.1 dquivalent zu (1). Sei nun A
eine totale NP-Relation. Definiere nun die NP-Relation
def

B={(x,¢) | x € ¥*}.

Es ist leicht zu sehen, dass Proj(A) = X* = Proj(B) und dass Proj(A) <k Proj(B)
iiber die Identititsfunktion. Nach Annahme (2) ldsst sich nun diese Reduktion zu einer
Levin-Reduktion A <P B verstirken, mit Reduktionsfunktion f € FP und Translations-
funktion g € FP.

Sei nun ein Wort x € £* gegeben. Hieraus konnen wir effizient ein A-Zertifikat be-
rechnen: es gilt (f(x), &) € B, also auch (x,g(x,€)) € A. Heillt, g(x, €) ist unser gesuch-
tes A-Zertifikat, welches wir auch effizient berechnen kénnen. O

Beachte, dass in Aussage (2) die Implikation von rechts nach links ohnehin immer
gilt. Damit l4sst sich Aussage (2) auch so formulieren, dass jede Karp-Reduktion zu einer
Levin-Reduktion verstirkt werden kann, indem zur Reduktionsfunktion f eine geeig-
nete Translationsfunktion g hinzugefiigt wird. Mit dieser Charakterisierung folgt auch
unmittelbar, dass Q hinreichend fiir —KvL ist: ist Proj(A) <F-vollstindig, dann l4sst
sich jede Reduktion Proj(B) <[, Proj(A) zu einer <[-Reduktion B <! A verstdrken;
also ist A <P-vollstindig.

Korollar 4.8. Q = —KvL.

P-Quasi-Simulation

Was sind natiirliche notwendige Bedingungen fiir die Hypothese KvL? Diese Frage er-
scheint tatsdchlich wesentlich schwieriger als gedacht. Insbesondere scheint es unklar,
ob aus irgend einer von Pudldks Hypothesen die Aussage KvL folgt.

Um uns dieser Frage dennoch zu nihern, beginnen wir zunichst, die Hypothese KvL
auf weitere Weisen zu charakterisieren. Es ist intuitiv ersichtlich, dass fiir eine feste



Karp-Vollstandigkeit vs. Levin-Vollstandigkeit

Sprache L die NP-Relationen fiir L, die ehrlichen Beweissysteme fiir L, und die NPTMs,
welche L entscheiden, alle im breitesten Sinn ,, Zertifikatsschemata® sind, und alle diese
Berechnungsmodelle untereinander umgeschrieben werden kénnen: jede NP-Relation
R induziert ein ehrliches Beweissystem stdy, jedes ehrliche Beweissystem h induziert
eine NPTM N mit L(N) = L (rate einen h-Beweis polynomieller Linge), und jede NPTM
N mit L(N) = L induziert eine NP-Relation fiir L (w ist eine Losung fiir x wenn w ein ak-
zeptierender Rechenweg auf N(x) ist). Insbesondere ist fiir ein ehrliches Beweissystem
h die Umkehrrelation h™! = {(x, w) | h(w) = x} eine NP-Relation fiir img(h).

Wir wollen nun die existierende <P-Ordnung auf den NP-Relationen aufgreifen, und
diese auf die ehrlichen Beweissysteme iibertragen. Wir definieren hierfiir eine abge-
schwichte Variante der P-Simulation, welche der <P-Reduktion nachempfunden ist.

Definition 4.9. Seien h, h’ Beweissysteme fiir L. Das Beweissystem h P-quasi-simuliert
h' falls Funktionen f, g € FP existieren sodass

1) xel = fx) elL,
(2) W' (w) =f(x) = h(g(x,w)) =x. <

In anderen Worten, falls h das Beweissystem h’ P-quasi-simuliert, dann kann h zwar
nicht jeden h’-Beweis w fiir x € L in einen h-Beweis fiir (das gleiche) x effizient umrech-
nen, es kann aber zumindest alle relevanten h’-Beweise effizient umrechnen, namlich
fiir jedes x € L die h'-Beweise fiir f(x) in h-Beweise fiir x. Die P-Quasi-Simulation ist
reflexiv und transitiv, und sie liegt insbesondere zwischen Simulation und P-Simulati-
on: P-Simulation impliziert P-Quasi-Simulation impliziert Simulation. Ferner ist diese
Art von Simulation effektiv, in dem Sinn dass die P-invertierbaren Beweissysteme selbst
unter P-Quasi-Simulation abgeschlossen sind.

Es ist intuitiv ersichtlich, dass P-quasi-Simulation auf ehrlichen Beweissystemen das
Analog der <P-Reduktion auf NP-Relationen darstellt. Wir kénnen folgende Beobach-
tung festhalten:

Beobachtung 4.10. SeiL € NP, seien h, h’ zwei ehrliche Beweissysteme fiir L, und seien R, R’
zwei NP-Relationen fiir L.

(1) ™' <P W'=! < hkann h’ P-quasi-simulieren.

(2) R<P R’ < stdy kann stdy P-quasi-simulieren.
Beweis. Zu (1): Wir zeigen nur die Richtung von links nach rechts, die andere Richtung
folgt analog.

Wir starten mit h=! <P h'~!. Nach Definition existieren nun f,g € FP sodass f eine
Reduktionsfunktion von L nach L ist, und fiir g die Aussage

Vx,w. [(f(x),w) € '™ - (x,g(x,w)) € h™!]
gilt. Diese lésst sich dquivalent formulieren als
Vx, w. [0 (w) = f(x) = h(g(x,w)) = x].
Also kann h auch h' iiber f, g P-quasi-simulieren.

Zu (2): Ahnlich wie (1), wieder zeigen wir nur die Richtung von links nach rechts. Wir
starten mit R <[’ R'. Nach Definition existieren nun f,g € FP sodass f eine Reduktions-
funktion von L nach L ist, und fiir g die Aussage

Vx,w. [(f(x),w) €R" - (x,9(x,w)) € R]
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gilt. Mit der Definition des Standardbeweissystems konnen wir diese Aussage auch fol-
gendermallen dquivalent schreiben als

Vx, w. [stdp: (f(x), w) = f(x) — stdg(x,g(x,w)) = x].

Es ist leicht zu sehen, dass nun auch eine Funktion g’ € FP angegeben werden kann,
sodass

Vx, w. [stdp: (z) = f(x) — stdp(g'(x,2)) = x]
gilt. Also kann stdy auch stdy tiber f, g’ P-quasi-simulieren. O

Die intuitive Aussage von —KvL ,,Alle NP-Relationen fiir NP-vollstindige Sprache L
sind im Wesentlichen gleich* tibertragt sich nun auch auf ehrliche Beweissysteme:

Satz 4.11. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) Aussage —KvL.

(2) Fiir jede <% -vollstindige Menge L € NP gilt: Wenn R, R’ zwei NP-Relationen fiir L sind,
dann

p
R<PR.

(3) Fiir jede <h -vollstindige Menge L € NP gilt: Wenn h, h’ zwei ehrliche Beweissysteme
fiir L sind, dann

h P-quasi-simuliert h'.
(4) Fiir eine <P-vollstiindige NP-Relation R gilt: Wenn R’ eine NP-Relation fiir Proj(R) ist,
dann

p
R<PR.

Beweis. (1) = (2): Klar, denn mit (1) ist R” <P-vollstdndig.
(2) = (4): Klar, ist ja rSAT <P-vollstindig.

(4) = (1): Sei Q eine NP-Relation, wobei Proj(Q) <k -vollstindig fiir NP ist. Wir werden
zeigen, dass R Sf Q, wobei dann auch Q Sf—vollstéindig ist (Beob. 3.20), wie gewiinscht.
Die Argumentation verlduft hierbei dhnlich wie bei Satz 4.7. Sei f € FP die Funktion,
welche Proj(R) <k Proj(Q) realisiert. Sei nun

R ={(x,0y) | (x,y) €ER} U{(x,12) | (f(x),2) € Q}.

Es ldsst sich leicht zeigen, dass R" eine NP-Relation fiir Proj(R) ist. Nach (4) gilt nun
R <P R’.Ebenso gilt R <P Q, denn wir haben

(fo,2) €Q = (x,1z) ER,
g(x,2)

also realisiert f als Reduktionsfunktion und g(x, z) &' 17 als Translationsfunktion die
Levin-Reduktion R" <}’ Q. Damit gilt R <[ R’ <[ Q wie gewiinscht.

(2) = (3): Einfach mit Beobachtung 4.10 nachweisbar. O

Als Korollar erhalten wir dabei insbesondere folgende Aussage, welche KvL mit Stan-
dardbeweissystemen von <P-vollstindigen NP-Relationen in Beziehung setzt:
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Korollar 4.12. Sei R eine NP-Relation, sodass R <}-vollsténdig ist. Folgende Aussagen sind
dquivalent:

(1) Aussage —KvL.
(2) Fiir alle ehrlichen Beweissysteme h mit img(h) = Proj(R) gilt

stdy P-quasi-simuliert h.

Beweis. (1) = (2): Klar, denn stdy ist ehrlich, und mit Satz 4.11(3) kann std; damit h
auch P-quasi-simulieren.

(2) = (1): Wir zeigen die Aussage von Satz 4.11(4), womit auch —KvL bzw (1) gilt. Sei
hierfiir R" eine NP-Relation fiir Proj(R). Mit (2) wissen wir dass std, das Beweissystem
stdg: P-quasi-simulieren kann. Mit Beobachtung 4.10(2) folgt R <P R'. O

Unter dieser Charakterisierung erhalten wir einen zweiten trivialen Beweis von Ko-
rollar 4.8: Q ist hinreichend fiir —KvL, denn unter Annahme von Q ist jedes ehrliche
Beweissystem P-optimal, heilt auch das Standardbeweissystem std g,y fir KAN ist P-
optimal (Satz 4.6), kann also insbesondere auch alle ehrlichen Beweissysteme h P-qua-
si-simulieren. Damit auch —KvL (Korollar 4.12).

Mittels unserem Begriff der P-Quasi-Simulation kénnen wir nun auch die Hypothese
SAT auf natiirliche Weise verstarken:

Vermutung 4.13 (SATY). Es existiert keine <} -vollstindige Menge L fiir NP mit einem Be-
weissystem h, welches alle anderen ehrlichen Beweissysteme fiir L P-quasi-simulieren kann.

Diese Verstdrkung ist am sichtbarsten, wenn wir uns tiberlegen, wie die Negation
—SAT zu —SATY in zwei Aspekten abgeschwicht wird. Erstens der Umfang: es wird nicht
mehr verlangt, dass ein Beweissystem h existiert, welche alle Beweissysteme P-simulie-
ren kann, sondern nur noch alle ehrlichen Beweissysteme. Zweitens die Beziehung: es
wird nicht mehr P-Simulation, sondern nur noch P-Quasi-Simulation vorausgesetzt.

Wir sehen nun, dass SATY eine Verstarkung von sowohl SAT als auch KvL ist:

Korollar 4.14. (1) SATY = SAT
(2) SATY = KvL

Beweis. Fiir (1) haben wir bereits argumentiert. Wir zeigen nur noch (2) mittels Kon-
traposition. Unter —KvL folgt mit der Formulierung aus Korollar 4.12(2), dass das Stan-
dardbeweissystem der <P-vollstandigen NP-Relation rSAT alle ehrlichen Beweissyste-
me P-quasi-simulieren kann. Also hat die Menge KAN ein Beweissystem, welches alle
ehrlichen Beweissysteme P-quasi-simulieren kann. O

Wir haben damit also je eine notwendige (—Q) und eine hinreichende Hypothese
(SATY) fiir KvL. Durch die Charakterisierung von —KvL iiber Beweissysteme ergibt sich
durch Korollar 4.12 eine interessante Ahnlichkeit zur Hypothese Q. Wir wollen diese
beiden Hypothesen im Folgenden kurz gegeniiberstellen. Zur Anschaulichkeit beziehe
ich mich hierbei auf die NP-Relation rSAT. (Durch Ergebnisse im nichsten Abschnitt
wird klar, dass sich dieses Argument auch auf rKAN relativierend tibertragt.) Wir haben

¢ Q genau dann wenn sat jedes ehrliche Beweissystem P-simulieren kann
(Satz 4.2),10

¢ —KvL genau dann wenn sat jedes ehrliche Beweissystem P-quasi-simulieren kann
(Korollar 4.12).

10. Satz 4.2 macht zwar nur Aussa-
gen liber NPTMs, aber es ist leicht
zu sehen, dass diese mit den ehr-
lichen Beweissystemen identifiziert
werden kénnen. Vgl. auch Satz 4.17.
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Damit wird deutlich, dass die die Hypothesen Q und —KvL dquivalent sind, falls die P-
Quasi-Simulation genauso stark ist wie die P-Simulation.

Dennoch bleiben weitere Fragen offen, die wir hier aus Platzgriinden nicht weiter
verfolgen werden. Zum einen zur Charakterisierung von KvL: Wir konnten zwar KvL
unter anderem als Aussage tiber Beweissysteme formulieren, aber sind auch noch wei-
tere dquivalente Charakterisierungen moglich, z.B. dhnlich wie bei Q?

Zum anderen die Beziehungen zwischen KvL und anderen Hypothesen bzw. Annah-
men. Gibt es natiirliche (z.B. kryptographische) Annahmen, welche hinreichend fiir
KvL sind? Wie ist die Beziehung zu den anderen Pudldkschen Hypothesen? Wie ver-
hilt sich insbesondere SAT zu SATY? Diese Fragen werden wir zum Teil in Kapitel 5
klaren; dort wird ein Orakel konstruiert, welches zeigt, dass selbst unter der Annah-
me von DisjNP A UP es nicht mdglich ist, mit relativierenden Beweismethoden auf KvL
zu schlieRen. Wir kommen hierauf am Ende dieses Kapitels noch einmal zurtick.

Insgesamt ist durch die vorherigen Uberlegungen aber ein erster Schritt getan, die
Beziehung zwischen Levin- und Many-one-Vollstindigkeit tiber die Vermutung KvL im
Kontext des Pudldkschen Programms einzuordnen. Weitere Forschung in diese Rich-
tung erscheint vielversprechend.

4.2 Hypothese Q und Suchprobleme

Wie im Einstieg des Kapitels angesprochen, geben Fenner, Fortnow, Naik und Rogers
(2003) bzw. K6bler und Messner (2000) dquivalente Charakterisierungen der Hypothe-
se Q an, welche sich im Wesentlichen auf auf der <P-Vollstidndigkeit von rSAT aufbauen
(Satz 4.2 und 4.3). Wir wiederholen hier noch einmal die Aussagen, aber mit einer et-
was abstrakteren Notation. Wie schon angesprochen, kénnen fiir eine feste Menge L
die ehrlichen Beweissysteme fiir L mit den NPTMs identifiziert werden, welche L ent-
scheiden. So kénnen wir die anfangs genannten Charakterisierung von Fenner, Fort-
now, Naik und Rogers stattdessen folgendermalen notieren:

Satz 4.2 (Fenner, Fortnow, Naik und Rogers, 2003). Es gilt Q genau dann wenn h <}, sat
fiir jedes ehrliche Beweissystem h fiir SAT.

Die Charakterisierung von Kébler und Messner kénnen wir auf dhnliche Weise iiber
Standardbeweissysteme von NP-Relationen schreiben.

Satz 4.3 (Kdbler und Messner, 2000). Es gilt Q genau dann wenn das Standardbeweissystem
std.gar P-optimal ist.

Diese beiden Charakterisierungen wollen wir im Folgenden verallgemeinern und
von rSAT auf beliebige <[-vollstindige NP-Relationen R iibertragen. Hieraus ergibt
sich schon unmittelbar der technische Beitrag, dass dann diese Charakterisierungen
auch in einer relativierten Umgebung angewendet werden kénnen, um z.B. ein geeig-
netes Orakel zu konstruieren, was Q von anderen Hypothesen trennt.

Das ist fiir den zweiten Satz 4.3 ohne weitere zusitzliche Bedingungen mdoglich.
Beachte, dass sich der hier prisentierte Beweis maRgeblich von dem urspriinglichen
Beweis von Messner (vgl. 2000, Thm. 5.2) unterscheidet, und insbesondere ohne sein
(nichtrelativierendes) Padding-Argument auskommt.
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Satz 4.15. Sei R eine beliebige <P-vollstindige NP-Relation. Folgende Aussagen sind dquiva-
lent:

(1) Aussage Q.
(2) Das Standardbeweissystem stdy ist P-optimal.

Beweis. (1) => (2): Das Standardbeweissystem stdy ist ehrlich. Nach Satz 4.6 ist stdg
damit P-optimal.
(2) = (1): Wir zeigen die Aussage, dass TFNP C_ FP. Nach Satz 4.1 ist das dquivalent
zu Q. Sei hierfiir ein solches Q € TFNP gegeben

Nachdem R <[-vollstindig ist, haben wir Funktionen f,g € FP mit

x € Proj(Q) < f(x) €Proj(R), (f(x),z) ER = (x,¢9(x,2)) €Q.
Definiere nun
f(x) wennw = 0x
h(w) € {x wennw = 1{x,y)und (x,y) ER.
1 sonst

Es ist leicht zu sehen, dass h ein Beweissystem fiir Proj(R) ist, denn insbesondere gilt
f(x) € Proj(R) fiir jedes x € X*. Nach (2) gilt also h <}, stdy. Mit Beobachtung 4.5
haben wir eine Funktion r € FP, sodass

h(w) =x = (x,r(w)) ER.
Damit gilt insbesondere

h(ox) = f(x) = (f(x),r(0x)) ER = (x,¢g(r(0x))) € Q.
q(x)

Damit ist q(x) o g(r(0x)), q € FP eine Verfeinerung von Q, wie gewlinscht. O

Die andere Charakterisierung von Fenner, Fortnow, Naik und Rogers ist umfangrei-
cher. Zunichst ist klar, dass ,h <}, std, fiir alle ehrlichen Beweissysteme* schwicher
ist als ,h <h, stdy fiir alle Beweissysteme*, was ja nach vorigem Satz dquivalent zu Q
ist. Tatsdchlich gilt die Umkehrung scheinbar nicht fiir alle <['-vollstindigen NP-Rela-
tionen R. Die Autoren zeigen diese Umkehrung fiir die NP-Relation rSAT, und nutzen
hierbei die Eigenschaft aus, dass die entsprechenden Reduktionsfunktionen alle P-in-
vertierbar sind, bzw. in anderen Worten, die Sf,l,i—Vollstéindigkeit von rSAT.

Wir werden im Folgenden diese Voraussetzung abschwéchen, und betrachten dabei
folgende Verstdrkung der <k -Reduktion.

Definition 4.16 (Ehrliche Levin-Reduzierbarkeit). Seien Q,R zwei NP-Relationen. Wir
sagen dass Q sich auf R ehrlich Levin-reduzieren ldsst, bzw. Q SE,h Rwenn Q < R, und die
zugehdorige Reduktionsfunktion f ehrlich ist.

Definiere Sflh—\/ollsténdigkeit entsprechend. <

p : p P lingte
Beachte, dass <Lh zwischen <{ und S liegt:

Q<P,;R = Q<[ R = Q<[ R

Damit impliziert <} , ;-Vollstandigkeit eine <7, -Vollstandigkeit, und diese eine <f-
Vollstindigkeit.

Mit dem Begriff der ehrlichen Reduzierarkeit kdnnen wir den vorigen Beweis von
Satz 4.15 erweitern, womit wir Satz 4.2 generalisieren und relativieren.
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Satz 4.17. SeiR eine beliebige Sﬁ,h—vollstéindige NP-Relation. Folgende Aussagen sind dquiva-
lent:
(1) Aussage Q.
(2) Das Standardbeweissystem stdy, ist P-optimal.
(3) Fiir jedes ehrliche Beweissystem h fiir Proj(R) gilt h <}, stdg.
Beweis. (1) = (2): Klar, nach Satz 4.6 ist mit (1) das Beweissystem stdp P-optimal.
(2) = (3):Klar.
(3) = (1): Analog wie bei Satz 4.15. Wir zeigen wieder die Aussage, dass TENP C_ FP.

Sei hierfiir ein solches Q € TFNP gegeben. Nachdem R <P-vollstindig ist, haben wir
Funktionen f,g € FP, welche Q <! R realisieren. Definiere nun

f(x) wennw = 0x
h(w) & {x wennw = 1{x,y)und (x,y) ER .
1 sonst
Esist leicht zu sehen, dass h ein Beweissystem fiir Proj(R) ist. Insbesondere ist h ehrlich,

denn fist ehrlich. Damit gilt mit (3), dass h <}, stdy; mit Beobachtung 4.5 existiert dann
eine Funktion r € FP, sodass h(w) = x — (x,r(w)) € R. Damit ist g(x) = g(r(0x)),

q € FP eine Verfeinerung von Q, wie gewiinscht. O
Wir fassen kurz den aktuellen Stand zusammen. Sei R eine NP-Relation. Wir haben
nun folgendes Bild:
falls R Levin-vollst. falls R ehrlich Levin-vollst.

h <P stdy fiir alle

l/_\\ .
Q (4.15) stdy ist P-opt. (4.17) : . .
N~ A ehrl. Beweissyst. h fiir Proj(R)

Levin-Paddability

Die stdrkere Voraussetzung an die NP-Relation R, dass diese ehrlich Levin-vollstandig
sein muss, wollen wir hier noch einmal kurz beleuchten. Ganz ihnlich zur Ber-
man-Hartmanis-Paddability ldsst sich auch die ehrliche Levin-Vollstdndigkeit von R
dquivalent als strukturelle Eigenschaft von R formulieren. Hierbei machen wir einen
sehr schwachen Begriff von Paddabilty auf Suchproblemen produktiv, welcher von
Messner (2000) konkret auf rSAT eingesetzt wurde.

Ahnlich wie bei der Berman-Hartmanis-Paddability wollen wir beliebige Instanzen
x zu ldngeren Instanzen x’ vergroRern. Zusatzlich verlangen wir, dass wir auch Zertifi-
kate y fiir x" wieder zu Zertifikaten y fiir x zuriickrechnen kénnen. In anderen Worten:
wir codieren ,,redundante Teile“ in x hinein, um x" zu erhalten. Fiir Zertifikate y’ fiir x'
konnen wir dann den Teil des Zertifikats wegwerfen, welcher sich ohnehin nur auf das
redundanten Padding bezieht, und erhalten wieder ein Zertifikat y fiir x.

Definition 4.18 (Levin-Paddability). Eine NP-Relation R ist Levin-paddable wenn Funk-
tionen pad € FP und padsol € FP existieren, sowie ein Polynom r sodass

(1) x € Proj(R) < pad(x,1") € Proj(R),

(2) (pad(x,1"),y) ER = (x,padsol(x,1",y)) € R,

(3) r(lpad(x,1™)|) > n.(Funktion pad ist ehrlich bzgl. der zweiten Komponente.) <
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Beachte dass wir im Gegensatz zur Berman-Hartmanis-Paddability keine Invertier-
barkeit der Padding-Funktion verlangen. Wieder im Gegensatz zur Berman-Hartma-
nis-Paddability verlangen wir aber ein effizientes Riickrechnen der Zertifikate von ge-
paddeten Instanzen.

Wir sehen einfach, dass rSAT Levin-paddable ist: padde Formeln ¢ auf, indem z.B.
Disjunktionen neuer Variablen hinzugefiigt werden, also z.B.

@' =pad(p,1") = @V X V X1 Vo V Xy

wobei k hinreichend grof sein soll, dass x;, x4, ... nicht als Variable in ¢ vorkommt.
Ist nun w' eine erfiillende Belegung fiir ¢’, dann entferne alle Variablenbelegungen
Xp, Xpq1, --- aus w' und es ergibt sich hieraus eine erfiillende Belegung w fiir ¢.

Diese Eigenschaft ldsst sich auch leicht fiir die kanonische NP-Relation rKAN iiber-
priifen, indem z.B. fiir Eingabeinstanz x = (N, x,1") der NPTM N weitere Zustinde
hinzugefiigt werden, welche iiber die Transitionsrelation von N nicht erreichbar sind.
Diese Beobachtung gilt insbesondere auch im relativierten Fall.

Beobachtung 4.19. Die kanonische SELi—vollstdndige NP-Relation rKAN ist Levin-paddable.

Folgendes Lemma zeigt nun, dass Levin-Paddability unter den vollstdndigen Rela-
tionen hinreichend fiir ehrliche Vollstandigkeit ist.

Lemma 4.20. Sei R eine <[-vollstindige NP-Relation. Wenn R Levin-paddable ist, dann ist R
auch Sf ,-vollstdndig.

Beweis. Sei Q eine beliebige NP-Relation. Wir wollen zeigen, dass Q SEh R. Nachdem
R vollstindig ist, gilt Q <P R; sei f,g € FP die Reduktions- bzw. Translationsfunktion
welche diese Reduktion realisieren. Wir werden nun Funktionen f’, g’ € FP angeben,
welche die gleiche Reduktion realisieren, aber f” ehrlich ist, wie gewtlinscht.

Sei pad, padsol die zu R zugehdrigen Padding-Funktionen. Definiere

f (0 & pad(f(x), 1%).
Es gilt
X € Proj(Q) < f(x) € Proj(R) < pad(f(x),1") = f'(x) € Proj(R),

wobei erste Implikation die Eigenschaft der Reduktionsfunktion f ist, und die zweite
aus der Definition von Levin-Paddability folgt. Aus der Definition von Levin-Paddability
folgt auch r(|f" (x)|) > |x| fiir ein geeignetes Polynom r, und damit ist auch f” ehrlich.

Wir zeigen nun, wie sich aus R-Zertifikaten fiir f’ (x) wieder Q-Zertifikate fiir x aus-
rechnen lassen kdnnen. Sei hierfiir ein z € 2* gegeben mit (f’ (x),z) € R. Nach Defi-
nition gilt also (pad(f(x),1¥),z) € R, also gilt nach Levin-Paddability dass

(f(x), padsol(f(x),1¥,2)) ER,

und nach Definition der Translationsfunktion g gilt dann
(x,g(x,w)) € Q
g9(x,z)

und wir haben unser Q-Zertifikat fiir x. Dieses kdnnen wir effizient mittels geeignetem
g’ € FP berechnen. O
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Fiir die andere Richtung sehen wir, dass sich Levin-Paddability auf <P nach oben

—Lh
tibertragt.
Lemma 4.21. (1) Gilt rKAN <P R, dann ist R Levin-paddable (und <}-vollstéindig fiir
FNP).
(2) Jede <P -vollstéindige NP-Relation R ist Levin-paddable.

Beweis. Aussage (2) folgt unmittelbar aus (1).

Fiir (1) nutzen wir die Levin-Paddability von rKAN aus: {ibersetze Instanz x von R
nach rKAN, padde dort hoch, und iibersetze zu R-Instanz x” zuriick. Ist dann y’ ein Zer-
tifikat fiir x', dann ldsst sich dies auf dhnlichem Weg wieder zu einem Zertifikat fiir x
zurtickrechnen,

Seien f, g die Reduktions- bzw. Translationsfunktion, welche rKAN Sf L R bezeugen,
und seinen analog f’, g’ jene Funktionen, welche R <P rKAN bezeugen. Erstere existie-
ren nach Voraussetzung, zweitere existieren weil rKAN <P-vollsténdig ist. Nach Voraus-
setzung ist f ehrlich. Und nach Beobachtung 4.19 existieren fiir rKAN Padding-Funktio-
nen pad_y, ., padsol ., .. Sei q ein entsprechendes Polynom mit q(|pad_, ,,(x,1")]) > n,
q(f)1) = Ixl.

Definiere nun

def

pad, (x, 1) = f(pad_ ., (f' (x),1M)).
Die Zugehorigkeit zu Proj(R) bleibt erhalten:

x € Proj(R) < f'(x) EKAN < pad_,,.(f (x),1") € KAN
= f(pad_,,,(f (x),1")) € Proj(R) = pad,(x,1") € Proj(R).

Ferner gilt

n < q(lpad .,y (f ), 1))
< q(q(f(pad ., (f 0O, 1M1))
= q(q(lpad, (x,1M)1)),

und damit ist pad,, wie gewtinscht ehrlich bzgl. n (mit Polynom q o g).

Es verbleibt noch die Funktion padsol, anzugeben. Nehme hierfiir an, dass wir ein
y" gegeben haben mit (pad, (x,1"),y") € R. Wir kénnen {iiber g,g" das R-Zertifikat y’
zu R-Zertifikat y fiir x zuriick tibersetzen: Sei p & pad_,(f' (x),1"), dann kdnnen wir
pad, (x,1") als f(p) schreiben, und es gilt

(f(p),y) ER = (p,g(p,y")) E rKAN.

Definiere z & g(p,y"). Nun haben wir

(p,2) = (pad . (f (x),1"),2) € TKAN
= (f' (%), padsol_,\(f' (x),1",2)) € rKAN

7'

und mit 7/ & padsol . (f (x),1", z) gilt
(f'(x),7') €E TKAN = (x,¢9'(x,7')) ER.
y
Damit haben wir ein R-Zertifiakt y fiir x. Es ist leicht zu sehen, dass sich eine Funktion

padsol, € FP angeben kann, die aus x,1",y" dieses entsprechende y berechnen kann.
O
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Wir erhalten damit als Korollar folgende Aquivalenz:

Korollar 4.22. Sei R eine <P-vollstidndige NP-Relation. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) Rist Sf’h—vollstdndig.

(2) Rist Levin-paddable.

Fiir die {iblichen <P-vollstindigen natiirlichen NP-Relationen (wie rSETCOVER,
rCLIQUE, rCLIQUE, r3COLORABILITY, rHAMCYCLE, rMAXCUT) ist leicht zu sehen,
dass diese alle Levin-paddable sind, also auch Sflh—vollstéindig sind. Es ist unklar, ob
Levin-Paddability fiir alle vollstindigen NP-Relationen zutrifft. Diese allgemeine Frage
zwischen <P-Vollstandigkeit und Levin-Paddability bzw. Sf/h—\/ollstéindigkeit werden
wir aber im Folgenden nicht weiter bearbeiten:

Frage 4.23. Wenn eine NP-Relation R <[-vollstindig fiir FNP ist, ist dann R auch Levin-pad-
dable? Existiert ggf. ein Gegenbeispiel in einer geeigneten relativierten Umgebung?

Charakterisierungen von Q

Unabhéngig von voriger Frage konnen wir nun aber abschlieBend die vorigen Ergeb-
nisse in folgendem Satz zusammenfassen. Beachte dass diese Charakterisierungen re-
lativieren.

Satz 4.24 (Aquivalente Formulierungen der Hypothese Q). Folgende Aussagen sind dqui-
valent:

(1) Hypothese Q: Fiir jede totale NPTM N existiert eine Funktion g € FP sodass fiir alle x €
Y* das Bild g(x) ein akzeptierender Rechenweg von N(x) ist.

(2) TENP C. FP
(3) NPMV, C_ FP
(4) P = NP N coNP und NPMV, C_ NPSV,

(5) Jede surjektive ehrliche Funktion f € FP ist P-invertierbar, heifst die Umkehrrelation f~*
hat eine Verfeinerung in FP.

(6) Fiir jede Menge L € P und jede NPTM N mit L(N) = L existiert eine Funktion h € FP
mit
x € L = N(x) akz. mit Rechenweg h(x).
(7) Fiir jedes Paar von NP-Relationen A, B gilt:
Proj(A) <k, Proj(B) < A <[ B.

(8) Fiir jedes Beweissystem h gilt: h ist optimal < h ist P-optimal.
(9) Jedes ehrliche Beweissystem h ist P-optimal.

(10) Es existiert eine Sf ,~vollstdndige NP-Relation R sodass fiir alle ehrlichen Beweissysteme
h fiir Proj(R) auch h <}, stdy gilt.

(11) Es existiert eine <P-vollstindige NP-Relation R fiir welche das Standardbeweissystem
stdg P-optimal ist.
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Beweis. 1. (1) < (2) & (4) < (5) < (6): nach Fenner, Fortnow, Naik und Rogers
(2003, Thm. 2).

2. (1) < (3): nach Beobachtung 3.5.

3. (1) & (7): nach Satz 4.7.

4, (1) < (8) = (9): nach Satz 4.6.

5. (1) < (10): nach Satz 4.17 und der <P ,-Vollstandigkeit von rKAN.

6. (1) = (11): nach Satz 4.15 und der <b—Vollstand1gke1t von rKAN. O

Analysiert man die Beweise beziiglicher der Aquvalenz von Aussage Q zu (10) bzw.
(11) kdnnen wir sogar feststellen, dass die Wahl der < -bzw. <P h—vollstandlgen Relati-
on R beliebig ist. Wir konnen daher Q tiber universell quant1f121erte Varianten von (10)
und (11) charakterisieren.

Satz 4.25. Entweder gelten die Aussagen (1), (10), (11) oder die Aussagen (1)), (10°), (11°):

1) Q.

(10) Fiir alle <P, -vollstéindigen NP-Relationen R, alle ehrlichen Beweissysteme h fiir Proj(R)
gilt auch h <8, stdy.

(11) Fiir alle <P-vollstindigen NP-Relationen R ist das Standardbeweissystem stdy P-optimal.
1) -Q

(10') Es existiert keine SE h—vollstc’indige NP-Relation R, sodass fiir alle ehrlichen Beweissyste-
me h fiir Proj(R) auch h <}, stdy gilt.

(11') Es existiert keine <P-vollstindige NP-Relation R, sodass das Standardbeweissystem stdy
P-optimal ist.

Beachte dass (10') bzw. (11") nicht die negierte Version von (10) bzw. (11) ist.

4.3 Bekannte Implikationen und Orakel, offene Trennungen

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels werden wir nun die in Abbildung 7 abgebildeten
Implikationen und Aquivalenzen nachweisen. Damit werden insbesondere auch die Hy-
pothesen Q und KvL in das Pudlaksche Programm eingeordnet. Zum Schluss wird noch
angegeben, welche der Hypothesen im (vergroRertem) Pudldkschen Programm durch
ein Orakel separiert sind, und welche Separationen noch offen sind.

Zunichst fithren wir noch eine abgeschwéchte Variante von Q ein, die von Fenner,
Fortnow, Naik und Rogers (2003) in ihrer Untersuchung zur Hypothese Q vorgeschlagen
wurde.

Vermutung 4.26 (Q’, Fenner, Fortnow, Naik und Rogers, 2003). Fiir jede totale NP'TM N
existiert eine Funktion g € FP,img(g) C {0, 1} sodass fiir alle x € %* das Bild g(x) € {0, 1}
das erste Bit eines akzeptierenden Rechenwegs von N(x) ist.

Die Hypothese Q" ldsst eine einfache komplexitdtstheoretische Charakterisierung
zu: es gilt Q" genau dann wenn alle disjunkten coNP-Paare P-separierbar sind.

Nun kénnen wir die in Abbildung 7 abgebildeten Implikationen und Aquivalenzen
nachweisen.

Satz 4.27. Es gelten die in Abbildung 7 abgebildeten Implikationen und Aquivalenzen.
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Beweis. Es gelten die notierten Aquivalenzen:
1. -Q & 3 optimales Beweissystem was nicht P-optimal ist & TFNP €. FP, nach
Satz 4.24.
2. =Q" < 3 P-inseparierbares DisjCoNP-Paar, nach Fortnow und Rogers (1993, Lem-
ma 2.12, vgl. Appendix; vgl auch Fenner, Fortnow, Naik und Rogers, 2003, Thm. 4).
3.NP N coNP # P « NPSV, € FP, nach Fenner, Fortnow, Naik und Rogers (2003,
Prop. 1).
4. UP # P & 3 Einwegfunktionen, nach Grollmann und Selman (1988, Thm. 10).
5. UP N coUP # P < 3 Einwegpermutationen, nach Homan und Thakur (2003).
6. NP N coNP < NPSV, hat keine vollstidndige Funktion, nach Beyersdorff, Kébler und
Messner (2009, Prop. 3).
7. DisjNP < NPSV hat keine vollstdndige Funktion, nach GlaRer, Selman und Sengupta
(2005, Thm. 9).

Es gelten die eingezeichneten Implikationen:

1. DisjNP = TAUTN nach Kébler, Messner und Torén (2003, Cor. 6.1).

2. UP = TAUT nach Kébler, Messner und Toran (2003, Cor. 4.1).

3. TAUT = EE # NEE, TAUTN = NEE # coNEE nach Kébler, Messner und Torén (2003,
Cor. 7.1).

4.NP N coNP # P = Q" = NPMV,Z_TFNP = —Q nach Fenner, Fortnow, Naik und
Rogers (2003, Prop. 9, Thm. 6).

5.E # NE = 3 NP-Relation, welche nicht auf Entscheidung reduzierbar ist, nach Im-
pagliazzo und Sudan (1991), vgl. Satz 3.11.

6. UP # P = 3 P-inseparierbares DisjNP-Paar, nach Grollmann und Selman (1988,
Thm. 5).

7. NP N coNP = TAUT V SAT nach Kébler, Messner und Tordn (2003, Cor. 5.1).

8. NPMV, hat keine vollstidndige Funktion = SAT nach Beyersdorff, Kébler und Mess-
ner (2009, Thm. 25). Es ist leicht zu sehen, dass der Beweis auch auf unsere relativierte
Variante von SAT generalisiert.

9. NPMV, hat keine vollstdndige Funktion = NP # coNP nach Satz 4.28.

10. SATY = SAT, SATY = KvL, nach Korollar 4.14.

11. KvL = —Q, nach Korollar 4.8.

12. =Q = 3 NP-Relation, welche nicht auf Entscheidung reduzierbar ist, denn wenn
—Q, dann gilt mit Satz 4.24 auch TENP ¢ FP, heif3t es existiert NP-Relation R € TFNP
und R & FP = FPPrI®),

13. DisjCoNP = TFNP = NPMV, hat keine vollstdndig Funktion, nach Pudldk (2017,
Prop. 5.6, 5.10).

14. NP N coNP # P = 3 P-inseparierbares DisjNP-Paar, denn wenn alle DisjNP-Paare
P-separierbar wiren, dann ist auch fiir jede Menge L € NP N coNP jeweils das DisjNP-
Paar (L, L) P-separierbar und damit L € P.

15. DisjNP = 3 P-inseparierbares DisjNP-Paar; ist klar, denn wenn alle DisjNP-Paare P-
separierbar wiren, dann wiren auch alle Paare trivialerweise <}’ -vollstindig.

16. DisjCoNP = 3 P-inseparierbares DisjCoNP-Paar; ist aus selben Griinden klar.

17. TAUTN = TAUT klar, weil aus P-Optimalitdt auch Optimalitat folgt.

18. SAT = —Qklar: wenn Q, dann ist nach Satz 4.24 jedes optimale Beweissystem auch
P-optimal. Dann gilt auch —SAT: jede Menge L € NP hat ein optimales Beweissystem h
(Beobachtung 2.14) und das ist nach Voraussetzung P-optimal.

19. UP = UP + P Kklar.
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20. NP N coNP = NP N coNP =+ P klar.

21. NP N coNP = NP # coNP klar, denn wenn NP = coNP dann ist NP N coNP = NP
und damit existiert auch eine vollstindige Menge.

22. 3 P-inseparierbares DisjNP-Paar = P # NP klar.

23.UP N coUP # P = UP # P,UP N coUP # P = NP N coNP # P klar mittels
Translationstechnik.

24. NEE # coNEE = NE # coNE = NP # coNP = P # NP klar mittels Translations-
technik.

25. NEE # coNEE = EE # NEE = E # NE klar. ]

Der verbleibende Beweis ist eine Generalisierung eines Beweises von Dingel (2022).

Satz 4.28. WennNP = coNP, dann existiert eine <h,-vollstindige Multifunktion ffiir NPMV,.

Beweis. Betrachte die Menge

def

U= {(T,x,1") | T ist NTM-Transduktor
und fiir jeden Rechenweg « von T(x) mit < n Schritten gilt:
« ist nicht terminierend oder « terminiert ablehnend}.

Nach Definition ist klar, dass U € coNP: (T,x,1") & U wenn ein Rechenweg a mit < n
Schritten existiert, sodass T(x) auf « akzeptiert. Nach Voraussetzung gilt also U € NP
und es existiert eine NPTM Ny welche U entscheidet, und zwar in Laufzeit q(|(T, x, 1")1)
tiir geeignetes Polynom q.

Zur Erinnerung: wir sagen fiir eine NTM N, dass ein Rechenweg « einer Berechnung
N(x) ein terminierender Rechenweg ist, wenn kein weiterer legaler Rechenschritt (bzgl.
N) mehr an « angehingt werden kann. Der Rechenweg « akzeptiert, wenn « terminiert
und in der letzten Konfiguration in einem akzeptierendem Zustand steht.

Betrachte nun die Multifunktion f, die durch folgenden nichtdeterministischen
Transduktor F(T, x, 1") berechnet wird:

1 wenn T kein NTM-Transduktor ist dann
2 L Gebe € aus

3 Rate nichtdeterministisch einen Rechenweg « von T(x) mit < n Schritten
Rate nichtdeterministisch einen Rechenweg f von Ny (T, x, 1") mit
< q(I(T,x,1™)|) Schritten
5 wenn « genau n Schritte hat, und nicht terminiert dann
6 ‘ Gebe € aus
7 sonst wenn T(x) mit « akzeptiert dann
8
9

IN

y « Ausgabe von T(x) auf «

Gebe y aus
10 sonst wenn Ny (T, x, 1") mit ff akzeptiert dann
11 ‘ Gebe € aus
12 sonst

13 L Lehne ab

Es ist leicht zu sehen dass F in Polynomialzeit arbeitet. Wir bestimmen nun die Out-
puts von F in Abhidngigkeit der Eingabe (T, x, 1"). Wir untersuchen hierfiir drei Falle:

1. Es existiert ein Rechenweg von T(x) mit > n Schritten. In diesem Fall existiert
dann auch Rechenweg a mit genau n Schritten, welcher nicht terminiert. Da-
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mit terminiert F auf mindestens einem Rechenweg in Z. 6 und wir haben ¢ €
set-f(T,x, 1").

2. Jeder Rechenweg von T(x) hat nur < n viele Schritte, und set-T(x) = (. Dann
wird jeder Rechenweg von T(x) mit genau n Schritten terminieren, heilt F wird
definitiv nicht in Z. 6 eine Ausgabe tétigen. Gleichzeitig wird kein Rechenweg von
T(x) akzeptieren, heift F wird auch nicht in Z. 9 eine Ausgabe tétigen. Zusatzlich
gilt (T,x,1") € U, heillt F wird auf mindestens einem Rechenweg in Z. 11 mit
Ausgabe ¢ akzeptieren. Es gilt also set-f(T, x, 1") = {¢}.

3. Jeder Rechenweg von T(x) hat nur < n viele Schritte, und set-T(x) # 0. Wieder
gilt, dass jeder Rechenweg T(x) mit genau n Schritten auch terminiert, heillt F
wird definitiv nicht in Z. 6 eine Ausgabe titigen. Gleichzeitig existiert fiir jedes
y € set-T(x) ein akzeptierender Rechenweg a, mit < n Schritten, welcher auf
T(x) den Output y macht. Dieser ist insbesondere terminierend. Damit wird auch
F dieses y in Z. 9 ausgeben. Zusitzlich gilt (T, x, 1) & U, heiflt Z. 11 wird daher
niemals erreicht. Es gilt also set-f(T, x, 1") = set-T(x).

Damit ist klar, dass f € NPMV,. Wir zeigen nun, dass f auch NPMV,-vollstindig ist.
Sei hierfiir g eine beliebige Multifunktion aus NPMV,. Dann existiert auch ein NPTM-
Transduktor T, sodass dieser g berechnet, und dabei terminiert Ty(x) in < p(|x]) vielen
Schritten fiir geeignetes Polynom p.

Nun gilt nach obiger Beobachtung schon dass

set-g(x) = set—Tg(x) +0 = set—f(Tg,x, 1Py = set-T(x) = set-g(x)
h(x)

und h(x) & (Ty %, 1P realisiert die Reduktion g <}, f, wie gewiinscht. O

Orakeltrennungen

Abbildung 8 zeigt, welche Hypothesen unter relativierbaren Beweisen durch ein Orakel
getrennt sind. Beachte, dass im Gegensatz zur Abbildung 7 aus Ubersichtlichkeit einige
Hypothesen ausgelassen wurden, namlich jene der Exponentialzeitklassen, und jene
der Reduzierbarkeit von Such- auf Entscheidungsprobleme. Das blau hervorgehobene
Orakel 0 wird im folgenden Kapitel 5 konstruiert, vgl. Satz 5.1.

Fiir viele Paare von Hypothesen A, B haben wir damit entweder eine relativierende
Implikation A = B oder es existiert ein Orakel welches A und B trennt, also ein Ora-
kel relativ zu diesem A A —B gilt, und damit einen relativierenden Beweis fiir diese
Implikation ausschlieft.

Die Stellung von Q sei hier hervorgehoben: mittels Orakelkonstruktionen erkennen
wir eine weitestgehende Unabhingigkeit zwischen der Hypothese —Q auf der einen
Seite und Hypothesen des Pudldkschen Programms auf der anderen Seite. Zum einen
wissen wir iiber ein Orakel von Fenner, Fortnow, Naik und Rogers (2003, Thm. 12.3, Nr. 8
in der Abb.), dass die Annahme von UP # P A NP # coNP unter relativierenden Be-
weisen nicht ausreicht, um —Q zu zeigen, also diese Annahme auch nicht ausreicht um
KvL zu zeigen. Auf dhnliche Weise ergibt sich aus dem in Kapitel 5 konstruierten Orakel
(0 in der Abb.), dass auch die Annahme DisjNP A UP nicht ausreicht, um —Q zu zeigen.
Symmetrisch sehen wir {iber zwei Orakel von Dose (2020a, Cor. 3.3, 2020c, Thm. 3.2,
siehe Nr. 5 u. 6 in der Abb.) dass die Annahme —Q (bzw. sogar die stirkere Annahme
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—Q’) nicht ausreicht, um TAUT bzw. SAT zu zeigen, also auch nicht um die starkeren
urspriinglichen Pudldkschen Hypothesen (DisjNP, UP, DisjCoNP, usw.) zu beweisen.

Teile dieser Beobachtung tibertragen sich entsprechend auch auf die Verstarkung
KvL von —Q. Weder UP # P A NP # coNP noch DisjNP A UP reicht als Annahme aus,
um relativierend KvL zu beweisen. Damit wissen wir zumindest schon, dass KvL (wie-
der unter relativierenden Beweisen) nicht dquivalent zu einer der Aussagen ,,UP # P“,
NP # coNP*, DisjNP, UP sein kann. Dennoch wéren einige weitere Orakel wiinschens-
wert, um KvL besser zu situieren, z.B. ein Orakel, relativ zu diesem —Q A —KvL gilt (und
damit KvL von —Q trennt)?

In diesem Sinne kénnen wir auch allgemein fragen, fiir welche Paare A, B von Hy-
pothesen sowohl unbekannt ist, ob A = B iiber einen relativierbaren Beweis, noch ob
ein Orakel existiert relativ zu diesem A A —B. Das sei im Folgenden nun abschlieRend
noch zusammengefasst (vgl. Tabelle 1).

+ Unter dem urspriinglichen Hypothesen des Pudldkschen Programms (SAT, TAUT,
TAUTN, Vollstandigkeit von DisjNP, DisjCoNP, UP, NP N coNP, TFNP, NPMV/, Kol-
laps NP = coNP, NP N coNP = P; die zusammengesetzte Hypothese SAT v TAUT
wird hier dagegen noch nicht diskutiert) kennen wir fiir fast alle Paare an Hypo-
thesen eine relativierende Implikation oder ein entsprechendes Orakel, relativ
zu diesem die Implikation nicht gilt. Offen bleiben nur diese neun Paare:

(i) TAUT & TAUTN,

(i) TAUT = NP # coNP,

(iii) UP = TAUTN,

(iv) UP = DisjNP,

(v) UP & NP # coNP,

(vi) ,NPMV, hat keine vollst. Fkt.“ = TFNP,
(vii) TFNP = DisjCoNP,
(viii) ,,NPMV, hat keine vollst. Fkt.“ = DisjCoNP.

Ein Orakel fiir (v) wire insbesondere auch ein Orakel fiir (i)-(vi); ein Orakel fiir
(vi) oder (vii) wire insbesondere auch ein Orakel fiir (viii).

Erweitern wir den Blick um Q und um die verwandten Hypothesen Q’,
,NPMV, €. TFNP“, so entstehen einige neue Paare A, B von Hypothesen,
fiir die unbekannt ist, ob ein Orakel diese trennt, oder ob ein Beweis einer
relativierbare Implikation existiert, z.B. TFNP = —Q’. Beachte aber, dass fiir
jedes dieser offenen Paare A, B (mit A oder B in {Q,Q’, ,,NPMV,Z_TFNP“}) die
Konstruktion eines Orakels O mit A A =B hdchstwahrscheinlich sehr schwie-
rig ist: fiir jedes offene Paar A, B lésst sich verifizieren, dass relativ zu einem
trennenden Orakel 0 auch Q" A —Q gilt. Damit trennt O insbesondere Q und
Q' unter relativierenden Beweisen, und wiirde eine seit 28 Jahren offene Frage
von Fenner, Fortnow, Naik und Rogers (2003, vgl. auch 1996) beantworten. Das
entspricht genau jenen offenen Orakelkonstruktionen, die in Tabelle 1 mit T
markiert sind.

Ergdnzen wir weiter mit dem Kollaps ,,UP = P* und der P-Separierbarkeit von
DisjNP-Paaren entstehen weiter neue offenen Paare A, B von Hypothesen, unter
anderem
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Abbildung 8: Bekannte Orakel,
welche (relativierende) Implikationen
zwischen zwei Hypothesen ausschlie-
Ben. Ein durchgezogener Pfeil von A
nach B sagt aus, dass A die Aussage
B relativierend impliziert (wie in
Abb. 7). Ein durchgestrichener Pfeil
von A nach B sagt aus, dass ein
Orakel existiert, relativ zu diesem

A A —B gilt. Das Orakel O an den
blauen durchgestrichenen Pfeilen
entspricht dem Orakel aus Satz 5.1.

1. nach Rackoff (1982, Thm. 5).

2. nach Dose (2020c, Thm. 4.1).

3. nach Ehrmanntraut, Egidy und
GlaBer (2022, Thm. 9). 4. nach
Dose und Glal3er (2019, Thm. 4.1).
5. nach Dose (20204, Cor. 3.3).

6. nach Dose (2020c, Thm. 3.2).

7. nach Fortnow und Rogers (2002,
Thm. 3.2). 8. nach Fenner, Fortnow,
Naik und Rogers (2003, Thm. 12.3).
9. nach Glal3er, Selman, Sengupta
und Zhang (2004, Cor. 6.6).

10. nach Khaniki (2022, Thm. 5.1).
11. nach Khaniki (2022, Thm. 5.2).
12. nach Dingel (2022, Satz 3.12).
13. nach Glaler, Selman, Sengupta
und Zhang (2004, Cor. 6.34).
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(ix) DisjCoNP = ,es existiert kein P-separierbares Paar aus DisjNP*,
(x) TAUTN & es existiert kein P-separierbares Paar aus DisjNP*,
(xi) UP # P & TAUT

Dies sind die ,,stdrksten* Implikationen bzw. diejenigen Paare an Hypothesen,
deren Orakelkonstruktionen gegen diese Implikationen am ,,schwierigsten* sind.
Gemeint ist, dass fiir jedes offene Paar A, B von Hypothesen, wobei A oder B in
{,,UP # P“, DisjNP insep.”}, dann auch durch eines von drei Orakeln 0,, 0,, 04
getrennt wird, wobei 0; die Hypotheses (ix) widerlegt, 0, die Hypothese (x), 0,
die Hypothese (xi).

Ergdnzen wir nun abschliefend mit den hier neu definierten Hypothesen KvL
und SATY entstehen wieder neue Paare A, B fiir die offen ist, ob A die Hypothese
B impliziert, oder ob ein Orakel gegen diese Implikation existiert. Das gilt fiir so
gut wie alle méglichen Paare zwischen KvL bzw. SATY und den iibrigen betrach-
teten Hypothesen. Besonders im Hinblick auf den Schwerpunkt dieser Arbeit auf
Suchprobleme und auf die Hypothese KvL sind die folgenden Paare interessant:

(xii) KvL = SATY (oder schwicher SAT),
(xiii) KvL = TAUT,
(xiv) DisjCONP = KvL (oder schwicher —Q = KvL).

Diese Fragen werden im Folgenden nicht weiter untersucht. Stattdessen seien sie
hier als zukiinftige Forschungsdesiderate formuliert: zeige dass eine der obigen
Implikationen gilt, gebe ein Gegenbeispiel an, oder konstruiere ein Orakel relativ
zu diesem eine der obigen Implikationen nicht gilt.

SchlieRlich gehen wir noch auf die zusammengesetzte Hypothese TAUT Vv SAT
ein. Zur Erinnerung: diese Hypothese besagt (in Verbindung mit Korollar 2.17),
dass eine Menge L € NP U coNP existiert fiir die kein P-optimales Beweissystem
existiert. Trotz der zusammengesetzten Natur dieser Hypothese lédsst sich zeigen,
dass TAUT V SAT dquivalent zu weiteren natiirlichen Hypothesen ist. Zum einen
zeigt Khaniki (2022, Thm. 3.2) die Aquivalenz zur Hypothese RFN, betreffend der
Beweisbarkeit endlicher Widerspruchsfreiheit (vgl. Pudldk, 2017). Zum anderen
geben Egidy, GlaRer und Herold (2023) eine Verbesserung der ersten genannten
Charakterisierung an, hierbei bezogen auf die Mengen der Booleschen Hierar-
chie (BH, vgl. Cai und Hemachandra, 1986; Cai, Gundermann u. a., 1988, 1989).
Aufbauend auf Ergebnissen von Kébler, Messner und Tordn (2003) ergibt sich,
dass TAUT V SAT genau dann gilt, wenn sogar eine Menge L € BH D NP U coNP
ohne P-optimales Beweissystem existiert.

Auf diese beiden Charakterisierungen soll hier aber nicht weiter eingegangen
werden. Trotzdem sei hier noch knapp die Beziehung der Hypothese TAUT Vv SAT
zu den anderen (unter relativierbaren Beweisen) erldutert. Einerseits existieren
Orakel, sodass TAUT Vv SAT nicht hinreichend fiir fast alle bisher genannten Hy-
pothesen A ist; ob

(xv) TAUT V SAT = , DisjNP unseparierbar*
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gilt, ist offen. Andererseits bleibt fiir viele Hypothesen noch offen, ob diese hin-
reichend fiir TAUT V SAT sein kdnnten. Insbesondere sind folgende Paare noch
offen:

(xvi) NP N coNP # P & TAUT V SAT,
(xvii) KvL = TAUT V SAT.

Hiermit wollen wir die Diskussion iiber die Beziehungen der Hypothesen des erwei-
terten Pudldksche Programms abschlieRen. Im folgenden Kapitel werden wir nun noch
das angekiindigte Orakel O konstruieren.

< ke n A
§ Té mflz L[:; § 2
5 = s2%% ¥ 5 2
lsts L Ze8clwc  E%E s
AntezedensAMfE5%%5%%%%%%??%%5555
TAUT ? 13400 0 0O07?O0/0O0O0|4 7|00
TAUTN 13 4 00 0 0O 0|0 O 0|4 72|00
DisjNP 4 00 0 00O 0|0 O O |4 00
upP ?? 00 0 O0O0O7?0|/0O00O0 00
SAT|10 10 10 10 12 12 12 3 12 3 Tor|? 70?777
NPMV, unvollst. | 10 10 10 10 ?7 73 3 T 1]? 21?77
TFNP |10 10 10 10 ? 3 3 Tor|? 70?77
DisjCoNP |10 10 10 10 3 3 ?7 71?77
NPNcoNP| 6 6 6 4 5 5 5 5 4 7?5
NP#coNP|6 6 6 4 O O O O O 0|0 O 0|4 7|0 0f?
NPNcoNP#P|6 1 1 4 5 1 1 1 1 1 4 ?7 512
-Q6 1.1 451 1 111 3 T 1|4 ? 512
-Ql6 1.1 451 1 111 3 4 ?7 5|7
NPMV, Z, TFNP| 6 1 1 4 5 1 1 1 1 1 3 T 4 ?7 5|7
UP#P|? 1 1 2 00O O 0O 1 0|0 OO 0 0]|?
DisjNPunsep.| 6 1 1 4 0 O O O O 1 0|0 O 0|4 0 0]|?
Kve|? 2?2 72 272 2 7 7 7 77 T 1?7 ? ?(?

SAT4| 7?7 2?2 2 7 ? 7?7?77 T t]? ?
TAUTVSAT|6 6 6 4 0 O O O 012 0|0 O 0|4 ?|0 O

Tabelle 1: Uberblick iiber Orakel,
welche Implikationen A = B zwi-
schen ausgewéhlten Hypothesen
unter relativierbaren Beweisen tren-
nen, in dem Sinn dass ein Orakel
existiert relativ zu diesem A A —B
gilt. Jede Zelle entspricht hierbei
einer solchen Implikation. Die
Hypothese A links ist hierbei der
Antezedens, die Hypothese B oben
der Konsequent.

Leere Zellen bedeuten, dass kein
Orakel mit A A —B existiert, denn es
existiert ein relativierender Beweis fiir
A = B.

Eine Zahl (bzw. 0) in der Zelle be-
deutet, dass relativ zu einem Orakel
A A\ —B gilt, also ein Orakel gegen
die Implikation A = B. Die Zahl gibt
hierbei an, um welches Orakel es
sich aus Abb. 8 handelt, das Label
0, dass es sich um das konstruierte
Orakel aus Kapitel 5 handelt. Ist die
Zahl (bzw. O) feft gedruckt, dann
entspricht das Orakel genau dem
Eingezeichneten, ansonsten folgt die
behauptete Eigenschaft aus relativier-
baren Implikationen zwischen den
Hypothesen.

Ein rotes ? bedeutet, dass unbekannt
ist, ob ein solches Orakel existiert.

Ein rotes T bedeutet, dass auch
unbekannt ist, ob ein solches Orakel
D existiert. Hierbei ist aber die
Konstruktion besonders schwierig:
wenn namlich ein solches Orakel
existiert, also A A —B relativ zu D
gilt, dann muss auch Q" A —Q relativ
zu D gelten.






5 Orakel mit DisjNP, UP und Q

Ziel dieses Kapitels ist die Konstruktion eines Orakels O, relativ zu dem einerseits die
Hypothesen DisjNP und UP gelten, andererseits auch die Hypothese Q gilt. Hieraus
ergibt sich das Resultat, dass —Q nicht mit relativierenden Mitteln beweisen werden
kann, selbst unter Annahme der starken, aber wahrscheinlichen Annahme DisjNP A UP.
Dies verbessert auch ein Ergebnis von Dose (2020a, Cor. 3.3), welcher ein dhnliches Ora-
kel konstruiert, relativ zu diesem DisjNP A UP A —=SAT gilt. Wir werden folgenden pri-
zisen Satz beweisen:

Satz 5.1. Es existiert ein Orakel O sodass folgende Aussagen gelten:

(1) Fiir jede totale NPTM N existiert eine Funktion g € FP° sodass g(x) ein akzeptierender
Rechenweg von N°(x) ist (was dquivalent zu Q relativ zu O ist).

(2) Es existiert kein <PP°-hartes Paar in DisjNP° fiir DisjUP° (was DisjNP relativ zu O im-
pliziert).

(3) Es existiert keine Sﬁ{o—vollstdndige Menge fiir UP° (was dquivalent zu UP relativ zu O
ist).

Die Orakelkonstruktion bedient sich zwei zentralen Ideen. Die erste Idee betrifft vor
allem die Konstruktion. Wir wenden hierbei ein Verfahren von Dose und GlaRer (2019)
an, welche sich als ein starkes Framework erwiesen hat, schrittweise Orakel zu konstru-
ieren, die simultan mehrere Eigenschaften erfiillen. Dieses Framework baut mafRgeb-
lich auf drei Zutaten auf: erstens, partiell definierten Orakeln, zweitens, ein Begriff von
Giltigkeit, und drittens, eine stufenweise nicht-konstruktive Definitionsvorschrift des
Orakels. Das wird spéter beim Einsatz in der Konstruktion ndher erldutert.

Die zweite Idee besteht intuitiv darin, von einem PSPACE-vollstindigem Orakel D
auszugehen und dieses zu modifizieren, um die gewiinschten Eigenschaften zu erhal-
ten. Durch geschicktes Riickgreifen auf D lassen sich dann gewisse nichttriviale Berech-
nungen effizient umsetzen. Diese Idee geht auf Baker, Gill und Solovay (1975) zuriick,
die ein Orakel konstruiert haben, relativ zu diesem P = NP N coNP # NP. Hierbei
wird das PSPACE-vollstdndige Orakel D mit einem zweiten, speziell konstruierten Ora-
kel B kombiniert; in der Originalfassung zu D U B. Das Orakel B sorgt fiir die Trennung
zwischen P und NP, ist aber gleichzeitig so einfach zu entscheiden, dass ein komple-
mentdr akzeptierendes Maschinenpaar einer Sprache L € NP N coNP eine relevante
Portion von B entscheiden kann, und dann mittels dem PSPACE-vollstdndige Orakel D
dann abfragen kann, ob x € L gilt.

Wir werden im Folgenden etwas Ahnliches mittels Relativierungen von Orakelkon-
struktionen umsetzen. In der Literatur hat es sich als dienlich gezeigt, anstelle mit ei-
nem konkreten PSPACE-vollstindigem Orakel zu starten und zu ergédnzen, stattdessen
mit der Annahme P = PSPACE zu starten. (Dieses Vorgehen findet sich zum Beispiel bei
Blum und Impagliazzo, 1987; Fortnow und Rogers, 2002; Fenner, Fortnow, Kurtz und Li,
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2003.) Wir kénnen dann mit den gewohnten Methoden ein Orakel E konstruieren, re-
lativ zu diesem die oberen Eigenschaften gelten. Im Verlauf dieses Kapitels zeigen wir
die folgende Implikation:

Satz 5.2. Angenommen P = PSPACE. Dann existiert ein Orakel E sodass folgende Aussagen
gelten:

(1) Fiir jede totale NPTM N existiert eine Funktion g € FPE sodass g(x) ein akzeptierender
Rechenweg von NE (x) ist (was dquivalent zu Q relativ zu E ist).

(2) Es existiert kein <EP*-hartes Paar in DisjNPF fiir DisjUP (was DisjNP relativ zu E im-
pliziert).

(3) Es existiert keine <8;*-vollstéindige Menge fiir UP* (was dquivalent zu UP relativ zu E ist).

Die Konstruktion von E ist dabei solcherart, dass diese Konstruktion auf ein zweites
Orakel relativiert. Intuitiv gemeint ist damit, dass wir der Aussage ein zweites Orakel
hinzufiigen kénnen, ohne die Giiltigkeit der Implikation zu verlieren. Hieraus ergibt
sich insbesondere, dass fiir jedes Orakel X folgende Implikation gilt:

X x 5.2, rel. . .
P* = PSPACE" = " ex. E sodass E @ X den Eig. von Satz 5.1 gentigt.

Diese Implikation ist geeignet, um Satz 5.1 zu beweisen. Mit Wahl von X als dem PSPACE-
vollstidndigen D erreichen wir wie gewlinscht, dass 0 = E @ D den Eigenschaften von
Satz 5.1 geniigt. Diese Relativierungen von Orakelkonstruktionen werden im Verlauf
dieses Kapitels noch formal prizise spezifiziert.

Die Hauptarbeit liegt also in der Konstruktion eines Orakels E aus Satz 5.2. Die zen-
trale Idee sei hier kurz skizziert: Wir starten mit einem leeren Orakel. Fiir die Aussage
UP werden wir eine Familie von Zeugensprachen C,, € UP° definieren, welche sensitiv
gegeniiber dem Inhalt des Orakels E sind. Damit lassen sich dann Wérter so zu E hinzu-
fiigen, dass fiir jede UP*-Maschine und jeden FP*-Transduktor die Reduktion auf eine
entsprechende Zeugensprache C,, € UPF ausgeschlossen wird. Das lduft iiber ein klas-
sisches Diagonalargument, dhnlich wie die P # NP-Konstruktion von Baker, Gill und
Solovay (1975), und kann analog fiir die Aussage DisjNP umgesetzt werden.

Nun zur Aussage Q. Unter Annahme von P = PSPACE gilt trivialerweise Q relativ
zum leeren Orakel. Hitten wir nun die Mdoglichkeit, effizient E auszurechnen, hitten
wir auch Q relativ zu E. Das ist zwar nicht moglich, aber fiir jede totale NPTM N ist es
zumindest moglich, eine relevante Portion von E zu berechnen, sodass sich diese Porti-
onin N hineincodieren ldsst. Wir erhalten dann eine dquivalente NPTM N’ welche keine
Orakelfragen stellen muss. Unter Annahme P = PSPACE lésst sich dann ein akzeptie-
render Rechenweg fiir N’ (bzw. N) finden.

Im folgenden Abschnitt 5.1 erarbeiten wir detailliert die Relativierungen von Orakel-
konstruktionen. AnschlieRend spezifizieren wir in Abschnitt 5.2 noch einige spezielle
Notationen, die wir zur Orakelkonstruktion benétigen. Aufbauend auf der obigen Skiz-
ze konnen wir dann in Abschnitt 5.3 die konkrete Konstruktionsvorschrift des Orakels
formulieren. In Abschnitt 5.4 wird abschlieRend nachgewiesen, dass diese Konstruk-
tionsvorschrift zum einen wohldefiniert ist, und zum anderen, dass sich hieraus die
gewiinschten Eigenschaften aus Satz 5.2 ergeben.



Relativierende Orakelkonstruktionen

5.1 Relativierende Orakelkonstruktionen

Um den Begriff der relativierenden Orakelkonstruktion zu definieren, generalisieren
wir zunéchst den Begriff der (1-)Orakel-Turing-Maschine M# auf 2-Orakel-Turing-Ma-
schinen MA, Anstelle eines Fragezustands haben 2-Orakel-TM zwei ausgezeichnete
Fragezustdnde q,, und q,,. Im Zustand q;, wird getestet ob der Inhalt w des Orakelbands
in A liegt (und entsprechend zu gy, oder gy, iibergegangen), und analog in Zustand q,,
getestet, ob w in B liegt. Damit rechnet M relativ dem Orakel-Paar (A, B). Definitionen
und Aussagen kénnen damit nicht nur, wie bisher, auf ein Orakel relativiert werden,
sondern auch auf zwei Orakel (A, B) relativiert werden. Zum Beispiel meint Q*-, dass
zu jedem 2-Orakel-NPTM N, welcher total relativ zu (A, B) arbeitet, auch ein 2-Orakel-
PTM-Transduktor existiert, der auf Eingabe x relativ zu (A, B) einen akzeptierenden
Rechenweg der Berechnung N*B(x) ausgibt.

Die zentrale Einsicht bei den iiblichen Orakelkonstruktionen ist nun, dass diese rela-
tivieren. Das Argument ist das gleiche, wie bei der Relativierung der iiblichen Beweis-
methoden. Wihrend der Konstruktion von Orakeln wird nicht in die diskutierten TM
,hineingeschaut®, sondern werden die Orakel nur anhand des Akzeptierverhaltens ei-
niger TM definiert. Es ldsst sich also in solchen relativierenden Orakelkonstruktionen
jede 1-Orakel-TM durch eine 2-Orakel-TM austauschen, wobei das hinzugefiigte Orakel
fest, aber frei wahlbar ist. Die Konstruktion selbst ist ja ,,blind“ gegeniiber dem zwei-
ten Orakel. Hitten wir also beispielsweise durch eine relativierende Orakelkonstrukti-
on von A die Aussage Q*, dann gilt auch Q*X fiir jedes Orakel X.

Eine solches Paar (A, B) von Orakeln kénnen wir dann wieder zuriick in ein dquiva-
lentes Orakel A & B C ¥* umwandeln. Zur Erinnerung;

A®B={0alac A} U {1b| b € B}.

Es ist leicht zu sehen, dass sich zu jeder 2-Orakel-(N)PTM N sich eine 1-Orakel-(N)PTM
N" angeben lassen kann, sodass sich fiir alle A, B die TM N relativ zu (A, B) dquivalent
verhilt wie N’ zu A @ B, und umgekehrt. In diesem Sinne hitten wie mit obigen Beispiel,
dass auch QA®X fiir alle X gilt.

Vor diesem Hintergrund kénnen wir noch einmal den Plan der nun folgenden Ora-
kelkonstruktion angeben. Wir zeigen erstens die Implikation von Satz 5.2 bzw.

P? = PSPACE? = ex. E sodass E den Eig. von Satz 5.1 geniigt.

Diese Konstruktion relativiert insbesondere. Wir kénnen daher auf beliebige Orakel X
relativieren:

P?X = PSPACE?X = ex. E sodass (E, X) den relativierten Eig. von Satz 5.1 geniigt.

Wihlen wir nun ein PSPACE-vollstdndiges D als X, dann gilt trivialerweise die Voraus-
setzung PPP — pSPACE??. Dann existiert also auch ein E, sodass (E, D) den Eigenschaf-
ten von Satz 5.1 geniigt, wobei die Eigenschaften auf 2-Orakel-TM relativiert wurden.
Wie bereits diskutiert, erfiillt E @ D dann auch diese Eigenschaften, relativiert auf 1-
Orakel-TM. Setzen wir also O = E & D sind wir fertig und haben Satz 5.1 bewiesen.
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5.2 Notation zur Orakelkonstruktion

Nun definieren wir noch einige Notationen, die wir bei der Orakelkonstruktion, und
insbesondere fiir den Beweis von Satz 5.2 benétigen.

Zunidchst seien {M;}icn, {Nitien, {Fitien sogenannte Standardaufzihlungen der
Orakel-PTMs, Orakel-NPTMs, bzw. Orakel-PTM-Tranduktoren, welche folgende Eigen-
schaften haben

1. Fiir jedes Orakel D terminiert MP(x) nach héchstens p;(|x|) & x|t + i Schritten;
analog fiir N; und F;.

2. Fiir jede Orakel-PTM M existiert ein i sodass L(MP) = L(MP), fiir jede Orakel-
NPTM N existiert ein i sodass L(N?) = L(N), und fiir jeden Orakel-PTM-Trans-
duktor F existiert ein i sodass F?(x) = FP(x). Insbesondere kann jeder akzeptie-
render Rechenweg « der Berechnung N;(x) in einen akzeptierenden Rechenweg
o der Berechnung N(x) effizient tibersetzt werden.

Solche Standardaufzdhlungen existieren. Eine Moglichkeit, diese zu konstruieren, ist
beispielsweise, jede nichtdeterministische TM mit einem Timer auszustatten, die nach
polynomieller Laufzeit die Berechnung abbricht. Konkret: gegeben i, sei zundchst N die
nichtdeterministische TM mit Codierung i. Die TM N; fithrt dann auf Eingabe x parallel
zur Rechnung N(x) auf jedem Rechenweg einen Timer aus, der nach > |x|' + i Schrit-
ten den Rechenweg ablehnend abbricht. Damit ist die Laufzeit von N; polynomiell be-
schréankt auf p;.

Wie bereits angesprochen, werden wir ein Konstruktionsverfahren von Dose und
GlaRer anwenden. Die erste wesentliche Zutat dieses Frameworks ist der Begriff von
»partiell definierten* Orakeln, bei denen also fiir gewisse x noch nicht endgiiltig festge-
legt ist, ob x € 0 oder x & O gelten soll. Diese werden mittels finiten Wortern w € £*
formalisiert: ein finites Wort w € X* konnen wir im Folgenden auch als die Menge
{i | i < |wl,w[i] = 1} verstehen (aber |w| immer als die Linge von w). Die intendierte
Interpretation ist, dass gegeniiber der Menge w die Zugehdrigkeit aller Zahlen x (bzw.
dquivalent Wdortern) mit x < |w| final spezifiziert ist, nicht dagegen fiir x > |w| (und
nur ersatzweise x & w gilt).

Diese Interpretation von finiten Wortern w als Orakel macht es einfacher, unsere
Orakelkonstruktionen prizise und knapp zu beschreiben. Ublicherweise werden wir w
so erweitern, dass die Zugehorigkeit des kleinsten x € N spezifiziert wird, welche noch
nicht final spezifiziert ist. Dieses x ist genau [w| und wir legen die Zugehdrigkeit final
fest, indem wir an w entweder 0 anhingen (und x ist final nicht im Orakel w0) oder 1
anhidngen (und x ist final im Orakel w1).

Wir kénnen TMs relativ zu partiell definierten Orakeln auch rechnen lassen. Fiir
w € X* definieren wir M (x) entsprechend als M™W()=1}(x) (heiRt, Orakelanfragen,
fiir die w nicht definiert ist, werden negativ beantwortet). Dies ermdglicht es uns auch,
folgende Schreibweise zu definieren: Wir sagen, dass (N)TM M¥(x) definit ist, wenn fiir
alle Anfragen q auf allen Rechenwegen g < |w] gilt (oder dquivalent: w[q] ist fiir alle
Anfragen q auf allen Rechenwegen definiert); wir sagen, dass M" (x) definitiv akzeptiert
(bzw. definitiv ablehnt), wenn M (x) definit ist und akzeptiert (bzw. ablehnt). Intuitiv
beschreibt der Begriff ,,definit* Berechnungen, fiir die alle Anfragen durch das Orakel
schon final spezifiziert sind, die sich also nicht dndern, wenn das jeweilige partiell de-
finierte Orakel erweitert wird.



Beobachtung 5.3. Seiw € 2* undv € X* U X%, und N eine O(N)TM.

(1) Wenn MY (x) eine definite Berechnung ist und v. 3 w ist, dann ist M"(x) definit. Die
Berechnung M (x) akzeptiert genau dann, wenn M" (x) akzeptiert.

(2) Wenn w fiir alle Worter der Linge p;(1x|) = [x|' + i definiert ist, dann ist MY (x), NY' (x),
F(x) definit.

(3) Wenn MY (x) auf einem Rechenweg mit der Menge Q an Orakelanfragen akzeptiert, und
w, v auf Q iibereinstimmen, dann akzeptiert M" (x) auf dem gleichen Rechenweg und mit
der gleichen Menge an Anfragen Q.

Fiir ein partielles Orakel w, einen PTM-Transduktor F und eine (N)PTM M schrei-
ben wir manchmal MY (F¥ (x)) als die eine Berechnung der (N)PTM M o F auf Eingabe x
relativ zu w. Entsprechend sagen wir dann auch, dass M¥ (F¥(x)) definit ist (bzw. defi-
nitiv akzeptiert, oder definitiv ablehnt) wenn M o F definit auf Eingabe x relativ zu w ist
(bzw. definitiv akzeptiert, definitiv ablehnt). Sollte es aus dem Kontext klar hervorge-
hen, lassen wir tiblicherweise auch den Zusatz ,,partiell“ weg, wenn wir z.B. von einem
(partiellen) Orakel w € X* sprechen.

Vor der Konstruktion machen wir nun noch folgende bekannte kombinatorische
Aussage:

Lemma 5.4. Sei G ein gerichteter bipartiter Graph mit den Knotenmengen A und B. Das heifst,
Jjede Kante in G fiihrt entweder von einem Knoten in A zu einem Knoten in B oder umgekehrt. Sei
A eine obere Schranke fiir den Ausgangsgrad jedes Knotens in G.

Wenn |A|, |B| > 2A gilt, dann gibt eseina € Aund b € B, sodass weder (a, b) noch (b, a)
eine Kante in G ist.

Beweis. Sein = min{|A|, |B|} > 2A. Entferne Knoten aus A und B, bis beide Knotenmen-
gen jeweils genau n Knoten haben, um einen gerichteten bipartiten Graphen G’ mit den
Knotenmengen A" und B’ zu bilden. Sei G” der zugrunde liegende ungerichtete Graph
von G'.In G gibtes < |A’| - A + |B'| - A < n? viele ungerichtete Kanten, aber es gibt n?
viele ungerichtete Kanten im vollstandigen bipartiten ungerichteten Graphen K, ,..
Das bedeutet,dassesa € A" C A,b € B’ C Bgibt, die in G” nicht adjazent sind; damit
sind sowohl (a, b) & E(G") alsauch (b, a) & E(G") iminduzierten gerichteten bipartiten
Teilgraphen G'. Also gilt fiir den urspriinglichen Graphen G sowohl (a,b) & E(G) als
auch (b, a) & E(G), wie gewiinscht. O

5.3 Definition

Nun werden wir den Beweis von Satz 5.2 erarbeiten. Dafiir starten wir mit der Annahme
P = PSPACE.

Wir mochten in unseren Orakelkonstruktion abzahlbar unendlich viele Ebenen n, das
heillt, Worter gleicher Linge n, fiir eine abzdhlbar unendliche Familie von Zeugen-
sprachen mit zunehmend groRen Liicken injektiv reservieren und zuordnen. Hierfiir
sei e(0) & 2, e(i) & 2¢0-D_ Es gibt eine polynomialzeit-berechenbare, polynomial-
zeit-invertierbare injektive Funktion f, die von N x N nach N abbildet. Definiere nun
H,, & {e(flm,h)) | h € N} als die Menge der fiir die Zeugensprache m reservierten
Ebenen. Diese Definition stellt nun Folgendes sicher:

Definition
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Beobachtung 5.5. (1) Die Menge H,,, ist abzdhlbar unendlich, eine Teilmenge der geraden
Zahlen, und alle Hy, Hy, ... sind paarweise disjunkt.

(2) Die Folge min Hy, min Hy, ... ist nach oben unbegrenzt.
(3) Wennn € H,,, dann gilt fiir jedesa € N:n < a < 2" = a & Hy,Hy, ....
(4) Jede Menge H,, € P fiir allem € N.

Wie bereits angesprochen, werden wir in der Konstruktion Worter der Lingen € H,,
in das Orakel E einsetzen, sodass E die gewlinschten Eigenschaften hat. Worter anderer
Linge werden nicht in das Orakel eingesetzt. Wir definieren folgende Zeugensprachen,
welche vom Inhalt der Ebenen abhingig sind. Sei hierfirm € Nundw € £* U £¢
beliebig:

A Yonne H,,, es existiert x € X" mit x € w und x endet mit 0}
B) Lion|ne H,,, es existiert x € £" mit x € w und x endet mit 1}
Cy o {0" | n € H,,, es existiert x € X" mit x € w}

Sind die Ebenen der Hohe H,, in w auf geeignete Weise gefiillt, ldsst sich leicht sehen,
dass diese entsprechenden Zeugensprachen in DisjUP" bzw. UPY fallen:

Behauptung 5.6. Seiw € £* U X ein beliebiges Orakel.
(1) Wenn|w N X" < 1fiirallen € H,,, dann (A, B) € DisjUP".
(2) Wenn|w N X" < 1fiirallen € Hy, dann C% € UP".

Idee und Vorschau der Konstruktion

Die Konstruktion verlauft im Wesentlichen so, dass simultan und ineinander verfloch-
ten die drei Eigenschaften von Satz 5.2 erarbeitet werden:

1. Erarbeitung von 5.2(1), bzw. Q: Fiir allej € N versucht die Konstruktion die Ebe-
nen so einzurichten, dass N; nicht total ist. Falls dies nicht moglich ist, dann wird
N; inhérent total akzeptieren. Diese Eigenschaft kénnen wir dann algorithmisch
ausnutzen, um eine relevante Portion von E zu bestimmen, und, zusammen mit
der Voraussetzung P = PSPACE so einen akzeptierenden Rechenweg fiir N;(x)
bestimmen.

2. Erarbeitung von 5.2(2), bzw. DisjNP: Fiir alle a # b versucht die Konstruktion
die Ebenen so einzurichten, dass N,, Nj, beide eine Eingabe x akzeptieren, womit
x € L(N,)NL(N,) und damit (L(N,),L(Ny)) & DisjNP. Falls dies nicht méglich ist,
ist (N,, Np,) inhdrent ein disjunktes NP-Paar. In diesem Fall fixieren wir ein m, stel-
len sicher, dass (A,,, B,,) ein disjunktes UP-Paar ist, und diagonalisieren so gegen
jeden PTM-Transduktor F,, sodass F, die Reduktion (A,,, B,,) <bF (L(N,),L(N}))
nicht realisiert. Dies wird folgendermaRen erreicht: (i) Fiir alle n € H,, fiigen wir
héchstens ein Wort der Lange n in E ein (und somit (A,,, B,,) € DisjUP), und (ii)
fur jedes r gibt es ein n € H,, so, dass 0" € A,,, aber N,(F,(0")) ablehnt (oder
analog 0" € B,,, aber N, (F,(0")) ablehnt).

3. Erarbeitung von 5.2(3), bzw. UP: Fiir alle a versucht die Konstruktion die Ebe-
nen so einzurichten, dass N, eine Eingabe x auf zwei Rechenwegen akzeptiert,
womit L(N,) €& UP. Falls dies nicht méglich ist, L(N,) inhédrent eine UP-Spra-
che. In diesem Fall fixieren wir ein m, stellen sicher, dass C,, eine Sprache in



UP ist, und diagonalisieren gegen jeden PTM-Transduktor F,, sodass F, die Re-
duktion C,, <hP L(N,) nicht realisiert. Dies wird folgendermaRen erreicht: (i)
Fiir alle n € H,, fiigen wir hochstens ein Wort der Linge n in E ein (und somit
C,, € DisjUP), und (ii) fiir jedes r gibt es ein n € H,, so, dass 0" € C,, genau dann
wenn N, (F,(0")) ablehnt.

Wir weisen diesen Arbeitsschritten folgende Symbole zu, welche die einzelnen Tasks
représentieren sollen: 7, 72 b Te, b 0 Symbol rj reprasentiert den (versuchswei-
sen) Ausschluss der Totalit4t von N;. Symbol 7 o.» reprasentiert analog den Ausschluss
der Disjunktheit von L(N,), L(Ny), Symbol 1' dann die Diagonalisierung dieses Paares
gegen den Transduktor F,. Analog fiir UP und 1'2, T

Intuitiv gesprochen verlduft die Konstruktion nun wie folgt: wir starten mit dem lee-
ren partiell definierten Orakel &, und wollen dieses nun schrittweise erweitern. In jeder
Erweiterung von w, zu w,,; -J w, nehmen wir uns einen noch nicht bearbeiteten Task
t, und werden die Erweiterung w,_ ; so wahlen, dass r relativ zu dieser Erweiterung er-
tiillt wird. Wir passen dabei auf, dass auch in zukiinftigen Erweiterungen wy, ,, w5, ...
die Bearbeitung von t erhalten bleibt. Fithren wir das nun unendlich oft durch, enden

wir im Limit mit einem w-langen Orakel, welcher alle unsere obigen Tasks abgearbeitet
hat.

Giiltigkeit von partiellen Orakeln

Beachte, wie in der oberen Vorschau einige Tasks 7 bestimmte Voraussetzungen an das
finale Orakel stellen. Kann zum Beispiel im Fall von Task 2 nicht erwirkt werden, dass
die NPTM N, auf mehr als einem Rechenweg akzeptiert, so muss in der Konstruktion
dafiir gesorgt werden, dass auch die Zeugensprache C,, in UP liegt, indem selbst in den
Erweiterungen nach Bearbeiten von Task 7. fiir alle n € H,, hdchstens ein Wort der
Linge n in E eingesetzt wird.

Solche ,,globalen Voraussetzungen behandelt das Framework von Dose und GlaRer
durch den Begriff der Giiltigkeit von partiellen Orakeln. Dies ist die zweite wesentli-
che Zutat. Hierbei werden alle solche Eigenschaften, die im Verlauf der Konstruktion
aufrecht erhalten miissen, in einer partiellen Funktion t zusammengefasst. Wenn ein
Orakel w € ¥* dieses Biindel t an Eigenschaften erfiillt, dann nennen wir dies t-giil-
tig. Gliltigkeit ist also eine bindre Relation zwischen den partiellen Orakeln aus £* und
partiellen Funktionen.

Fiir unsere Zwecke definieren wir uns folgende Funktionenklasse 7. Die Klasse 7 ist
eine Teilmenge der partiellen Funktionen, und es gilt t € 7 genau dann wenn

« der Definitionsbereich nur aus Tasks ‘L'J , T2, Ty besteht,

« die Bildmenge nur aus natiirlichen Zahlen besteht und

« t injektiv auf den positiven Funktionswerten ist, also t(r) = t(r') > 0 wenn

immert =17

Die intendierte Interpretation ist nun wie folgt: wenn t so gewahlt ist dass t(z2) = m >
0, dann soll damit notiert werden dass Task 7. die Ebenen der Menge H,, fiir die Zeu-
gensprache C,, reserviert hat, also in jede diese Ebenen der Wortldnge n nur héchstens
ein Wort der Linge n eingesetzt werden darf. Analog fiir ‘L'ilb. Die Injektivitat sichert,
dass die Tasks paarweise disjunkte Ebenenmengen zugewiesen bekommen.

Definition
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Wir setzen nun fiir diese Konstruktion folgenden Begriff von Giiltigkeit fest. Ein Ora-
kelw € X% ist t-giiltig wenn t € 7 und Folgendes gilt:

V1 Wenn x < |w| und |x| ¢ img(e), dann gilt x & w.
(Bedeutung: Orakel w enthilt keine Wérter der Linge # e(-).)

V2 Fiir alle i gilt jw N Z¢?| < 2.
(Bedeutung: Orakel w ist diinn auf den Ebenen der Linge e(-).)

V3 Wenn t(rjl) = 0, dann existiert ein z sodass NJW(Z) definitiv ablehnt.
(L(Nj) + ¥* relativ zum finalen Orakel.)

V4 Wenn t(r(zl p) = 0, dann existiert ein z sodass My (z) und My (2) definitiv akzep-
tieren.

(Bedeutung: wenn t(rﬁ/b) = 0, dann L(M,) N L(M,) # O relativ zum finalen
Orakel.)

V5 Wenn 0 < t(l’i p) = m, dann gilt firallen € H,, dass |Z" Nw| < 1.

(Bedeutung: wenn 0 < t(‘tﬁ/b) = m, dann (4,,, B,,) € DisjNP relativ zum finalen
Orakel.)

V6 Wennt(z2) = 0,dann existiert ein zsodass M (z) definitiv auf zwei Rechenwegen
akzeptiert.

(Bedeutung: wenn t(z3) = 0, dann L(M,) & UP relativ zum finalen Orakel.)
V7 Wenn 0 < t(z2) = m, dann gilt fiir alle n € H,, dass |Z" N w| < 1.

(Bedeutung: wenn 0 < t(z2) = m, dann C,, € UP relativ zum finalen Orakel.)

Induktive Definition des Orakels

Sei T eine abzdhlbare Aufzihlung der oben genannten Tasks, sodass tﬁ,b,r immer nach
72 , kommt, sowie 7; , immer nach ; kommt. Die Orakelkonstruktion erfolgt, wie bereits
skizziert, nun in abzdhlbar unendlich vielen Stufen. In jeder Stufe bearbeiten wir den
kleinsten Task 7 in der durch T festgelegten Reihenfolge. AnschlieRend entfernen wir
t aus T, und entfernen moglicherweise zusitzlich hdhere Tasks aus T. In der néchsten
Stufe fahren wir mit dem nichsten Task fort, die noch nicht aus T entfernt wurde. (In
jeder Stufe existiert immer mindestens ein Task, die noch nicht entfernt wurde, da wir
in keiner Stufe alle Tasks aus T entfernen werden.)

Eine Stufe s € N identifizieren wir hierbei mit einem Orakel w, € £*, einer Giiltig-
keits-Funktion t; € 7, und einem Task (bzw. mehreren Tasks) welcher in dieser Stufe
bearbeitet wurde. Wir werden die einzelnen wy, wy, w,, ... undt,, t;, t,, ... sodefinieren,
dass

woCwy Cwy, Ce, und 8t Ct, Cory

heift insbesondere, dass t; eine Fortsetzung von t; ist, wenn immer j > i. AuRerdem
werden wir sichern, dass fiir jedes s € N das partielle Orakel w; ein t,-giiltiges Orakel
ist. Es ist klar, dass jeder Task r € T letztlich in irgendeiner Stufe s bearbeitet wird.
Nun zur Definition von wy, t;: wir werden die einzelnen Stufen induktiv definieren.
Als Basisklausel setzen wir wy = e und t, = @. Fiir unsere induktive Klausel sei s > 0.
Die Definition fiir wy, t, ergibt sich nun aus der bereits definierten Funktiont,_; € T,



und dem bereits definierten t,_,-giiltigen Orakel w,_;, sowie dem zu bearbeitenden
kleinsten verbleibenden Task 7 in T. Zur Erinnerung: dieser wird unmittelbar nach der
Bearbeitung aus T entfernt. In der Bearbeitung wird das Orakel strikt verldngert. Es gibt
nun flinf Fille, je nach dem welche Form der bearbeitete Task t hat.

/de

Taskt Setze t S 1 U {1' — 0}. Existiert ein t'-giiltiges Orakel v 2 w,_;, dann

setzet dof ¢/ undw fy,

+

Ansonsten setze t, & t,_, und setze w, & w,_,0. Nach Behauptung 5.7 ist w, dann t,-

gliltig.

(Bedeutung: wenn das Orakel w; so eingerichtet werden kann, dass N; nicht mehr
total arbeitet, dann erweitere genau so, vgl. vV2.)

Task 72 bt Setze e tS 1 U {z? » — 0} Existiert ein t'-giltiges Orakel v J w,_,, dann

setze t, = ¢ und w, = Ly, Entferne aulerdem alle Tasks der Form 2 b, vonT.

Ansonsten wihle ein hinreichend groBes m €& img(t,_,) sodass w, kein Wort der
Linge > mm(H ) definiert. Setze t;, = t,_; U {tab — m}; damit ist w,_; auch t,-
giiltig. Setze w, & w,_,0. Nach Behauptung 5.7 ist w, dann t-giiltig.

(Bedeutung: wenn das Orakel w, so eingerichtet werden kann, dass N, N, nicht mehr
disjunkt akzeptieren, dann erweitere genau so, vgl. V4. Ansonsten, falls das nicht
mdglich ist, wihle ein geeignetes frisches m und stelle ab dieser Stufe sicher, dass
(Ay,B,,) € DisjUP.)

Task 2 ab,ss Wirwissendasst,_ (T ) =m > 0.Setzet; = t,_; und wahle ein t,-giiltiges
Orakel w, J w,_, sodass bezughch einemn € N eine der folgenden Aussagen gilt:

« 0" € Ay, fir alle v 3 w, und M, (F,(0")) lehnt relativ zu w, definitiv ab.
+ 0" € By, fiir alle v J w, und M, (F,(0")) lehnt relativ zu w, definitiv ab.

Das ist mdglich nach Behauptung 5.8.

(Bedeutung: erweitere zu wy, sodass F, nicht die Reduktion (A,,, B,,) <h¥ (L(N,), L(N}))
realisiert.)

/ def

Task z2: Setze t .1 U {2 — 0}. Existiert ein t'-giiltiges Orakel v. J w,_,, dann

setze t; & t' und w, & v. Entferne auRerdem alle Tasks der Form T, vonT.

Ansonsten wihle ein hinreichend groes m & img(t,_;) sodass w, kein Wort der
Linge > min(H,,) definiert. Setze t; & t._, U {r3 — m}; damit ist w,_, auch t,-
giiltig. Setze w, & w,_,0. Nach Behauptung 5.7 ist w, dann t.-giiltig,

(Bedeutung: wenn das Orakel w; so eingerichtet werden kann, dass N, auf mehr als
einem Rechenweg akzeptiert, dann erweitere genau so, vgl. V6. Ansonsten, falls das
nicht méglich ist, wahle ein geeignetes frisches m und stelle ab dieser Stufe sicher,
dass (C,,) € UP.)

Task 2 .: Wir wissen dass t,_;(z2) = m > 0. Setze t, & ¢, und wihle ein t.-giiltiges
ar s—1 s—1 s~ gultig

Orakel w, 23 w,_; sodass beziiglich einem n € N eine der folgenden Aussagen gilt:

« 0" € (), fiir alle v J w, und M, (F,(0™)) lehnt relativ zu w, definitiv ab.
« 0" & C), fir alle v 3 w, und M, (F,(0")) akzeptiert relativ zu w, definitiv.

Das ist mdglich nach Behauptung 5.11.

Definition
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76 Orakel mit DisjNP, UP und Q

(Bedeutung: erweitere zu w,, sodass F, nicht die Reduktion (C,,) <k (L(N,)) reali-
siert.)

Beobachte, dass t; immer als Element von 7 definiert ist. Beachte auch den ,,Exis-
tenzquantor® in Task 75)'1 (bzw. dhnlich bei T(Zz,b’ 72). Dieser ,testet” in der Konstruktion,
ob tiberhaupt eine giiltige Erweiterung des Orakels existiert, welche die Totalitét der
NPTM N; definitiv ausschlieRt. Falls ja, wird eine solche giiltige Erweiterung fiir das
Orakel gewdhlt. Hierzu zwei Bemerkungen: Erstens handelt es sich hierbei insbeson-
dere um ein nicht-konstruktives Argument. Falls eine solche Erweiterung existieren
sollte, dann kénnen wir diese auch auswihlen (z.B. indem die lexikographisch kleins-
te gewihlt wird), ohne dass diese in expliziter Weise angegeben wird. Damit ist unser
endgiiltiges Orakel E auch im Ubrigen nicht entscheidbar im Sinne der Berechenbar-
keitstheorie. Zweitens, falls eine solche giiltige Erweiterung nicht existiert, dann ist
die NPTM N; sogar ,besonders total“, in dem Sinn dass N; sogar unter jeder giiltigen
Erweiterung total ist. Diese Konstruktionstaktik ist die dritte Zutat des Verfahrens von
Dose und GlaRer.

Mit den oben genannten Tasks ist die die Definition der Stufe s abgeschlossen, und
somit die beiden Folgen {w,}, ., {t;}s<,- Wir definieren nun das finale Orakel E als
Usen s = Usen{i | wslil = 1,i < |wy}, heift die Vereinigung iiber alle partiellen
Orakel, oder dquivalent, der Grenzwert lim,_,,w, = E € X* der Folge von finiten
Wortern wy & wy -

Wir miissen nun zwei Aussagen zeigen: erstens, dass diese Konstruktion tatsachlich
mdglich ist, indem wir die in der Definition angekiindigten Lemmata angeben und be-
weisen. Zweitens miissen wir zeigen, dass die Konstruktion das Gewiinschte leistet, also
dass E die behaupteten Eigenschaften des Satzes 5.1 erfiillt. Beides werden wir nun im
folgenden Abschnitt zeigen.

5.4 Korrektheit

Existenz

Wir zeigen im Folgenden zunichst, dass die oben definierte induktive Definition tat-
sachlich wohldefiniert ist, in dem Sinne dass jeder Task umgesetzt werden kann und
die induktive Definition nicht ,,abbricht®.

Zunichst beweisen wir, dass sich ein t-gtiltiges Orakel w immer um ein Bit verldngern
lassen kann, ohne Giiltigkeit zu verletzen.

Lemma 5.7. Seit € T und w ein t-giiltiges Orakel, und sei z = |w|. (Denke z als das kleinste
Wort, fiir welches die Zuordnung zum Orakel noch nicht endgiiltig feststeht.)

Dann ist w0 auch t-giiltig. (Das heift wir verletzen nicht die Giiltigkeit, wenn wir das partielle
Orakel so setzen, dass z nicht enthalten ist.)

Beweis. Seiz = |w|. Angenommen, wO ist nicht t-giiltig, dann muss eine der Bedingun-
gen V1-V7 verletzt sein.

Angenommen V3 ist verletzt, weil NJWO(X) nicht definit ablehnt und gleichzeitig
t(l'jl) = 0. Da nach Voraussetzung w aber t-giiltig ist, wird N (x) definitiv ablehnen.
Nach Beobachtung 5.3(3) wissen wir aber, dass dann auch I\IJ‘.”0 (x) definitiv ablehnen
wird. Widerspruch. Also kann V3 nicht verletzt sein. Mit analoger Argumentation
sehen wir auch, dass V4 und V6 nicht verletzt sein kénnen.



Angenommen V1 ist verletzt, weil fiir x < [w0|, [x| & img(e) die Zugehdrigkeit x € w
gilt. Dann kann x nicht < |w] sein, denn V1 gilt hier nach t-Giiltigkeit von w. Also muss
x = z. Nun gilt aber nach Definition z & w; Widerspruch zur Wahl von x. Also kann V1
nicht verletzt sein.

Es kann also nur V2, V5, oder V7 verletzt sein. Angenommen V5 ist verletzt, weil fiir
n € H,, gilt [wo N X" > 1. Nach Definition wissen wir, dass w0 und w auf allen Woértern
ibereinstimmen. Das bedeutet dass auch [wNX"| > 1.Das widerspricht der t-Giiltigkeit
von w. Die Bedingung V5 kann also nicht verletzt sein. Auf analoge Weise wie ldsst sich
auch zeigen, dass V2 und V7 nicht verletzt sein konnen.

Insgesamt kann also keine Bedingung V1-V7 verletzt sein; wo ist t-gliltig wie ge-
wiinscht, d

Damit haben wir die ersten beiden Tasks aus der induktiven Definition schon gesi-
chert. Nun zeigen wir, dass die Bearbeitung von r2, mdglich ist.

Lemma 5.8. Die Bearbeitung eines Tasks t> , ist mdglich: gilt t; = t,_,t,(2,) = m > 0,
dann lisst sich w, so zu t,-giiltigem w 2 w, erweitern, sodass eine der folgenden Aussagen gilt:
(1) o™ € A), fiir allev 3 wund M, (F,(0")) lehnt relativ zu w definitiv ab.
(2) o" € BY, fiir alle v 3 wund My, (F,(0")) lehnt relativ zu w definitiv ab.

Skizze. Widerspruchsbeweis. Erweitere w,_; so weit zu u, dass genau alle Worter der
Linge < n = e(i) € H,, definiert sind, wobei das i hinreichend grof8 gewahlt wird. Sei
fiir jedes X C 2" das Orakel u(X) 2 w,_, jenes Orakel was entsteht, wenn die Ebene e(i)
mit genau den Wortern aus X gefiillt wird, heillt u(X) und X stimmen auf X" iiberein.
Beobachte, dass fiir |X| < 1 das Orakel u(X) auch t,-giiltig ist.

Nach Annahme gilt

. fira € 220 gilt 0" € A und daher akzeptiert M, (F,(0")) relativ zu u({«}).

. fiir p € =711 gilt 0" € BX®Y und daher akzeptiert M, (F,(0")) relativ zu u({}).
Kombinatorische Standardmethoden zeigen dann, dass relativ zu u({«, f}) mit ge-
eignetem « € X"10,f € "1 sowohl M, (F,(0")) also auch M, (F,(0")) relativ zu
u({a, B}) akzeptieren. Damit wire aber auch u({«, f}) ein geeignetes Orakel in der
Bearbeitung von Task 77 , und wir hitten t,(z} ) = 0. O

Beweis. Wir fixieren die Werte von g, b und r im gesamten Beweis dieses Satzes.

Sei s < s die Stufe, die fﬁ,b behandelt hat. Eine solche Stufe existiert, da andernfalls
ts(Tg,b) undefiniert wire. Wir haben m = t§(f(21,b) = ts(Tﬁ,b) > 0; fixiere auch m fiir den
Rest des Beweises.

Wir nehmen an, dass fiir alle t-giiltigen w J w,_; weder (1) noch (2) zutrifft. Daraus
werden wir einen Widerspruch ableiten, indem wir ein geeignetes Orakel u’ J w,_,
konstruieren, das beziiglich t' € t. , U {r2, — 0} giiltig ist. (Gemeint ist: relativ zu u’
wird M, und M, eine Eingabe definitiv akzeptieren.) Dann folgt nach Definition, dass u’
eine mogliche t'-giiltige Erweiterung von w;_, in Stufe Sist, daher hitte die Bearbeitung
von 7’ eben t; = t' gesetzt, damit auch t,(z2 ) = t'(z7 ) = 0, was der Voraussetzung
widerspricht.

Sei

y(n) & max(p, (p,(n)) + p,(n), pp(p,(n)) + p,(n))

das Polynom, welches die Laufzeit von M, o F, und M, o F, beziiglich der Eingabeldnge n
relativ zu einem beliebigen Orakel beschrankt. Daraus folgt: wenn ein partielles Orakel
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u’ fiir alle Worter der Linge < y(n) definiert ist, dann ist auch M (F¥' (x)), M‘g' (F¥ (x))
fir alle Eingaben x € X" definit. Sein € N eine hinreichend groRe Zahl sodassn € H,,,,
und w,_, keine Worter der Lange > n definiert, und

2" > vy(n), 2"!'> 2y(n). (5.1)

Die erste Ungleichung von (5.1) stellt sicher, dass keine Ebene a,n < a < y(n) fiir
irgendeine Zeugensprache reserviert ist, das heilt, a & H,, H,,... (vgl. Beobach-
tung 5.5(3)). Die zweite Ungleichung stellt sicher, dass es geniligend Wérter der Linge
n gibt, damit bestimmte kombinatorische Argumente funktionieren.

Fiir den restlichen Beweis fixieren wir zusétzlich n. Wir definieren nun u J w,_,
als ein t,-giiltiges partielles Orakel, das fiir genau alle Worter der Liange < n definiert
ist. Ein solches Orakel existiert nach Lemma 5.7, indem man w,_, bitweise erweitert, so
dass es t,-giiltig (bzw. identisch t,_;-giiltig) bleibt.

Fiir unseren Beweis betrachten wir nicht alle t,-giiltigen w, sondern vielmehr eine
ausreichende Teilmenge davon. Fiir X C X", |X| < 2 definieren wir ein partielles Orakel
u(X) Juals

u[x] falls|x| <n

1 fallsjxl = n,x e X
u(X)[x] =10 falls x| = n,x & X
0 fallsn < |x| < y(n)
1 sonst,

das fiir alle Worter bis zur Lange < y(n) definiert ist, wobei u(X) N 2" = X. Das heift,
u(X) und X stimmen in 2" tiberein.

Im Wesentlichen entsteht also u(X) aus u, indem die Ebene n mit X gefiillt wird, und
dann die hoheren Ebenen leer gelassen werden. Es ist leicht zu sehen, dass fiir [X] < 1
das Orakel u(X) sogar t,-giiltig ist, indem iterativ u erweitert wird.

Behauptung 5.9. Sei|X| < 1. Dann ist u(X) ein t-giiltiges Orakel.

Beweis. Angenommen, es ist kein t-giiltiges Orakel. Dann ist eine der Bedingungen
V1-V7 verletzt. Wir zeigen, dass diese Annahme zu einem Widerspruch fiihrt. Klar ist,
dass V3, V4, V6 nicht verletzt sein konnen, denn jede definite Berechnung relativ zu u
ist auch eine definite Berechnung relativ zu u(X) nach Beobachtung 5.3(1).

Angenommen, V1 ist verletzt. Dann muss ein x mit x| < y(n), [x| # e(-) existieren,
sodass x € u(X). Klar ist, dass |x| > n sein muss, da ansonsten schon u nicht t.-giiltig
wire; das wire ein Widerspruch zur Konstruktion von u. AuBerdem ist n # |x|, da ja
n € img(e). Alson < |x| < y(n). Dann wissen wir aber nach Definition von u(X) dass
x & u(X); Widerspruch zur Wahl von x.

Angenommen, V5 ist verletzt. Dann existiert ein ' mit t,(z') = m’ > oundn’ € H,,,
und [ N u(X)| > 1. Wieder klar ist, dassn < n’ < y(n) < 2" sein muss, ansonsten
wire schon u nicht mehr t-giiltig. Dann aber muss auch n = n’, denn ansonsten wire
n’ & H,,, nach Beobachtung 5.5(3). Jetzt haben wir aber =" A uX)| = 12" N uX)| =
IX| < 1; das ist ein Widerspruch zur Annahme 12" A u(X)| > 1. Also kann V5 nicht
verletzt sein.

Auf analoge Weise ist ersichtlich, dass auch V2 und V7 nicht verletzt sein kénnen.
Damit ist keine Bedingung verletzt, u(X) muss also t,-giiltig sein. O



Wir haben angenommen, dass fiir t,-giiltige Orakel nicht (1) oder (2) gilt. Angewen-
det auf u(X), |X| < 1 bedeutet das

« Fiir jedes « € Z"10 gilt 0" € AX™Y und daher akzeptiert M, (F,(0")) definitiv
relativ zu u({a}) auf einem Rechenweg mit Menge Q, an Orakelfragen.

* Fiirjedes p € T l1gilto" e B ynd daher akzeptiert M (F,(0")) definitiv
relativ zu u({B}) auf einem Rechenweg mit Menge Qg an Orakelfragen.

Wir wollen nun ein Orakel u’ konstruieren, sodass sowohl M, als auch M, akzeptieren.
Hierfiir wollen wir die beiden jeweiligen akzeptierenden Rechenwege fixieren. Wir stel-
len das sicher, indem wir u’ so wihlen, dass u’ mit u({«}) auf Q, tibereinstimmt, dann
wird auch M, (F,(0")) relativ zu u" akzeptieren. Symmetrisch stellen wir das auch fiir
M, bzw.  sicher, sodass auch M, (F,(0")) relativ zu u" akzeptieren wird.

Hierzu miissen wir « € £"10 und § € X"'1 finden, die sich nicht gegenseitig
,stéren”, Ein Wort « € X" 1o stért f € Z" ! fallsa € Qp» symmetrisch stort ein Wort
B e X 10ein Worta € X" falls g € Q.

Es existierena € " 10 und f € £"11 die sich nicht gegenseitig stéren. Wir zeigen
das tiber einen bipartiten ,,Storgraph” G. Setze

A=X"10, B=X"11
als die zwei Knotenmengen von G. Setze nun
E={(af) la€X0,fe X, a€ QtU{(fa) la € X0, € X", B E Q)

als Kantenmenge. Beachte, dass der Ausgangsgrad A von G hochstens y(n) sein kann,
denn ein Rechenweg auf M, (F,(0")) (bzw. My (--+)) ist auf < y(n) viele Schritte be-
schrinkt, heiflt auch |Q,|, 1Qgl < y(n).

Nach Ungleichung (5.1) wissen wir nun, dass |A|, |B| > 2A. Mittels Lemma 5.4 exis-
tieren alsox € A = 710, € B = "1 sodass weder (a,b) € Enoch (b,a) € E.In
anderen Worten, es gilt a & Q und f & Q,.

Betrachte nun v’ & u({a, B}). Wir zeigen nun zwei Dinge: erstens, dass M, (F,(0"))
und M, (F,(0™)) definitiv relativ zu u({«, f}) akzeptieren. Zweitens anschlieRend, dass
u({a, B}) auch t'-gltig ist.

Fiir die erste Aussage beobachten wir, dass u({a}) und u({«, }) auf Q, tibereinstim-
men. Angenommen sie stimmen nicht {iberein, dann miissen sie nach Konstruktion
auf B nicht tibereinstimmen. Dann wére aber € Q,, was ein Widerspruch zur Wahl
von f ist. Ssymmetrisch sehen wir, dass u({f}) und u({«, f}) auf Qp ist. Also akzeptieren
M, (F,(0™)) und My, (F,(0")) definitiv relativ zu u({«, f}).

Nun zur zweiten Aussage. Zunidchst zeigen wir t;_;-Giiltigkeit.

Behauptung 5.10. Das Orakelu’ = u({«, B}) ist t;_-giiltig.

Beweis. Angenommen, es ist kein t;_,-gliltiges Orakel. Dann ist eine der Bedingungen
V1-V7 verletzt. Wir zeigen, dass diese Annahme zu einem Widerspruch fiithrt. Wieder
klar ist, dass V3, V4, V6 nicht verletzt sein kdnnen, denn jede definite Berechnung re-
lativ zu t;_,-giiltigem u ist auch eine definite Berechnung relativ zu u” nach Beobach-
tung 5.3(1). Auch V1 kann nicht verletzt sein; das folgt aus dem gleichen Argument wie
im Beweis von Behauptung 5.9.

Angenommen, V5 ist verletzt. Dann existiert ein ' mit t;_;(t') = m’ > Oundn’ €
H,, und |Z" Nu(X)| > 1. Wieder folgt n = n’. Insbesondere folgt daraus auch m = m’,
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denn n ist nur in H,, enthalten. Gleichzeitig haben wir ¢ # Ti,b’ da Ti,b & dom(t;_,).
Damit gilt aber t,(¢') = t;_1(¢') =m' =m = ts(Ti,b); Widerspruch zur Injektivitat
von t, € T auf dem Support. Also kann V5 nicht verletzt sein. Auf analoge Weise ist
ersichtlich, dass auch V7 nicht verletzt sein kann.

Angenommen, V2 ist verletzt. Dann existiert ein n’ € img(e) mit [u’ N > 2.
Wieder folgt n = n'. Jetzt haben wir aber =" nu| = |Z N u({o, BHOI = He, B} = 2;
das ist ein Widerspruch zur Annahme =" A w'| > 2. Also kann V2 nicht verletzt sein.

Damit ist keine Bedingung verletzt, u’ muss also t;_,-giiltig sein. O

Wir erinnern uns daran dass t’ = t;_; U {7:(21 , = 0}. Nun ist es leicht zu sehen, dass
u' ¥ u({a, B}) auch t'-giiltig ist. Das Orakel u’ ist nach voriger Behauptung t;_,-giiltig,
und bei der Erweiterung von t;_; zu t’ kommt nur z2, — 0 hinzu. Das bedeutet, dass
wir nur noch die Bedingung V4 beziiglich a, b verifizieren miissen. Sei nuny = F,(0")
relativ zu u’. Nach voriger Aussage oben wissen wir aber, dass M, (y) und M, (y) relativ
zu u’ beide definitiv akzeptieren, wie von V4 verlangt.

Danun alsou” 2 u J ws_, auch t'-giiltig ist, sind wir fertig und erreichen einen Wi-
derspruch, wie anfangs argumentiert: wahrend der Bearbeitung von Task Ti/b in Stufe
s war das Orakel u” eine mogliche t'-giiltig Erweiterung von w;_,, denn es ist t'-giiltig
und u” JJ wg_,. Also wire nach Definition des Tasks rﬁ/b dann t; = t’ gesetzt worden.
Damit wire dann auch ts(ré,b) =t (tﬁ/b) = 0, was der Voraussetzung dieses Lemma 5.8
widerspricht. O

Ohne groReren Veranderungen ldsst sich auf fast gleiche Weise auch zeigen, dass die
Tasks 7} , bearbeitet werden kénnen.

Lemma 5.11. Die Bearbeitung eines Tasks T, , ist moglich: gilt t; = t,_,,t(t3) = m > 0,
dann ldsst sich w, so zu t,-giiltigem w 2 w,_; erweitern, dass eine der folgenden Fille eintritt:
« 0" € (), fiirallev J wund M, (F,(0")) lehnt relativ zu w definitiv ab.
¢ 0" & C), fiirallev J wund M, (F,(0")) akzeptiert relativ zu w definitiv.

Beweis. Wir verfahren wie im Beweis von Lemma 5.8. Um wieder einen Widerspruch ab-
zuleiten, nehmen wir an, dass fiir alle t,-gtiltigen w 2 w,_; weder (1) noch (2) zutrifft.
Definiere wieder identisch u und u(X). Wieder gilt nach Behauptung 5.9 dass u(X) im-
mer t,-giiltig ist wenn |X| < 1. Wir haben also:

+ Die Berechnung M, (F,(0")) lehnt relativ zu u(@) definitiv ab.

« Firé € Zgilto" e C%{a) und daher akzeptiert M, (F,(0")) definitiv relativ zu
u({¢}) auf einem Rechenweg mit Menge Qzan Orakelfragen.

Beachte, dass £ € Qs ist, andernfalls stimmen u(®) und u({&}) auf Q; tiberein, da-
mit folgt mit Beobachtung 5.3(3), dass M, (F,(0")) relativ zu u(@) akzeptiert, was der
Annahme widerspricht.

Wir fahren nun fort wie in Lemma 5.8. Seien o« € X", f € X" zwei unterschiedliche
Worter, die sich nicht gegenseitig storen. Das heillt, o & Q B & Q,. Diese zwei Worter
existieren nach dem gleichen kombinatorischen Argument wie bei Lemma 5.8.

Setze nun u({«, f}). Wir zeigen nun, dass M, (F"(0")) auf zwei unterschiedlichen Re-
chenwegen akzeptieren. Wieder haben wir, dass u({a}) und u({«, f}) auf Q, tiberein-
stimmen, und symmetrisch u({f}) und u({«, f}) auf Qp tibereinstimmen. Mittels Be-
obachtung 5.3(3) sehen wir also, dass es zwei Rechenwege von M, (F,(0")) relativ zu
u({a, B}) gibt, welche definitiv akzeptieren: einer mit Orakelfragen Q,, und einer mit



Qp- Diese zwei Rechenwege sind tatsidchlich unterschiedlich: einerseits gilt aus obiger
Feststellung dass « € Q,, aber nach Wahl von B ist « & Qg. Auf einem Rechenweg wird
also a erfragt, auf dem anderen nicht; also sind die zwei Rechenwege unterschiedlich.

Wie im Beweis von Lemma 5.8 kénnen wir jetzt t' & t. , U {z3 — 0} setzen. Wieder
gilt nach Behauptung 5.10 dass u’ & u({«, B}) auch t;_,-giiltig ist. Dann lisst sich auch
leicht sehen, dass u” auch t'-giiltig ist. Es kommt V6 beziiglich a hinzu, aber wir haben
ja eben gesehen, dass M, auf zwei unterschiedlichen Rechenwegen definitiv akzeptiert.

Da nun also v’ J u J w;_; auch t'-giiltig ist, sind wir fertig und erreichen einen
Widerspruch: wihrend der Bearbeitung von Task Ti/b in Stufe s war das Orakel u” ei-
ne mogliche t'-gliltige Erweiterung von w;_;. Also wire nach Definition des Tasks rﬁlb
dann t; = t’ gesetzt worden. Damit wére dann auch ts(rib) = t'(fﬁ/b) = 0, was der
Voraussetzung dieses Lemma 5.11 widerspricht. O

Damit ist die Konstruktion moglich.

Eigenschaften des konstruierten Orakels

Nun miissen wir noch verifizieren, dass E tatsdchlich alle gewiinschten Eigenschaften
erfiillt, die in Satz 5.2 behauptet wurden. Zur Erinnerung;: wir haben E = | J,_\; w;. Be-
achte dass w, C E fiir alle w,. Sei auRerdem t,, & | J «en bs- Beachte, dass nach Definition
von ty, t;, ... auch t, eine (totale) Funktion ist. Beachte auRerdem, dass [wy| < |w;| <
lw,| < ... eine nach oben unbeschrinkte Folge ist. Wir starten mit einer Beobachtung
tiber den groben Aufbau von E, der sich sofort aus der Ebenen-Konstruktion und unse-
rem Giiltigkeitsbegriff ergibt.

Behauptung 5.12. (1) E enthiilt keine Warter der Linge # e(+).
(2) Esgilt |E U X¢V| < 2 fiir alle .
(3) Wenn tw(‘fjl) = 0, dann giltL(I\If) + X*,

(4) Wenn tw(ti p) = m > 0,dann gilt |E N X" < 1fiirallen € H,,. Insbesondere gilt
damit (AE,BE) € DisjUP~,

(5) Wennt,(t2) = m > 0,danngilt [EN X"| < 1fiirallen € H,, Insbesondere gilt damit
(CE) e uPt.

Beweis. Zu (1): Seix ein Wort mit |x| # e(-). Wir zeigen dass x & E. Wihle einssodass x <
lw|, heifst w, wird von x definiert. Nun ist w, auch t,-giiltig, und mit V1 gilt insbesondere
x & w,. Danun w, C E, gilt auch x & E und wir sind fertig.

-

Zu (2): Beweis lduft analog wie bei (1), unter Berufung auf V2.

Zu (3): Nach Voraussetzung muss es ein s geben, fiir das t,(z}) = 0. Insbesondere ist
w; auch t,-giiltig, und mit V3 existiert ein z sodass N:"*(z) definitiv ablehnt. Da w, C E,
folgt mit Beobachtung 5.3(1), dass I\IJE(z) auch definitiv ablehnen wird.

Zu (4): Angenommen, es existiert ein n € H,, fir das |E N X" > 1. Nach Voraussetzung
existiert eine Stufe §, in der Tﬁ,b bearbeitet wurde. Wahle nun ein s > § sodass w; alle
Worter der Linge < n definiert. Dieses w; ist insbesondere t,-giiltig.

Nun gilt ts(ri,b) = tw(fﬁ,b) = m > 0, und mit V5 gilt insbesondere [w, N £"| < 1.Da
nun w, und E auf X" iibereinstimmen, haben wir auch |[E N £"| < 1. Das widerspricht
der Annahme.
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Also gilt [EN X" < 1 fur alle n € H,,. Dann folgt aus Beobachtung 5.6(1) auch schon
sofort, dass (AL, BE)) € DisjUP.

Zu (5): Beweis lduft analog wie bei (4). O

Uber die Definition von Task 72, bzw. 7, . ist nun in Verbindung mit der vorigen
Beobachtung auch ersichtlich, dass fiir DisjNP bzw. UP keine vollstdndigen Elemente
existieren konnen.

Behauptung 5.13. (1) Kein Paar aus DisjNP* ist <FP-hart fiir DisjUP*.
(2) Keine Menge aus UPF ist <} -vollstiindig fiir UP*.

Beweis. Wir zeigen hier nur (1), der Beweis flir Aussage (2) folgt analog.

Angenommen es existiert ein solches <FP-hartes Paar (U, U,) € DisjNPF, Dann exis-
tieren iiber die Wahl der Standardenumeration auch zwei NPTM N, N}, sodass L(N%) =
Uy, L(N}) = U,.Betrachte den Task fﬁ/b; dieser wurde in der Konstruktion von E in Stufe
s bearbeitet. Wir erinnern uns, dass w; . E ein tg-gliltiges Orakel ist.

Wenn tg(fg,b) = 0 ist, dann besagt V4, dass eine Eingabe x € L* existiert fiir die so-
wohl M, (x) als auch M, (x) definitiv relativ zu w; akzeptieren. Daw; C E ist, akzeptieren
M, (x) und My (x) relativ zu E, nach Beobachtung 5.3(1). Das bedeutet aber x € U; N Uy;
Widerspruch zur Wahl von U, , U, als disjunkt.

Daher kénnen wir annehmen, dass m < ts (‘L’ p) > 0ist. Insbesondere ist daher
t,(t2,) > 0 und nach voriger Behauptung 5. 12(4) gilt dann auch (AL, BE)) € DisjUP”,
Also gllt nach Annahme auch (AL, BE) <FP (U,, U,) relativ zu E.

Also muss ein r existieren, sodass Ff diese Reduktion realisiert. Betrachte den Task

77, ,» welcher in einem bestimmten Schritt s behandelt wird. Nach Definition dieses
Task existiert ohne Beschriankung der Allgemeinheit ein n € N sodass 0" € AL, und
M, (F,(0")) definitiv relativ zu w, ablehnt. (Der andere Fall in dem M, ablehnt lduft sym-
metrisch.)

Mit Beobachtung 5.3(1) erhalten wir dann, dass M, (F,(0")) relativ zu E ablehnt. Also
auch FE(0") & U,. Dies widerspricht der Annahme, dass Ft die Reduktion realisiert,
denn wir haben ja 0" € AL, O

Damit erfiillt E schon die Aussagen (1) und (2) von Satz 5.1. Die letzte Aussage (3) ist
aufwindiger zu beweisen. Der Beweis hierzu verwendet eine Technik von Fortnow und
Rogers (vgl. 2002, Thm. 2.5).

Folgende Behauptung sagt zunéchst aus, dass totale NPTM N; relativ zu E , besonders
total” sind. Nimmt man (ab hinreichender Linge) Worter der Linge = e(-) aus E weg,
und erhilt T C E, bleibt N; relativ zu T immer noch total. Das ergibt auch Sinn, denn
in der Bearbeitung von Task rjl wurden sdmtlichen geeigneten Erweiterungen auspro-
biert, welche die Totalitdt von N; zerstéren wiirden. Da keine solche Erweiterung exis-
tiert, wird auch T nicht die Totalitét von N; zerstdren kénnen.

Behauptung 5.14. Sei N; eine totale NPTM, d.h. L(NjE ) = X*. Es existiert eine Linge n mit
folgender Eigenschaft: falls T C E mit E auf Wortern der Linge < n tibereinstimmt, dann
L(NJ.T) =X*,

Beweis. Sei s die Stufe bei der 7} bearbeitet wurde, und setze n = w,|. Wir zeigen nun,
dass dieses n die behauptete Eigenschaft erfiillt. Angenommen, dies gilt nicht, dann
existiert ein T C E dass mit E auf Wortern der Linge < n libereinstimmt, aber fiir ein
Wort z lehnt NjT(z) ab.



Seim € N so gewdhltdassm > n, p;(Ix1), und definiere das folgende partielle Orakel
v, das genau fiir alle Worter der Linge < m definiert ist:

def {T[X] falls |x| < m
v[x] =
1 sonst.

Esist leicht zu sehen, dass NJV (z) definitiv ablehnt, stimmen v und T ja auf allen Wortern
der Lange < p; (Ix]) iberein. Aulerdem ist klar, dass v 2 w, 2 w,_;.

Seit' €t U {1']1 — 0} Wir zeigen unten, dass v auch t,_,-giiltig ist. Damit ist dann
klar, dass v auch t'-giiltig ist: es kommt nur V3 beziiglich N; hinzu, aber wir haben ja
bereits gesehen dass NJV(z) definitiv ablehnt.

Insbesondere ist dann wihrend der Bearbeitung von Task 1'} in Stufe s das Orakel
v eine mdogliche t'-giiltige Erweiterung von w,_,, denn es ist t'-giiltig und v 3 w,_;.
Also wire nach Definition des Tasks t! dann t; = t' gesetzt worden, und wir hitten
ts(rjl) = 0. Dann wire aber auch tw(‘fjl) = 0, und nach voriger Behauptung 5.12(3)
damit L(NJ‘-E ) # 2*. Widerspruch zur Wahl von N;.

Es bleibt zu zeigen dass v auch t,_,-giiltig ist. Angenommen, v ist nicht t,_,-giiltig,
dann muss eine Bedingung V1-V7 verletzt sein. Zur Erinnerung: v 3 w,_; und w,_,
ist t,_,-giiltig. Wieder klar ist, dass V3, V4, V6 nicht verletzt sein kénnen, denn jede
definite Berechnung relativ zu w,_; ist auch eine definite Berechnung relativ zu v nach
Beobachtung 5.3(1).

Angenommen V1 ist verletzt. Dann existiert ein x < |v| und |x| # e(-) und x € v.
Nun stimmt v und T aber insbesondere auf x iiberein, heillt wir haben

XEv = x€T = x€EE,

das widerspricht aber der Beobachtung 5.12(1) dass x & E. Widerspruch zur Annahme;
V1 kann nicht verletzt sein.

Angenommen, V5 ist verletzt. Dann existiert ein ¢’ mitt,_, (') = m’ > Oundn’ €
H,, und |27 A v| > 1. Insbesondere giltt, (') = m’ > 0. AuBerdem muss n’ < m sein,
da ansonsten X" nicht durch v definiert ist (und damit v 0 =" = @). Insbesondere
stimmen damit v und T auf "’ {iberein. Damit gilt

=NV = 2" NTI<IZVNE <1,

wobei die erste Ungleichung aus T C E folgt, und die zweite Ungleichung aus voriger
Behauptung 5.12(4) bzw. (5) folgt. Das widerspricht der Annahme |Z" N v| > 1, also
kann V5 nicht verletzt sein. Auf analoge Weise ldsst sich zeigen, dass V2 und V7 nicht
verletzt sein kénnen.

Damit ist keine Bedingung verletzt, v muss also t,_;-giiltig sein. O

Nun kénnen wir fiir die Hypothese Q argumentieren. Hierfiir miissen wir, gegeben
eine totale NPTM NJ.E, effizient einen akzeptierenden Rechenweg von Nf (x) bestimmen.
Zur Erinnerung: wir haben in der Konstruktion angenommen, dass P = PSPACE. Das
Ausrechnen eines akzeptierenden Rechenwegs ist daher offensichtlich zumindest re-
lativ zu @ (anstelle E) méglich, da unter unserer Annahme insbesondere P = NP gilt.

Hitten wir nun die Moglichkeit, effizient E entscheiden zu kénnen, dann wire auch
P = NPf und wir kénnten einen akzeptierenden Rechenweg von Nf(x) einfach aus-
rechnen. Nun kénnen wir zwar E nicht effizient entscheiden, aber wir kénnen mittels

N; und Behauptung 5.14 zumindest iterativ eine relevante finite Approximation T C E
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von E bestimmen. Das soll kurz skizziert werden: Gegeben eine vorldufige finite Appro-
ximation T C E, kénnen wir einen akzeptierenden Rechenweg a von N¥ (x) ausrechnen.
Dieser existiert insbesondere nach Behauptung 5.14. Nun kénnen wir die Orakelfragen
auf o mit dem ,,echten” Orakel E abgleichen, und so tiberpriifen, ob unserer Appro-
ximation Worter fehlen, und diese ggf. T hinzufiigen. Nachdem E diinn ist, enden wir
spdtestens nach polynomiell vielen Iterationen bei einer Approximation T, die auf allen
relevanten Wortern mit E {ibereinstimmt.

Behauptung 5.15. Sei N; eine totale NPTM, d.h. L(NJ}-E ) = X*. Dann existiert eine Funktion
g € FPE sodass g(x) einen akzeptierenden Rechenweg von MJ’? (x) ausgibt.

Beweis. Sei n hinreichend groR, sodass diese vorige Behauptung 5.14 erfiillt ist. Damit
gilt

T C E, Tund E stimmen auf X=" iiberein

= L(N)) = 2. (5.2)

Wir betrachten nun folgenden formalen Algorithmus relativ zu E auf Eingabe x:

1 T « E N X=" (Konstante, muss nicht berechnet werden)

2 wiederhole (Invariante: T C E)

3 Sei a ein akzeptierender Rechenweg auf NJ.T(x) und Q die Menge an
Orakelfragen

4 | wenn existiert eine Frage ¢ € Q fiir dieq € Eund q ¢ T dann

5 ‘ T < EU{q}

6 sonst (fiiralleq € Qgilt:q € EV g € T)

7 L Gebe o aus

Korrektheit: Beobachte zunichst die Invariante dass T C E, und dass T und E auf
Y.=" {ibereinstimmen. Damit gilt nach (5.2) auch L(N7) = X* und insbesondere exis-
tiert dann auch ein akzeptierender Rechenweg auf N}l(x). Damit ist Z. 3 wohldefiniert.
Terminiert nun der Algorithmus mit einem Rechenweg « in Z. 7, dann stimmt T mit E
auf Q tiberein: Falls ¢ € T, dann auch q € E (nach Invariante). Falls ¢ ¢ T, dann q €& E
(nach Negation der If-Bedingung). Also wird auch Nf (x) mit Rechenweg o akzeptieren,
nach Beobachtung 5.3(3).

Laufzeit: Wir zeigen dass der Algorithmus in polynomiell beschrénkter determinis-
tischer Zeit (abhingig von [x|) relativ zu E arbeitet. Wir wissen, dass fiir jede Orakel-
frage ¢ € Q gilt, dass |g| < p;(Ix]). Zusammen mit oben genannten Invariante gilt
T C{weE|Jiw = e@d) < p;(IxI)}. Nun ist aber E diinn. Im Speziellen gilt mit
Behauptung 5.12(1) und (2) dass

UT) <Y LENZD) =) e(i) - [ENZD] < Y 2e(0) < 2p5(1x)2. (5.3)
ieN iEN iEN
(i) <p; () (i) <p;(x) (i) <p;(Ix])
Das heift, dass nach polynomiell vielen Iterationen wird kein weiteres Wort zu T hin-
zugefiigt und der Algorithmus terminiert.

Wir zeigen nun abschlieBend, dass Zeile 3 in polynomiell beschrinkter determinis-
tischer Zeit berechnet werden kann. Betrachte hierzu folgende Relation R mit

set-R(x, T) € {« | a ist ein akz. Rechenweg der NPOTM-Rechnung N;(x),
wobei Orakelfragen anhand der Menge T beantwortet werden}.



Es ist leicht zu sehen, dass R polynomiell langenbeschrankt ist. AuRerdem ist leicht
ersichtlich, dass Rechenwege « in polynomieller Laufzeit abh. von |x| + {(T) auch tiber-
priift werden kénnen, bzw. R € P.Damit ist R eine NP-Relation, bzw. R € FNP. Nachdem
nach Annahme nun P = PSPACE gilt, haben wir mit Lemma 3.7 auch R € FP.

Es existiert also eine Verfeinerung r € FP, ohne Beschrankung mit polynomieller
Laufzeit q(Jx| + £(T)). Nun kdnnen aber auch die gesuchten Rechenwege aus Zeile 3 in
polynomiell beschréankter deterministischer Zeit gefunden werden: nach Ungleichung
(5.3) giltjaq(Ix|+4(T)) < q(Ix| +2p;( x|)?), also polynomiell in Abhingigkeit von |x|. []

Damit ist der Beweis von Satz 5.2 abgeschlossen: unter Annahme von P = PSPACE
erfiillt das Orakel E alle Eigenschaften. Relativ zu E existiert nach Behauptung 5.13(1)
kein <}P-hartes Paar in DisjNP fiir DisjUP, und (2) kein <} -vollstindige Menge fiir UP.
Nach Behauptung 5.15 kann fiir jede totale NPTM N; eine Funktion g € FP angegeben
werden, fiir die g(x) ein akzeptierender Rechenweg fiir N;(x) ist. Mit den Eigenschaften
der Standardenumeration ist klar, dass dass auch fiir alle totalen NPTM N gilt. (Uberset-
ze Nin dquivalente Standard-NPTM N;, iibersetze dann den akzeptierenden Rechenweg
g(x) = avonN;(x) in einen akzeptierenden Rechenweg o’ von N(x) zuriick.) Damit gilt
relativ zu E also auch die Hypothese Q (3).

Es lasst sich einfach tiberpriifen, dass die vorhergegangene Konstruktion relativiert.
Sei nun D ein PSPACE-vollstandiges Orakel. Wie anfangs dieses Kapitels argumentiert,
gilt nun mit 0 ¥ E @ D auch Satz 5.1 ohne die Annahme P = PSPACE.

Wir schlieRen dieses Kapitel mit einer Zusammenfassung weiterer Eigenschaften
von 0, die sich unmittelbar aus relativierenden Implikationen ergeben. An dieser Stel-
le seien noch zwei Funktionenklassen definiert, welche von Fenner, Fortnow, Naik und
Rogers (2003) im Kontext der Hypothese Q untersucht wurden. Definiere NPbV als die-
jenige Teilmenge der Multifunktionen f € NPMYV fiir die set-f(x) C {0, 1} fiir alle x
gilt, und definiere NPkV als diejenige Teilmenge der Multifunktionen f € NPMV fiir
die |set-f(x)| < k fiir alle x gilt.

Korollar 5.16. Folgende Aussagen gelten relativ zum Orakel O:

(1) P = UP N coUP = NP N coNP C UP C NP.

(2) NP, UP, NE, NEE sind nicht abgeschlossen unter Komplement.

(3) P,E,EE sind nicht abgeschlossen unter Nichtdeterminismus.

(4) UP € coNP.

(5) NPSV, C FP.

(6) NPbV, C_ FP.

(7) NPkV, C_ FP fiirallek > 1.

(8) NPMV, C. FP.

(9) NPMV, C,. NPSV,.

(10) NPMV, C. TFNP.

(11) NPMV €. NPSV.

(12) NPMV, € TENP.

(13) TFNP C_ FP.

(14) Hypothese Q.

(15) Hypothese Q'.

(16) Es existiert eine NP-Relation R mit <h -vollstindigem Proj(R) fiir NP und R ist nicht
<P-vollstdndig fiir FNP.

(17) NP N coNP hat eine <h -vollstindige Menge.
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(18) UP hat keine <}, -vollsténdige Menge.

(19) DisjNP hat kein <EP-vollstindiges Paar.

(20) NPSV hat keine <h -vollstindige Multifunktion.

(21) NPMV, hat eine <}, -vollstindige Multifunktion.

(22) TENP hat eine <h -vollstindige Multifunktion.

(23) DisjCoNP hat ein <EP-vollstindiges Paar.

(24) Fiir keine <b,-vollstindige Menge A fiir coNP existiert ein optimales Beweissystem,
heift TAUTN und TAUT.

(25) Fiir alle Mengen A € coNP existiert ein P-optimales Beweissystem, heifst —SAT.

(26) Es existiert ein P-inseparables DisjNP-Paar.

(27) Jedes DisjCoNP-Paar ist P-separierbar.

(28) Weder NP noch coNP haben die shrinking property (Glafer, Reitwiefiner und
Selivanov, 2011).

(29) coNP hat die separation property (Glafer, Reitwiefner und Selivanov, 2011).

(30) NP hat nicht die separation property.

Beweis. Es ist klar, dass sich aus Satz 5.1 unmittelbar (14), (18) und (19) ergeben. Die
Aussagen (3), (5), (13), (15)-(17), (20)-(27) erschlieRen sich sofort mit Zuhilfenahme
der in Abbildung 7 eingezeichneten Aquivalenzen und Implikationen, zusammen mit
Satz 4.27. Folgende Aussagen bleiben noch offen:

Zu (1): P = UP N coUP = NP N coNP C UP klar aus der Abbildung, die Echtheit der
Inklusion UP C NP folgt daraus, dass NP eine vollstindige Menge hat, UP aber nicht,
nach (18).

Zu (2): Angenommen UP = coUP dann auch UP = UPNcoUP = P, was ein Widerspruch
zu (1) ist. Restliche Klassen sind ersichtlich tiber die Abbildung.

Zu (4): Angenommen UP C coNP, dann wire UP C NP N coNP = P, was ein Wider-
spruch zu (1) ist.

Zu (6): Ist nach Fenner, Fortnow, Naik und Rogers (2003, Thm. 4) dquivalent zu (14).

Zu (7): Ist nach Fenner, Fortnow, Naik und Rogers (2003, Thm. 14) dquivalent zu (6).

Zu (8): Nach Satz 4.1 dquivalent zu (14).

Zu (9)-(10): Aus (8) folgt insbesondere NPMV, C_ FP, und FP, C NPSV,, TFNP.

Zu (11): Es ist leicht zu sehen, dass (relativ zu jedem Orakel) eine kanonische <k -voll-
stdndige Multifunktion f fiilr NPMV existiert. Angenommen NPMV C_ NPSV, dann wi-
re auch f €. NPSV und die Verfeinerung insbesondere auch <}, -vollstindig fiir NPSV.
Das widerspricht (20).

Zu (12): Angenommen NPMV, C TFNP, dann gilt mit Beobachtung 3.4 auch P = NP;
das widerspricht (1).

Zu (28): Folgt aus (19) und (2) durch Ergebnisse von GlaRer, Reitwiener und Selivanov
(2011). Wenn es kein <}P-vollstindiges Paar fiir DisjNP gibt, dann hat NP nicht die shrin-
king property. AuRerdem hat coNP die shrinking property genau dann wenn NP = coNP,
Zu (29): Ist nach GlaRer, ReitwieRner und Selivanov (2011) d4quivalent zu (6).

Zu (30): Folgt nach GlaRer, ReitwieRner und Selivanov (2011) aus (4). dJ



6 Fazit

Zum Abschluss werden hier noch einmal die wesentlichen Ergebnisse dieser Arbeit zu-
sammengefasst, sowie noch einmal offene Fragen gesammelt, welche sich im Verlauf
der Arbeit ergeben haben. Beziiglich der Ergebnisse konnen wir uns an den vier For-
schungsdesideraten orientieren, die in der Einleitung genannt wurden.

Suchprobleme vs. Entscheidungsprobleme

Erstens, wurde in Kapitel 3 die Beziehung zwischen NP-Suchproblemen und den ent-
sprechenden NP-Entscheidungsproblemen erarbeitet. Hierfiir orientiert sich die Ar-
beit an vorhandenen Definitionen von Suchproblemen, die intuitiv neben dem Berech-
nungsproblem ,,Gilt x € L?* auch nach einem ,,.Beweis* oder ,,Zertifikat* fiir die Aus-
sage ,x € L“ fragen. Auf dieser Basis wurde gezeigt, dass die iibliche Argumentation,
das Suchproblem auf das Entscheidungsproblem reduzieren zu kdnnen (search reduces
to decision) im Allgemeinen nicht immer zutrifft. Ergebnisse aus der Literatur zeigen,
dass dies unter geeigneten Bedingungen nicht fiir die NP-Intermediates (also jene Pro-
bleme, die nicht NP-vollstdndig sind, aber auch nicht in P liegen) zutrifft. Im Kontext
der Selbstreduzierbarkeit, also der Losung des Suchproblems gegeben einem Orakel fiir
»kleinere* Instanzen, liegen dagegen nur wenige Ergebnisse vor. In der Arbeit wurde
insbesondere auf Ergebnisse von Harsha, Mitropolsky und Rosen (2023) hingewiesen,
welche Anzeichen geben, dass das Suchproblem der Faktorisierung nicht selbstredu-
zierbar ist.

Wie die Suchprobleme lassen sich auch die Entscheidungsprobleme mittels Reduk-
tionen untereinander nach ihrer Schwierigkeit vergleichen. In dieser Arbeit wurde ins-
besondere die Levin-Reduktion als Reduktion auf den NP-Suchproblemen produktiv
gemacht. Dieser Reduktionsbegriff kann als natiirliche Generalisierung der Many-one-
bzw. Karp-Reduktion auf den Entscheidungsproblemen verstanden werden. Hieran an-
schlieRend wurde auf die Beziehung zwischen Levin-Vollstidndigkeit der Suchprobleme
und der Karp-Vollstidndigkeit der entsprechenden Entscheidungsprobleme hingewie-
sen. Erstens verstirkt die Levin-Vollstidndigkeit die Karp-Vollstindigkeit. Zweitens se-
hen wir, empirisch gesprochen, dass fiir alle nattirlichen Probleme diese beiden Vollstédn-
digkeitsbegriffe zusammenfallen. Dennoch bleibt Folgendes unklar: Gegeben ein beliebi-
ges NP-Suchproblem R, fiir welches das entsprechende Entscheidungsproblem Proj(R) Karp-
vollstindig ist, ist dann auch R Levin-vollstindig?

Die Formulierung dieser Frage ist der zentrale Beitrag dieser Arbeit. Sie stellt zwei
umfassende , Aufgabentypen (Suchen vs. Entscheiden) und Reduktionsbegriffe der
Komplexitétstheorie gegeniiber, und trotz der einfachen Formulierung beschéftigt sich
nur wenig Forschung mit dieser Frage. Es gibt keine Hinweise, welche auf eine positive
oder negative Beantwortung dieser Frage hinweisen; im Kontext dieser Arbeit wurde
die negative Beantwortung als Hypothese KvL formuliert.
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NP-Suchprobleme im Pudldkschen Programm

Zweitens, wurde die Hypothese Q (erstmals formuliert von Fortnow und Rogers, 1993)
in den Blick genommen, welche als Aussage ,,alle totalen NP-Suchprobleme sind effi-
zient 16sbar* unmittelbar in direkter Beziehung zu den NP-Suchproblemen steht. Die
vorliegende Arbeit zeigt nun insbesondere auch folgende Charakterisierungen von Q:

* Es gilt Q genau dann wenn jede Karp-Reduktion zwischen Entscheidungsvarian-
ten von zwei NP-Suchproblemen zu einer Levin-Reduktion zwischen eben jenen
Suchproblemen verstarkt werden kann. Damit ist —Q auch eine notwendige Be-
dingung fiir KvL.

* Es gilt Q genau dann wenn das Standardbeweissystem eines beliebigen Levin-
vollstdndigen NP-Suchproblems P-optimal ist. Das eliminiert damit ein Padding-
Argument von Messner (2000) und verallgemeinert sein Ergebnis, dass Q dqui-
valent zir P-Optimalitit des Standardbeweissystems sat ist. Uber diese Charakte-
risierung wird auch deutlich, dass —~Q auch eine notwendige Bedingung fiir die
Pudldksche Hypothese SAT ist.

Im Kontext des dritten Forschungsdesiderat wurde das Pudldksche Programm um wei-
tere Hypothesen verfeinert. Insbesondere {iber die zweite Charakterisierung von Q
lasst sich die Hypothese —Q in das Pudlaksche Programm einordnen. Fiir die Hypothe-
se KvL war dagegen eine Einordnung schwieriger, und es konnte nur gezeigt werden,
dass SATY, eine natiirliche Verstarkung von SAT, hinreichend fiir KvL ist.

Viertens, wurde abschlieRend ein Orakel konstruiert, relativ zu diesem die (relati-
vierten) Hypothesen DisjNP, UP und Q gelten. Damit wurde insbesondere Q und KvL
von einigen der Pudldkschen Hypothesen getrennt. Insbesondere erhalten wir damit
das Resultat, dass selbst unter Annahme von DisjNP A UP es nicht mit relativierenden
Beweisen moglich ist, auf Q (und auch nicht auf KvL) zu schlieRen. Fiir die Hypothese
Q ergibt sich ferner unter relativierbaren Beweisen eine paarweise Unabhingigkeit zu
den originalen Pudldkschen Hypothesen, auler fiir jene Fille, bei der eine relativieren-
de Implikation bekannt ist:

Korollar 6.1. SeiA € {DisjNP, UP, TAUTN, TAUT, DisjCoNP, TFNP, SAT}. Fiir jede Wahl von
A existiert je ein Orakel, relativ zu diesem A A Q, A A =Q, =A A Q, bzw. =A A —Q gilt, aufier
fiir die Falle DisjCoNP A Q, TFNP A Q,SAT A Q.

Offene Fragen

Zum Schluss sind hier noch die offenen Fragen aufgelistet, welche sich im Verlauf die-
ser Arbeit ergeben haben, und welche eine Basis fiir zukiinftige Forschung bilden kénn-
ten:

1. Die zentrale offene Frage dieser Arbeit ist jene zwischen Karp- und Levin-Voll-
standigkeit, bzw. der Hypothese KvL (vgl. Frage 3.23). Um mehr Evidenz fiir die
Gliltigkeit von KvL zu sammeln, wiren weitere hinreichende natiirliche Annah-
men, zum Beispiel kryptographischer Art, wiinschenswert. Das betrifft unter an-
derem auch die Hypothese Q. Lisst sich méglicherweise auch die Aquivalenz
KvL < —Q zeigen? Allgemein gesprochen wére hierzu auch ein besseres Ver-
stdndnis der Zusammenhinge und Beziehungen zwischen den Hypothesen KvL,
Q, SAT und SATY erstrebenswert, sowie angrenzend ndhere Untersuchungen zum



Begriff der P-Quasi-Simulation und dessen Beziehung zu P-Simulation; die vor-
liegende Arbeit hat hierzu nur den ersten Anfang gemacht.

. Konkret auch auf das Pudlaksche Programm bezogen, wéren weitere Orakelkon-
struktionen dienlich, die KvL von den anderen Hypothesen trennen, um so KvL
besser situieren zu kdnnen. Folgende Trennungen wurden in Abschnitt 4.3 als be-
sonders interessant erachtet: konstruiere je ein Orakel, sodass relativ zu diesem
KvL A —SAT, KvL A =TAUT bzw. =Q A —KvL gilt. Schon allein ein Orakel fiir das
relativiert KvL gilt wire erstrebenswert, denn damit kénne man relativierende
Beweise fiir —KvL ausschlieRen.

. Konkret in Bezug auf die Hypothese Q konnte der Begriff der Levin-Paddability
(Definition 4.18) intensiver betrachtet werden, wie er z.B. in der Charakterisie-
rung der Hypothese Q eingesetzt wird. Besonders interessant wire, ob sich die-
se zusitzliche Bedingung in der Charakterisierung durch Satz 4.24(10) streichen
lasst. In anderen Worten: gilt Q genau dann wenn fiir eine <['-vollstindige NP-
Relation R das Standardbeweissystem stdy jedes ehrliches Beweissystem P-simu-
lieren kann? Zeige hierfiir beispielsweise, dass (nicht) jede SE-Vollstéindige NP-
Relation auch Levin-paddable ist (vgl. Frage 4.23).

. Angrenzend an die Karp-vs-Levin-Frage bzw. Suche-vs-Entscheiden-Frage wi-
re ein besseres Verstdandnis zur Selbstreduzierbarkeit unter den Suchproblemen
erstrebenswert. Wie schon in Abschnitt 3.2 beschrieben, ist die Forschungslage
hierzu noch sehr diinn, insbesondere auf den nicht-totalen NP-Suchproblemen.
Lassen sich die Erkenntnisse der Selbstreduzierbarkeit von Entscheidungsproble-
men hierzu produktiv machen? Hierzu auch angrenzend wére die Betrachtung
schwiécherer Reduzierbarkeits-Begriffe auf NP-Relationen (z.B. dhnlich zu Tu-
ring- oder Truth-Table-Reduktionen), und damit verbunden eine Abschwichung
der Hypothese KvL, vielversprechend.
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