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Zusammenfassung

In vielen technischen Anwendungen, wie zum Beispiel fur Kabelpldne, Netzwerkstruk-
turen oder Kontrollflussgraphen werden grofle Mengen an orthogonalen Graphenzeich-
nungen bendtigt, um komplexe Strukturen und Zusammenhénge fiir einen Ingenieur
iibersichtlich darzustellen. Die Zeichnung solcher Graphen geschieht oft automatisiert,
mithilfe von Algorithmen. Diese lassen jedoch in vielen Fallen ungenutzte Freirdume, was
zu einer sehr groflen Zeichnung fithrt, die sehr unhandlich ist, da sie entweder sehr klein
skaliert werden muss oder nur abschnittweise angezeigt werden kann. Beides wirkt sich
negativ auf die Lesbarkeit und Interpretierbarkeit aus. In solchen Féllen kénnen Kom-
primierungsalgorithmen helfen, Graphenzeichnungen tibersichtlicher zu machen und das
Arbeiten mit ihnen zu vereinfachen. Der Algorithmus, den wir in dieser Arbeit vorstellen,
verwendet dafiir Schnitte. Im einfachsten Sinne sind Schnitte orthogonale Polylinien, die
durch eine Graphenzeichnung verlaufen und diese in zwei Abschnitte unterteilen. Die
Schnitte werden dabei so gelegt, dass der Bereich unterhalb eines Schnittes um die soge-
nannte Grofle des Schnittes nach oben verschoben werden kann, um somit die Zeichnung
zu Stauchen. Der Vorteil dieses Verfahrens ist, dass es einfach nachzuvollziehen ist und
die Struktur des Graphen nur geringfiigig veréndert wird.

Abstract

The aim of this research is to compact orthogonal graph drawings in a comprehensible
way to increase their readability. These specialized kinds of graph drawings are promi-
nent in many technical use cases such as cable plans, network structures and control
flow graphs. As these drawings are usually needed in larger amounts and rather sponta-
neously, their layouting is often handled algorithmically. One problem that is common
among layouting algorithms is their suboptimal use of space. The resulting graph draw-
ings can be so large that they become hard to read or even too big to display on a screen.
A compacting algorithm can be deployed as a post processing step to tackle these issues.
We introduce a novel algorithm that uses cuts to eliminate unused space in a layout.
A cut is an orthogonal polyline that divides a graph drawing in an upper and a lower
part. The latter, which contains all elements that are located on or below the cut line, is
moved upwards by the size of the cut, thereby pulling elements of opposing sides closer
together and compacting the graph drawing. Due to the limited definition of cuts the
resulting layouts retain a very similar structure especially regarding the edge routing.
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1. Einleitung

Bei der Entwicklung von moderner Soft- und Hardware kommen immer h&ufiger eine
Vielzahl an Graphen zum Einsatz. Softwareseitig werden beispielsweise UML-Diagramme
sowie Daten- und Kontrollflussgraphen eingesetzt, um eine Programmstruktur anschau-
lich darzustellen. Beispiele von der Hardware-Seite sind Pléne fiir elektrische oder hy-
draulische Systeme oder Netzwerkstrukturen. Historisch wurden solche Zeichnungen
meist héndisch angefertigt. Mit stetig steigender Komplexitit dieser Systeme steigt je-
doch auch die Nachfrage nach automatisierten Losungen, um solche Graphen zu erstellen
und zu zeichnen. Auch die Anzahl der benétigten Zeichnungen ist zum Beispiel durch
die steigende Popularitat von iterativen Entwicklungsprozessen und die damit verbunde-
ne Notwendigkeit von ad-hoc verfiigbaren, iibersichtlichen Darstellungen der sich stetig
verdndernden Projektstruktur gestiegen. Die algorithmisch gezeichneten Graphen sollen
jedoch den von Hand erstellten in keinem Aspekt nachstehen.

Das iPraline Framework von Zink et al. [ZWBW20a] versucht diese Anforderungen zu
erfillen. Es wurde primér fiir die Anwendung auf industriellen Kabelpldnen entwickelt.
Der Zeichenalgorithmus tibernimmt viele Paradigmen von héndisch gezeichneten Gra-
phen. So werden zum Beispiel Knoten immer auf festen Ebenen platziert und Kanten nur
an der Ober- und Unterseite der Knoten angebracht. Ein Ingenieur ist mit dieser Art der
Darstellung bereits vertraut und kann sich somit schneller in der Zeichnung orientieren.
iPraline minimiert zudem die Anzahl an Knicken und Kreuzungen in der Zeichnung, da
diese die Lesbarkeit des Layouts erheblich verschlechtern. Aus demselben Grund gibt
es auch einen festen Mindestabstand zwischen allen Elementen der Zeichnung. All diese
Restriktionen fiihren jedoch dazu, dass die resultierenden Zeichnungen oftmals sehr viel
Platz einnehmen und viele ungenutzte Freirdume lassen. Das kann wiederum zu einem
Problem werden, wenn die Zeichnung nicht mehr auf einen Bildschirm passt. Muss die
Zeichnung infolgedessen skaliert werden, so kann es sein, dass komplexere Kantenstruk-
turen nicht mehr erkennbar sind oder Knotenbeschriftungen unlesbar werden.

In dieser Arbeit stellen wir einen neuen Stauchungsalgorithmus vor, der das iPraline
Framework erweitert. Wir behandeln dabei speziell die eben beschriebene Art von ortho-
gonalen Zeichnungen. Es sollen bei der Stauchung weitestgehend alle Layout-Eigenschaften
der urspriinglichen Zeichnung beibehalten werden, um weiterhin von der Intuitivitat der
iPraline Zeichnung zu profitieren. Diese Vorgabe erfiillen wir mithilfe sogenannter Schnit-
te. Ein Schnitt ist eine ebenfalls orthogonale Polylinie, die eine Zeichnung in einen oberen
und einen unteren Abschnitt teilt. Einen Schnitt bezeichnen wir als giiltig, wenn wir alle
Elemente unterhalb des Schnittes um einen festen Betrag nach oben verschieben kénnen,
sodass sich Kanten oder Knoten dadurch nicht iiberschneiden und der Mindestabstand
weiterhin eingehalten wird. Durch Anwendung eines giiltigen Schnitts kénnen wir somit
die Abstédnde zwischen Elementen in der Zeichnung verringern und somit das Layout



stauchen ohne die Zeichnung dabei zu beschédigen.

Das Erstellen orthogonaler Zeichnungen ist ein viel erforschter Teilbereich der Gra-
phentheorie. Battista et al. [BETT94] stellen beispielsweise einige solche Algorithmen
vor. Seit dessen Einfithrung im Jahr 2000 durch Biedl et al. [BMT97] hat sich eine aus
drei Phasen bestehende Struktur fiir solche Zeichenalgorithmen durchgesetzt. Bei diesem
Verfahren wird im dritten Schritt oftmals ein Stauchungsalgorithmus eingesetzt um die
Zeichenfliche zu minimieren. Biedel et al. verwenden im speziellen einen Algorithmus von
Lengauer [Len90], dessen Arbeit ein Grundstein im Entwurf fiir integrierte Schaltkreise
ist. Dieser stellt eine Vielzahl von Stauchungsalgorithmen fiir die Verwendung in Ka-
belpldnen vor. Er beschreibt dabei auch eindimensionale, graphenbasierte Algorithmen,
die, dhnlich wie der von uns vorgestellte Algorithmus, die zwei Stauchungsrichtungen
separat betrachten und das Problem der Stauchung auf ein Graphenproblem reduzieren.
Unter dem Stichwort ,, Topological Compaction® stellt Lengauer einen zweidimensionalen
Stauchungsalgorithmus vor, der, wenn auch auf eine vollig andere Weise, ebenso wie un-
ser Algorithmus Schnitte verwendet. Diese compacting Algorithmen betrachten jedoch
nur strukturell Blécke in einem Graphen und explizit keine Kanten. In diesem wichtigen
Aspekt unterscheiden sich alle Stauchungsalgorithmen von Lengauer zu unserem. Ein
anderer Stauchungsalgorithmus fiir orthogonale Zeichnungen, der, gleich zu unserem,
alle Elemente im Graphen beriicksichtigt und Schnitte zur inkrementellen Stauchung
verwendet ist uns nicht bekannt.

Herkémmliche Stauchungsalgorithmen sind nicht in der Lage die Vielzahl an Cons-
traints, die durch iPraline Layouts vorgegeben werden aufrecht zu erhalten. Unser Algo-
rithmus hingegen schafft es die Wichtigsten dieser Paradigmen einzuhalten (Siehe Abbil-
dung und kann somit fiir unseren Anwendungsfall voraussichtlich bessere Resultate
erzielen.

Der in dieser Arbeit vorgestellte Algorithmus ist zudem in mehrere Module unterteilt.
Durch unabhéngige Verdnderungen in diesen Modulen kann er hinsichtlich verschiedener
Heuristiken optimiert werden und so speziell fiir den jeweiligen Anwendungsfall ange-
passt werden. Ein Beispiel fiir eine solche Anpassung wird im Abschnitt gegeben.
Im Ausblick (Abschnitt @) werden auflerdem weitere genannt, um eine Weiterentwicklung
des Algorithmus anzuregen.

Eigener Beitrag. Das Ziel dieser Arbeit ist es zu kléren, ob die von iPraline erstellten
Zeichnungen gestaucht werden koénnen, ohne dabei die Struktur maflgeblich zu verén-
dern. Das Ziel dabei ist es, die Lesbarkeit des Layouts zu verbessern und die Arbeit
mit solchen Zeichnungen in einem industriellen Kontext zu vereinfachen. Dazu formu-
lieren wir zunéchst eine prazise Definition fiir Schnitte und stellen anschlielend einen
Algorithmus vor, der diese in einer Zeichnung im iPraline Datentyp findet. Der Algorith-
mus kann dabei in drei groffe Abschnitte unterteilt werden. Im ersten Schritt wird das
Layout zunéichst in elementare, rechteckige Bereiche unterteilt. Wir haben das Problem
der Schnittsuche damit in ein kleines Sub-Problem zerteilt: Die Suche von Schnitten
zwischen zwei Rechtecken. Der Zweite Abschnitt befasst sich damit, dieses Unterpro-
blem zu l6sen. Im Letzte Abschnitt setzten wir schlielich die kleinen Schnitte zu einem



Vollstandigen, moglichst groflen Schnitt durch den gesamten Graphen zusammen. Wir
iibersetzen die bereits gefundenen Teilergebnisse dafiir in einen gerichteten st-Graphen
und nutzen einen angepassten Dijkstra-Algorithmus, um einen optimalen Weg zu finden.
Wir beweisen, dass auf diese Weise jeder Schnitt in einer Zeichnung gefunden werden
kann. Im Anschluss definieren wir einen Stauchungsalgorithmus, der diese Schnitte itera-
tiv findet und sie nutzt, um die Zeichnung zu stauchen. Wir werten diesen Algorithmus
anhand einer Vielzahl von Metriken aus und beantworten die Frage, ob die Struktur der
Ausgangszeichnung weiterhin erhalten bleibt.
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(a) Ausgangszeichnung (b) Gestauchte Zeichnung

Abb. 1.1.: Ein Graph mit 29 Knoten und 131 Kanten, der mithilfe unseres Stauchungsalgorith-
mus um 33% verkleinert werden kann.



2. Grundlagen

2.1. Grundbegriffe

Um die nachfolgenden Abschnitte verstehen zu kénnen, muss zunéchst das Grundvo-
kabular von Graphen etabliert werden. Wir betrachten einen ungerichteten Graph G,
der als 2-Tupel (V, E) definiert ist. Dabei sind V' die Knoten in einem Graphen. Knoten
bilden die grundlegenden Elemente eines Graphen. Die Kanten des Graphen werden als
E geschrieben. Ein Kanten verbinden genau zwei Knoten miteinander. Sogenannte Hy-
perkanten, die mehr als zwei Knoten gleichzeitig verbinden werden in dieser Arbeit nicht
beriicksichtigt. Das iPraline Framework betrachtet auflerdem nur ungerichtete Graphen.
Das bedeutet, dass alle Kanten im Graphen ungerichtet sind, also immer in beide Rich-
tungen zwischen den Knoten verlaufen. Wir kénnen eine Kante somit als ungeordnetes
2-Tupel (v, w) mit v,w € V schreiben.

Die Zeichnung T'(G) (synonym Layout) eines Graphen ist dessen geometrische Darstel-
lung, also die Zuordnung von Formen und Positionen zu allen Graphenelementen. Knoten
werden im Folgenden immer als achsenparalleles Rechteck gezeichnet, das einen Text ent-
halten kann. Dieses Rechteck ist definiert durch eine Position pos(v) = (z,y) € N2, die
die Lage der oberen linken Ecke angibt, sowie eine Breite b(v) und Héhe h(v). Kanten
werden als orthogonale Polylinien gezeichnet. Eine orthogonale Polylinie ist eine Linie,
die aus mehreren geradlinigen Teilkanten besteht, die jeweils zur x- oder y-Achse parallel
verlaufen. Die einzelnen Linien, aus der sich die Polylinie zusammensetzt, bezeichnen wir
als Kantenabschnitte. Die Kantenabschnitte einer Kante verlaufen immer abwechselnd
vertikal und horizontal. Eine Besonderheit des iPraline Frameworks, die auf die An-
wendung fiir Kabelpldne zuriickzufithren ist, ist die Nutzung sogenannter Ports. Kanten
werden immer iiber Ports mit Knoten verbunden. Ein Port p = (v,e) ist genau einer
Kante und einem Knoten zuzuordnen. Die Ports werden an dem Verbindungspunkten
zwischen Kanten und Knoten gezeichnet und werden als kleinere, schwarze Rechtecke
dargestellt. Einen Algorithmus, der aus einem Graph eine Graphzeichung erstellt nennen
wir Zeichenalgorithmus oder Layoutingalgorithmus.

2.2. iPraline Layouts

In diesem Abschnitt wollen wir etwas genauer beschreiben, welche Eigenschaften die
Layouts aus dem iPraline Framework haben, um spéter darauf zu achten, diese nicht
zu verandern. Alle hier genannten Eigenschaften sind noch einmal in Abbildung
verdeutlicht.

Wir haben bereits im vorherigen Abschnitt etabliert, dass die Zeichnung orthogonal
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Abb. 2.1.: Eine einfache Zeichnung, die alle Besonderheiten von iPraline aufzeigt. Die Knoten
sind in diesem Fall auf drei Ebenen L; bis L3 verteilt. Eine Portgruppe ist blau
hinterlegt. Ein Portpaar ist ebenfalls im Knoten auf Ebene zwei zu sehen. Diese
Darstellung ist abgeleitet aus [ZWBW22).

ist und Knoten als Rechtecke dargestellt werden. Die Grofle der Rechtecke ist fest und
darf explizit nicht verkleinert werden, da die Beschriftung sonst moglicherweise nicht
mehr hineinpasst. Weiterhin werden Kanten und die dazugehoérigen Ports nur an der
Ober- und Unterseite der Knoten angebracht. Die Ports werden in Portgruppen ange-
ordnet, die die Platzierung der Ports vorgibt. Sie sind so angeordnet, dass der Betrachter
verwandte Kanten schnell erkennen kann. Die Position der Ports und der Kantenenden
ist somit essenziell fiir die Struktur der Zeichnung und darf ebenfalls nicht verdndert
werden. iPraline unterstiitzt zudem sogenannte Port Pairings. Die zwei Ports eines Port
Pairings werden immer auf den gegeniiberliegenden Seiten desselben Knotens und auf
derselben y-Achse gezeichnet. Solche Port Pairings behalten wir ebenfalls bei, da wir,
wie bereits festgelegt, die Position der Ports nicht verdndern. Eine weitere Besonderheit
des Layoutingalgorithmus ist, dass Knoten nur auf einer geringen Anzahl an Ebenen
gezeichnet werden. Dies dient der Orientierung in der Zeichnung und ist, wie die meis-
ten Charakteristiken dieses Algorithmus, von handgezeichneten Kabelpldnen inspiriert.
Diese Beschriankung werden wir fiir unseren Stauchungsalgorithmus aufheben. Wiirden
wir dies nicht tun wére der erzielte Stauchungseffekt minimal, da der iPraline Algorith-
mus solche Layouts bereits platzeffizient erstellen kann. Wir evaluieren im Auswertungs-
Abschnitt (Abschnitt [5), wie sehr die Ebenenstruktur tatséchlich durch die Stauchung
beeintrachtigt wird und stellen im Ausblick (Abschnitt @ eine mogliche Kompromisslo-
sung vor.



3. Schnitte

Nun, da wir geklart haben, welche Gegebenheiten und Anforderungen herrschen, wollen
wir genauer erldutern, was gesucht wird. Wir beginnen mit der Definition eines Schnittes.
In der Graphentheorie versteht man unter einem Schnitt meist eine Unterteilung der
Knotenmenge eines Graphen in zwei Teilmengen X und V\X mit X < V. Daraus
ergibt sich eine Menge an Schnittkanten A(X,V\X) = {(u,v) € E | u e X,v e V\X},
die zwischen den Beiden Teilmengen verlaufen [HS93]. In Graphenzeichnungen werden
Schnitte meist mithilfe eine Trennlinie durch alle Schnittkanten dargestellt.

Angelehnt an diese Definition wollen wir Schnitte nun, statt fiir die Knotenmenge,
fiir alle Elemente in einer Zeichnung definieren. Wir betrachten die Zeichnung dafiir als
Menge von Punkten p = (z,y), mit =,y € N. Rechtecke bestehen aus vier Eckpunkten
und Kanten wiederum aus einem Startpunkt, einer Menge an Knickpunkten und einem
Endpunkt. Eine Zeichnung besteht somit vereinfacht nur aus einer Menge an Punkten P.
Unser Schnitt teilt diese Menge an Punkten in zwei Teilmengen X < P und P\ X, dhnlich
der obigen Definition. Unsere Schnittlinie ist dabei nichts anderes als eine orthogonale
Polylinie, die iiber die gesamte Breite des Graphen verlduft. Der Startpunkt s(P) =
(min({p, | p€ P}) —1,max({py | p € P}) + 1) liegt dabei links unterhalb der Zeichnung
und der Endpunkt t(P) = (max({p, | p € P}) + 1,max({p, | p € P}) + 1) rechts
unterhalb. Die Linie muss auflerdem y-Monoton verlaufen. Das bedeutet, dass p,, <=
Dy, , wenn der Index a kleiner ist als der Index b in der Reihe aller Punkte der Polylinie
{s,p2,03, .., Pn—1,t}. Eine weitere Einschrankung ist, dass Schnittlinien keine Knoten
oder horizontalen Kantenabschnitte schneiden diirfen. Von einer solchen Schnittlinie auf
einen Schnitt zu kommen in nun trivial. Aus der obigen Definition ergibt sich, dass
jeder Punkt in der Zeichnung entweder iiber, auf oder unter der Schnittlinie liegt. Wir
legen fest, dass alle Punkte, die auf oder unterhalb der Linie liegen zur Schnittmenge X
gehoren. Alle Punkte dariiber gehoren Folglich zu P\X. Wie vielleicht auffallt kann X
nach dieser Definition (und im Gegensatz zur Definition auf Graphen) keine beliebige
Teilmenge von P sein.

Wir wollen nun die Punkte in der Zeichnung verschieben, um den Graphen schluss-
endlich zu verkleinern. Wir verlagern dafiir alle Punkte in der Teilmenge X um einen
einheitlichen Wert nach oben. Die Anzahl der Einheiten im Koordinatensystem, um die
wir die Punkte verschieben, bezeichnen wir als Grofie des Schnittes.

Wir unterscheiden nun weiter zwischen einem giiltigen und einem ungiltigen Schnitt.
Die Giiltigkeit beschreibt, ob die Verschiebung durch den Schnitt in einem korrekt ge-
zeichneten Graphen resultiert. Hierfiir betrachten wir nun nicht mehr nur die einzelnen
Punkte der Zeichnung, sondern auch die iibergeordneten Elemente. Eine Fehlerquelle
haben wir bereits in der Definition fiir Schnitte eliminiert. Dass Knoten und Kanten-
abschnitte nach Durchfithrung eines Schnittes nicht mehr orthogonal sind haben wir



bereits durch die Bedingung, dass Knoten und horizontale Kantenabschnitte nicht ge-
schnitten werden diirfen, sichergestellt. Dadurch kénnen alle Punkte, der entsprechenden
Gruppe immer nur zusammen bewegt werden, wodurch die horizontale Eigenschaft er-
halten bleibt. Durch dieselbe Bedingung wissen wir auch, dass die Ausmafle von Knoten-
Rechtecken gleichbleiben miissen. Ein Problem bleibt jedoch noch: Durch Verschiebung
kann es passieren, dass der Mindestabstand zwischen Knoten oder Kantenabschnitten
nicht mehr eingehalten wird oder es sogar zu Uberschneidungen kommt. Genau darin
besteht die Schwierigkeit einen giiltigen Schnitt zu finden.

Anmerkung: Die eben beschriebenen Schnitte fallen in die Kategorie der horizontalen
Schnitte, da sie iiber die Breite des Graphen verlaufen. Mithilfe solcher Schnitte kann
eine Zeichnung nur in ihrer Hohe gestaucht werden. Wir umgehen dieses Problem in
unserer Implementierung, indem wir die Zeichnung nach der horizontalen Stauchung um
90 Grad drehen, die Zeichnung erneut horizontal stauchen und sie schliefllich wieder
zuriickdrehen. In der nachfolgenden Erkldrung zum Algorithmus werden wir ebenfalls
nur diese Art von Schnitten betrachten.
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4. Algorithmus

Wir beschreiben nun einen Algorithmus zur Suche von Schnitten in iPraline Graphen.
Wir gehen dabei nach dem divide and conquer Prinzip vor. Der Algorithmus kann somit
in drei Abschnitte gegliedert werden. Die verschiedenen Schritte sind auch in Abbildung
4.1 an einem Beispiel aufgezeigt.

1. Im ersten Schritt zerteilen wir die Graphenzeichnung in mdéglichst grofle, leere,
rechteckige Flidchen. Wir wissen fiir diese Fléchen, dass eine Schnittlinie sich darin
frei bewegen kann, ohne eine Kante oder einen Knoten zu schneiden. Wir speichern
diese Rechtecke als Knoten in einem Hilfsgraphen ab.

2. Anschlieflend suchen wir moglichst grofle giiltige Schnitte zwischen Rechteckspaa-
ren. Diese bilden die Kanten unseres Hilfsgraphen. Ein Schnitt, der von einem
Rechteck ins Nachste verlduft, darf zum Beispiel aufgrund der Position von Kan-
tenabschnitten zwischen den beiden Rechtecken oftmals eine gewisse Grofle nicht
iiberschreiten. Diese modellieren wir als Kantengewicht. Wir stellen zwei verschie-
dene Algorithmen vor, die dieses Problem mit unterschiedlichen Restriktionen 16-
sen. Wir haben somit das Problem der Schnittsuche auf ein Graphenproblem re-
duziert.

3. Im dritten Schritt setzen wir die bereits gefundenen Teilschritte zu einem giilti-
gen Schnitt fiir die gesamte Zeichnung zusammen. Dafiir durchlaufen wir den eben
aufgebauten Hilfsgraphen mit einem dynamischen Programm, das den besten Weg
vom Startknoten bis zum Zielknoten findet. Der Startknoten ist dabei das Recht-
eck, in dem sich der Startpunkt der Schnittlinie s spéter befinden soll. Analog ist
der Zielknoten das Rechteck, in dem der Endpunkt ¢ liegt.

4.1. Rechtecke

Wir betrachten zunéchst die Vorgehensweise zur Unterteilung der Zeichnung in Recht-
ecke. Dabei ist anzumerken, dass wir keinen eigenen Datentyp fiir die Rechtecksflachen
einfithren. Stattdessen unterscheiden wir diese allein durch ihre linke Kante. Ein Recht-
eck ist somit die Flache von der linken Kante bis zur linken Kante des néchsten, rechts
gelegenen Rechtecks.

Wir unterteilen die Zeichnung zunédchst in vertikale und horizontale Linien. Diese
kénnen entweder Seiten von Rechtecken oder Kantenabschnitte sein. Wir Teilen alle ver-
tikalen Linien, die von einer horizontalen Linie geschnitten werden, oder aus denen eine
horizontale Linie nach rechts entspringt, am Schnittpunkt in zwei Teile. Eine horizontale
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Abb. 4.1.: Ein einfaches Beispiel fiir das Vorgehen bei der Suche eines Schnittes. In Abbil-
dung [A10) ist der Ausgangsgraph mit den eingezeichneten Rechtecken zu sehen. In
Abbildung ist der Hilfsgraph dariibergelegt. Die Punkte reprasentieren die dar-
unterliegenden Rechtecke. In gelb und rot hervorgehoben sind die Kanten des Hilfs-
graphen. Fir den roten Weg, der den grofiten giiltigen Schnitt darstellt, sind die
Kantengewichte angegeben. In Abbildung [£:1d] sieht man den daraus resultierenden
Schnitt, der ebenfalls in Rot gezeichnet wird. Die gestrichelte Linie ist die Schnittli-
nie und der semi-transparente Bereich dariiber der weggeschnittene Bereich.

Linie, die nach links entspringt, wird nicht beachtet, da die Fléche rechts davon ungeteilt
bleibt, und die vertikale Linie somit korrekterweise nur ein Rechteck beschreibt (Siehe
Abbildung [4.2)). Fiir die linke Seite eines Knoten fiigen wir Hilfskanten hinzu, damit wir
die Seite des Rechtecks nicht verldngern miissen und trotzdem sicher sein konnen, dass
die Rechtecksflichen dariiber und darunter eingefangen werden. Nun kann es jedoch
sein, dass die vertikale Linie nicht die gesamte Hohe des Rechtecks umfasst. Wir miissen
sie also verldngern, bis zur Grenze, an der das nichste Rechteck beginnt. Diese Grenze
kann ein Knoten oder eine horizontale Linie sein. Wir fiigen horizontale Linien iiber und
unter der Zeichenfliche ein, um sicherzustellen, dass die Kanten nicht ins unendliche
verldngert werden. Durch die Verlangerung kann es dazu kommen, dass es mehrere Li-
nien mit gleicher Position gibt. Wir entfernen solche Dopplungen und fithren erneut das
Trennverfahren durch. Mithilfe dieses Prozesses haben wir den Graphen in Rechtecke mit
maximaler Hohe eingeteilt. Wir tragen alle verbliebenen vertikalen Schnitte als Knoten
in einen neuen Hifsgraphen ein. In Abbildung [4.3] ist zu sehen, wie ein Beispielgraph
nach diesem Schema zerteilt wird.

12



Ry

R2 RQ

(a) Linie wird geteilt (b) Linie wird geteilt (c) Linie wird nicht geteilt

Abb. 4.2.: Die drei Moglichkeiten, wie sich eine horizontale und eine vertikale Kante schneiden
konnen. In den beiden linken Féllen wird die vertikale Kante geteilt, da rechts davon
zwei Rechtecke sein miissen. Dies ist bei der rechten Abbildung nicht der Fall, somit
wird auch nicht geteilt.

4.2. Elementare Schnitte

Als néchstes suchen wir die maximale Grofle, die ein giiltiger Schnitt haben darf, der
zwischen zwei Rechtecken verldauft. Aus diesen Werten wollen wir die Kanten unseres
Hilfsgraphen bauen. Wir stellen dafiir zwei unterschiedliche Verfahren vor.

4.2.1. SweeplLine

Fiir das erste Verfahren welches wir vorstellen verwenden wir eine SweepLine, also ei-
ne vertikale Linie, die die Zeichnung von links nach rechts durchlduft. Die Linie hélt
auf allen x-Koordinaten, auf denen mindestens eine vertikale Linie liegt. Die SweepLi-
ne ist anfangs ,ungefirbt“. Wenn sie auf eine vertikale Linie trifft, so ,firbt* sich die
SweepLine in dem Bereich, in dem die vertikale Linie getroffen wurde. Treffen wir im
spateren Verlauf des Sweeps auf eine weitere vertikale Linie, die sich mit einem ein-
gefarbten Bereich iiberschneidet, so wissen wir, dass sich die zwei Rechtecke, die die
vertikalen Linien reprisentieren an den Seiten iiberschneiden. Wir bestimmen die Héhe
dieses Bereiches, indem wir die GroBe der Uberschneidungen zwischen der eingefirbten
Fléache auf der SweepLine und dem vertikalen Abschnitt der Linie berechnen. Mit die-
ser Erkenntnis kdnnen wir eine gerichtete Kante in unseren Hilfsgraphen einzeichnen.
Diese verlauft von der Kante, deren Farbe auf der SweepLine war, zu der, die soeben
von der SweepLine getroffen wurde. Das Gewicht dieser Kante entspricht der Grofle der
Uberschneidungsfliche. Ein Beispiel fiir den Ablauf des SweepLine Algorithmus ist im
Anhang[A] zu sehen.
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Abb. 4.3.: Ein Beispiel fiir die Unterteilung eines einfachen Graphen in Rechtecke. Horizonta-
le Kanten sind Orange hervorgehoben, vertikale Kanten in Blau. Tirkis markiert
vertikale Linien, die ein Rechteck abbilden, das nicht betreten werden darf. Der
Unterteilung der Linien vor ihrer Verlangerung ist hier nicht notig, da es keine Kan-
tenkreuzungen in der Ausgangszeichnung gibt.

4.2.2. Kritische Abschnitte

Der obige Algorithmus findet bereits viele, aber noch nicht alle méglichen Schnitte zwi-
schen Rechtecken. Bis jetzt kann ein Schnitt nur zwischen zwei Rechtecken verlaufen,
wenn diese direkt nebeneinander liegen und sich iiberschneiden. Wie beispielsweise in
Abbildung [£.4] zu sehen ist, gibt es jedoch noch weitere Schnitte, die sich {iber mehrere
Rechtecke horizontal erstrecken und die wir noch nicht finden. Die Hohe der gefundenen
Schnitte ist auflerdem nicht immer optimal, da wir die Bedingung haben, dass Rechtecke,
die sich vor dem Schnitt iiberlappen dies auch danach tun. Das bedeutet, tibertragen auf
die tatsdchlich Graphzeichnung, dass ein vertikaler Kantenabschnitt nicht verschwinden
darf. Eigentlich entscheidend in der Frage, wie grofy ein Schnitt tatsidchlich maximal sein
darf ist jedoch, wann der vertikale Abschnitt einer Kante, die dadurch verldngert wird
auf einen vertikalen oder horizontalen Kantenabschnitt trifft, der sich nicht verschiebt.
Wir bezeichnen diesen Bereich als kritischen Abschnitt. Diese kritischen Abschnitte kon-
nen wir in voraus ermitteln und dann fiir alle potenziellen Knotenpaare iiberpriifen,
welche kritischen Abschnitte auf dem Weg dazwischen passiert werden. Das Minimum
aus dem kleinsten kritischen Abschnitt und der Héhe des Ziel-Rechtecks beschrinkt das
Gewicht der Kante. Wir miissen dies nur fiir alle Rechteckspaare iiberpriifen, fiir die
die rechte Kante des einen Rechtecks und die linke Kante des anderen auf der selben
x Koordinate liegen. Mit diesem zweiten Verfahren kénnen wir dann alle Schnitte nach
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der obigen Definition finden. Die Struktur des Graphen wird jedoch potenziell stiarker
verdndert als zuvor, was ein Nachteil sein kann.

Definition kritische Abschnitte Im Folgenden beschreiben wir die Eigenschaften der
kritischen Abschnitte. Zuerst einmal stellen wir uns die Frage, wo kritische Abschnitte
iiberhaupt auftreten kénnen. Wir wissen, dass keine Hindernisse innerhalb der Recht-
ecke liegen, da diese sonst weiter unterteilt werden wiirden. Da Schnitte immer ohne
Unterbrechung durch den gesamten Graphen verlaufen und wir keine horizontalen Li-
nien schneiden diirfen (dazu zéhlen natiirlich auch die oberen und unteren Kanten der
Rechtecke) kénnen Kanten im Hilfsgraphen nur von einem Rechteck zum néchsten ver-
laufen, wenn die rechte Kante des ersten Rechtecks und die linke Kante des zweiten
auf derselben x-Koordinate liegen. Wir kénnen unsere Suche also schon einschrinken
auf x-Koordinaten, an denen Rechtecke anfangen beziehungsweise enden. Alle horizon-
talen Kantenabschnitte in der Ausgangszeichnung, die eine solche Koordinate schneiden,
bilden ein uniiberwindbares Hindernis fiir Schnitte. Ein Schnitt kann weder von oben
nach unten noch andersherum durch diese Linie, da sonst eine Héilfte der Kante ver-
schoben wiirde, wihrend die andere Hélfte sich nicht bewegt, weshalb wir die Kante
durch einen vertikalen Abschnitt erweitern miissten, da ansonsten die Achsenparallelitéit
nicht mehr gegeben wire. Dies wiirde jedoch bedeuten, dass wir zwei neue Knicke in
die Zeichnung einfiigen, was wir aus Griinden der Lesbarkeit vermeiden wollen. Nehmen
wir nun an, dass eine andere Kante der Ursprungszeichnung diese Koordinate schneidet.
Dieses Mal macht sie jedoch eine Stufe auf der x-Koordinate und hat deshalb schon ein
vertikales Verbindungsstiick, welches die Kantenabschnitte rechts und links von der Ko-
ordinate verbindet. Hierdurch darf ein Schnitt verlaufen, der die rechte und linke Hélfte
gegeneinander verschiebt. Die verbindende Linie kann einfach in ihrer Linge angepasst
werden. Ein solcher Schnitt hat keine Groflenbegrenzung. Befinden sich jedoch mehrere
Kanten auf einer x-Koordinate, so muss sichergestellt werden, dass sich diese nicht durch
Verschiebungen tiberschneiden und der Mindestabstand erhalten bleibt. Hierbei gibt es
verschiedene Dinge zu beachten.

1. Alle kritischen Abschnitte, ausgenommen gerade Schnitte, sind gerichtet. Das be-
deutet, dass es eventuell eine Rolle spielt, ob ein Schnitt den kritischen Abschnitt
von oben oder von unten durchquert. Von oben bedeutet dabei, dass der linke Teil
des Schnittes oberhalb des rechten ist und der Schnitt eine Stufe nach unten macht.
Die andere Richtung verlauft analog.

2. Entscheidend bei der Suche eines kritischen Punktes, der einen Schnitt nach unten
begrenzt, ist folgende Beschriankung: Wir betrachten einen beweglichen Kanten-
abschnitt, der die untersuchte x-Koordinate von links beriihrt. Diese Linie kann
so lange nach oben verschoben werden, bis sie auf eine weitere Linie trifft die die
x-Koordinate von rechts beriihrt. Dies gilt nur fiir Linienpaare die nicht durch eine
vertikale Linie miteinander verbunden sind. Die Differenz der y-Positionen dieser
Kantenabschnitte entspricht der maximalen Schnittgrofe, die durch den kritischen
Abschnitt passt. Ein solcher kritischer Abschnitt ist in Abbildung[4.7)zu sehen. Der
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kritische Abschnitt gilt fiir alle Schnitte, die oberhalb oder auf der linken Teilkante
anfangen und unterhalb der Rechten aufhéren.

3. Suchen wir hingegen alle kritischen Abschnitte, die einen Schnitt nach oben be-
schranken, so betrachten wir alle Teilkanten, die die x-Koordinate von rechts be-
rithren und die durch Verschiebung nach oben auf eine linke Teilkante treffen, die
nicht mit ihr {iber einen vertikalen Kantenabschnitt verbunden ist. Die Grenze
des kritischen Abschnitts ist erneut der Héhenunterschied der Beiden. Der Schnitt
betrifft alle Kanten, die unterhalb der linken Teilkante eintreffen und oberhalb
oder auf der Rechten weiterfithren. Ein Beispiel fiir so einen kritischen Punkt ist
in Abbildung [4.6] zu sehen.

Haben wir nun alle kritischen Punkte fiir eine bestimmte x-Position ermittelt, so kénnen
wir nun die Kanten zwischen den betroffenen Rechtecken ziehen. Wir legen fest, dass
die Eingangshohe des Schnittes die Unterkante des linken Rechtecks ist und, dass der
Schnitt auch auf der Unterkante des rechten Rechtecks weiterlauft. Wir iiberpriifen fiir
alle kritischen Abschnitte auf diese x-Koordinate, ob sie diesen Schnitt betreffen. Das
Gewicht der Kante entspricht dann dem Minimum aus allen kritischen Abschnitten und
der Hohe des Ziel-Rechtecks. Warum letzteres einen Einfluss auf die Grofie der Kante
haben kann, ist in Abbildung zu sehen.

Variation der Kritischen Abschnitte Die obige Definition der kritischen Abschnitte
maximiert die mégliche SchnittgroBle. Wie wir bereits angedeutet haben, kann dies auch
einen negativen Einfluss auf die Struktur der Zeichnung haben, da Kanten nun ihren
Verlauf d&ndern. Beim SweepLine-Verfahren hat eine Kante stets ihre Knickpunkte bei-
behalten. Wenn eine Kante beispielsweise zuerst nach rechts geht, dann nach oben und
dann wieder nach rechts, so wiirde eine Kante dieses Bewegungsmuster beibehalten.
Nach der obigen Definition der kritischen Abschnitte konnte dieselbe Kante nach einer
Stauchung zuerst nach rechts, dann nach unten und dann wieder nach rechts verlaufen.
Diese Anderung kann eventuell die Lesbarkeit der Zeichnung verschlechtern. Wir kénnen
jedoch mit einer angepassten Definition der kritischen Abschnitte auch festlegen, dass
die maximale Schnittgréfie nur so grof} ist, dass sich die gesamte Linge der Kante nicht
verschlechtert oder dass sich die Richtung der Kantenknicke nicht &ndert. Es wére sogar
moglich, die Beschriankung der kritischen Abschnitte so zu wéhlen, dass die Knicke in der
Kante komplett verschwinden. Auf diese Weise konnte sich die Struktur der Zeichnung
sogar vereinfachen gegeniiber der Ausgangszeichnung.

4.3. Beweis

Wir wollen nun beweisen, dass wir mithilfe des eben beschriebenen Hilfsgraphen jeden
giltigen Schnitt finden kénnen. Wir beweisen zunéchst, dass jeder gefundenen Pfad im
Hilfsgraph einem giiltigen Schnitt entspricht. Wir kénnen eine Schnittlinie sehr einfach
an der Unterseite der durchquerten Rechtecke entlangfithren. Die Schnittlinie macht
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Abb. 4.4.: Ausschnitt aus einem Graphen durch den ein Schnitt verlduft, der mit dem ScanLine
Algorithmus nicht gefunden wird. Die Graphkanten sind tiirkis, der Schnitt rot und
die umliegenden Rechtecke in schwarz angedeutet.

L

Abb. 4.5.: Ein Ausschnitt aus einer Zeichnung, der mehrere kritische Punkte enthéalt. Kanten
in der Ausgangszeichnung sind tiirkis, Hilfslinien in schwarz und der Schnitt, dessen
Maximalgewicht wir ermitteln wollen Rot. Der Pfeil stellt den begrenzenden Faktor
des Schnittes dar. In diesem Fall die Hohe des Ziel-Rechtecks.

Abb. 4.6.: Verdndern wir im Gegensatz zum vorherigen Beispiel den Verlauf einer Kante, so ist
derselbe Schnitt nun in seiner Hohe viel eingeschrankter.
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Abb. 4.7.: Verlduft in derselben Zeichnung der Schnitt nun nicht von oben nach unten, sondern
von unten nach oben, so gibt es wieder einen anderen kritischen Punkt.

nur vertikale Bewegungen, wenn die Unterkanten zweier aufeinanderfolgenden Recht-
ecke nicht auf derselben Hohe liegen und wir diesen Unterschied ausgleichen miissen.
Die so erhaltene Schnittlinie schneidet dabei wie vorgegeben keine horizontalen Kan-
tenabschnitte oder Knoten, da wir dies durch die Definition der Rechtecke und durch
die Beachtung aller kritischen Abschnitte bereits garantieren kénnen. Dass es sich zu-
dem um einen giiltigen Schnitt handelt, wissen wir ebenfalls durch die Begrenzung der
Kantengewichte mithilfe der Rechteckshohe und der kritischen Abschnitte.

Wir zeigen nun, dass jeder giiltige Schnitt durch den Hilfsgraphen dargestellt wer-
den kann. Wir wissen bereits, dass eine Schnittlinie sich nur innerhalb eines Rechtecks
horizontal bewegen kann, da alle Fléachen, die nicht von einem Rechteck belegt sind, au-
tomatisch Knoten sein miissen. Wir wissen auflerdem, dass eine Schnittlinie y-Monoton
ist und sich somit vertikal nur zwischen zwei Rechtecken verlaufen kann, wenn das ei-
ne Rechteck auf derselben x-Koordinate endet, auf der das Nachste anfangt. Fir die
vertikale Bewegung der Schnittlinie unterscheiden wir zwei Fille.

1. Wenn die Schnittlinie innerhalb eines Rechtecks eine vertikale Bewegung macht,
so miissen wir diese nicht beachten, da sie keinen Einfluss auf die spateren Schnitt-
mengen hat.

2. Fir vertikale Bewegungen zwischen Rechtecken haben wir bereits iiber die kriti-
schen Abschnitte alle Bewegungs-Beschriankungen aus der Definition der giiltigen
Schnitte erfasst.

Wir wissen somit bereits, dass wir den Verlauf der Schnittlinie im Hilfsgraphen darstellen
konnen. Die GroBe eines giiltigen Schnittes kann ebenfalls nie gréfler sein als der besagte
Weg durch den Hilfsgraphen, da wir fiir dessen Konstruktion mithilfe der kritischen
Abschnitte und der Beriicksichtigung der Rechteckshohe alle Absténde in der Zeichnung
beriicksichtigen.

4.4. Wegfindung

Wir haben das Problem der Schnittsuche nun erfolgreich auf eine Pfadsuche im Hilfsgra-
phen reduziert. Dieser Hilfsgraph ist in beiden Féllen ein gerichteter, kreisfreier st-Graph.
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Fiir die Wegsuche wollen wir das kleinste Kantengewicht auf einem Pfad maximieren,
um einen Schnitt zu erhalten, der maximal grof ist, aber immer noch durch alle Engpés-
se passt. Bevor wir jedoch mit der eigentlichen Pfadsuche beginnen, entfernen wir alle
Kanten aus dem Hilfsgraphen deren Gewicht kleiner als der Mindestabstand ist, da kein
sinnvoller Schnitt iiber diese Kanten verlaufen kann.

Fir die Pfadsuche verwenden wir ein dynamisches Programm, das dem Dijkstra Al-
gorithmus &dhnelt. Fir jeden Knoten im Hilfsgraphen wird gespeichert, in wie vielen
Schritten er erreichbar ist, wie grofl die Summe der Rechteckshchen auf dem Weg ist,
wie grofl das minimale Kantengewicht auf dem Weg dahin war und welcher Knoten
sein Vorgénger auf dem Weg ist. Die Anzahl der Schritte wird mit oo initialisiert und
das minimale Kantengewicht mit —oo. Die einzige Ausnahme ist der Startknoten s. Die
Distanz vom Startknoten ist 0, die Summe der Pfadhohe ist h(T") (also die Hohe der
Zeichnung) und der grofitmogliche Schnitt ist c0. Es wird eine Prioritétsliste verwaltet,
die alle Knoten nach ihrem minimalen Kantengewicht und der Pfadhéhe geordnet ent-
hélt. Am Anfang eines Zyklus wird der oberste Knoten aus der Priorititsliste genommen
und alle Kanten, die damit verbunden sind, abgelaufen. Fiir die Knoten, die dariiber ver-
bunden sind, wird tiberpriift, ob der Weg, der iiber den Knoten aus der Prioritétsliste
l&uft, besser ist als der bisher gespeicherte. Ein besserer Weg hat entweder einen hoher
gelegenen Schnitt (nach der durchschnittlichen Rechteckshohe) bei gleicher Schnittgro-
Be oder eine groflere SchnittgroBe. Sofern dies der Fall ist, wird der fiir den erreichten
Knoten gespeicherte Weg aktualisiert ebenso wie die Prioritétsliste. Die Prioritatsliste
wird nach diesem Schema abgearbeitet, bis keiner der Eintrdge eine Schnittgréfle hat,
die besser ist als die Schnittgrofle des Zielknotens. Sobald dies der Fall ist konnen wir
sicher sein, dass es keinen besseren Pfad mehr geben kann, da sich die Schnittgréfie nur
noch verschlechtern kann. Da wir einen Bindrbaum fiir die Verwaltung der Prioritétsliste
verwenden belduft sich die Laufzeit der Pfadfindung auf O(|E|log(|V|) + [V]).

Anmerkung: Wir haben die Priorisierung von héher verlaufenden Schnitten gewahlt,
um zu vermeiden, dass vermehrt Rechtecke an der Unterseite der Zeichnung verwendet
werden, wodurch weniger Knoten bewegt werden wiirden. Eine alternative Implementie-
rung kénnte zum Beispiel Schnitte bevorzugen, die moglichst mittig verlaufen. Wenn wir
annehmen, dass die Knoten vertikal gleichméfig tiber die Zeichnung angeordnet sind,
kénnten wir somit priorisieren, dass die beiden Schnittmengen etwa gleichgrof3 sind, wo-
durch sich der durchschni