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Teilnetz T = (V ,E ′) mit E ′ ⊆ E , so dassGesucht:

G = (V ,E ;w)

euklid.
Abstände

E ′ ⊆ E
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z.B. mit w ≡
{

(T spannt G auf) und

?) Kantengewichte w : E → R>0

c©CoolClips.com



Motivation

Gegeben: Zusammenhängendes Straßennetz G = (V ,E ;w?),
das eine Menge V von n Städten verbindet
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Beweis. Alle Kanten ungefärbt ⇒ jeder MSB bezeugt FI



Beweis der blauen Regel

Farbinvariante (FI): Es gibt einen MSB T = (V ,E ′):
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1. Fall: uv ∈ E ′

Alle Kanten ungefärbt ⇒ jeder MSB bezeugt FI

⇒ FI bleibt erhalten
2. Fall: uv /∈ E ′

3

5
5

7

2 4

3
2

33 3

6
3

u

v

⇒ es gibt Pfad p von u nach v in T
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• T enthält keine rote Kante

Satz. Die blaue Regel erhält die Farbinvariante
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p enthält Kante xy , die Schnitt kreuzt

x

y

w(xy) ≥ w(uv)
Wähle E ′′ = E ′ ∪ {uv} \ {xy}
⇒ T ′ = (V ,E ′′) ist MSB,

der FI bezeugt

xy ist ungefärbt



Beweis der blauen Regel

Farbinvariante (FI): Es gibt einen MSB T = (V ,E ′):
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Jarńık-Prim(WeightedGraph G = (V ,E ;w), Vertex s)

Blaue Regel

Rote Regel

S = {s}
E ′ = ∅
while not S == V do

Wähle Schnitt (S ,V \ S)
Färbe leichte Kante uv blau (u ∈ S , v ∈ V \ S)
S = S ∪ {v}
E ′ = E ′ ∪ {uv}

Färbe alle anderen Kanten rot

3

5
5

7

2 4
2

33 3

6
3

s
3



Der Algorithmus von Jarńık-Prim (1930/1957)
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Jarńık-Prim(WeightedGraph G = (V ,E ;w), Vertex s)

Blaue Regel

Rote Regel

S = {s}
E ′ = ∅
while not S == V do

Wähle Schnitt (S ,V \ S)
Färbe leichte Kante uv blau (u ∈ S , v ∈ V \ S)
S = S ∪ {v}
E ′ = E ′ ∪ {uv}

Färbe alle anderen Kanten rot

3

5
5

7

2 4
2

33 3

6
3

sLaufzeit?
Wie Dijkstra!

⇒ O((E + V ) logV ) [Heap/RS-Baum]

3



Der Algorithmus von Jarńık-Prim (1930/1957)
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if E ′ ∪ {uv} enthält keinen Kreis then
Färbe uv blau
E ′ = E ′ ∪ {uv}

else
Färbe uv rot

3

5
5

7

2 4
2

33 3

6
3

3



Der Algorithmus von Kruskal (1956)

Kruskal(WeightedGraph G = (V ,E ;w))

Blaue Regel

Rote Regel

E ′ = ∅
Sortiere E nicht-absteigend nach Gewicht w
foreach uv ∈ E do
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if E ′ ∪ {uv} enthält keinen Kreis then
Färbe uv blau
E ′ = E ′ ∪ {uv}

else
Färbe uv rot

3

5
5

7

2 4
2

33 3

6
3

3



Der Algorithmus von Kruskal (1956)

Kruskal(WeightedGraph G = (V ,E ;w))

Blaue Regel

Rote Regel

E ′ = ∅
Sortiere E nicht-absteigend nach Gewicht w
foreach uv ∈ E do
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if E ′ ∪ {uv} enthält keinen Kreis then
Färbe uv blau
E ′ = E ′ ∪ {uv}

else
Färbe uv rot

3

5
5

7

2 4
2

33 3

6
3

3



Der Algorithmus von Kruskal (1956)

Kruskal(WeightedGraph G = (V ,E ;w))

Blaue Regel

Rote Regel

Laufzeit?

E ′ = ∅
Sortiere E nicht-absteigend nach Gewicht w
foreach uv ∈ E do
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