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Zusammenfassung

Die Steigungszahl eines Graphen gibt an, wie viele unterschiedliche Steigungen beim
Erstellen einer geradlinigen Zeichnung mindestens bendtigt werden. Sie kann als ein
Parameter fir die visuelle Komplexitéit einer Zeichnung genutzt werden. Fiir bestimmte
Graphenklassen existieren bereits Grenzen fiir die Steigungszahl.

Diese Arbeit beschéaftigt sich mit dem Erstellen von aufwértsplanaren Zeichnungen
von Aufenpfaden, welche nur geradlinige Kanten sowie drei verschiedene Steigungen
verwenden. Eine Zeichnung eines gerichteten Graphen wird aufwdrtsplanar genannt,
wenn sie planar ist und jede Kante aufwértsgerichtet ist.

Fir maximale Auflenpfade présentieren wir einen Algorithmus, welcher eine solche
Zeichnung in Polynomialzeit erstellt. Anschliefend stellen wir eine Anpassung vor, wo-
durch wir den Algorithmus auch auf mazimale aufienplanare Graphen anwenden kénnen.

Wir stellen die bereits existierende NP-Schwere-Reduktion fiir auflenplanare Graphen
vor und zeigen anschliefend, dass man einen Auflenpfad mit &hnlichen Eigenschaften
konstruieren kann, sodass die Reduktion auch bei Auflenpfaden hélt und wir somit die
NP-Schwere fiir das Problem nachweisen kénnen.

Abstract

The slope number of a graph indicates the minimum number of different slopes requi-
red for creating a straight-lined drawing. It can be used as a parameter for the visual
complexity of a drawing. Limits for the slope number already exist for certain graph
classes.

In this thesis we discuss the creation of upward planar drawings of outerpaths using
only straight-line edges and three different slopes. A drawing of a directed graph is called
upward planar if it is planar and all edges point upwards.

For mazimal outerpaths we present an algorithm that creates such a drawing in po-
lynomial time. We then present an adaptation that allows us to apply the algorithm to
mazimal outerplanar graphs.

We modify an existing NP-hardness reduction for outerplanar graphs to construct an
outerpath with similar properties so that the reduction also holds for outerpaths and we
can thus prove the NP-hardness of the problem.
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1 Einleitung

FEin Ziel beim Graphzeichnen ist es, gute Zeichnungen von Graphen zu erstellen. Ein
wichtiges Maf} hierbei ist die visuelle Komplexitit [Schl5], welche die Anzahl an geo-
metrischen Objekten in einer Zeichnung beschreibt. Hierflir wurden bereits verschiedene
Parameter identifiziert. Die Kreisbogenzahl nach Schulz [Sch15] gibt die minimale Anzahl
der Kreisbogen einer Zeichnung an. Die Geradeniiberdeckungszahl oder Ebenentiberde-
ckungszahl nach Chaplick et al. [CFL™20] hingegen bezeichnet die minimale Anzahl der
Geraden bzw. Ebenen, welche eine kreuzungsfreie geradlinige Zeichnung eines Graphen
im 2- bzw. im 3-dimensionalen iiberdecken. Kryven et al. [KRW19] wiederum haben
die Kugeliiberdeckungszahl eingefiihrt, welche die minimale Anzahl an Kreisen im 2-
dimensionalen und Kugeln im 3-dimensionalen beschreibt, die eine kreuzungsfreie Kreis-
bogenzeichnung iiberdecken. Unter der Streckenzahl nach Dujmovié¢ et al. [DESWO0T7]
versteht man die minimale Anzahl an bendtigten Strecken einer Zeichnung. Dariiber
hinaus kann die Steigungszahl nach Wade und Chu [WC94] auch als Parameter fir die
visuelle Komplexitdt herangezogen werden, welche angibt, wie viele verschiedene Stei-
gungen mindestens fiir die Zeichnung eines Graphen benétigt werden. Wir widmen uns in
dieser Arbeit der Erstellung von aufwértsplanaren Zeichnungen mit geradlinigen Kanten
und der Steigungszahl 3 fiir Auflenpfade, eine Unterklasse der auflenplanaren Graphen.

1.1 Verwandte Arbeiten

Eine wichtige Erkenntnis zur Erstellung von aufwartsplanaren Zeichnungen haben Di
Battista und Tamassia [DTS88| geliefert. Sie haben gezeigt, dass jeder aufwértsplanare
Graph eine Zeichnung mit nur geradlinigen Kanten besitzt. Ein Aufwartsplanaritétstest
flir einen gerichteten Graphen ist im Allgemeinen jedoch NP-vollstindig, wie Garg und
Tamassia bewiesen haben [GTO01]. Allerdings existieren fiir diverse Graphenklassen, wie
auflenplanare Graphen [Pap95|, serien-parallele Graphen [DGL10] oder dreifach zusam-
menhéngende Graphen [BDLM94], Algorithmen, welche diesen Test in Polynomialzeit
durchfiithren kénnen.

Zu Zeichnungen mit geraden Kanten und einer Begrenzung der verwendeten Stei-
gungen existieren bereits zahlreiche Arbeiten. Die Steigungszahl eines Graphen nach
Wade und Chu [WC94] gibt an, wie viele verschiedene Steigungen mindestens fiir eine
Zeichnung benontigt werden. Im Fall von planaren Zeichnungen nennt man sie planare
Steigungszahl. Hierfir hat Hoffmann [Hof17] gezeigt, dass die Bestimmung schwer in der
existentiellen Theorie der reellen Zahlen (IR) ist. Mit der planaren Steigungszahl haben
sich unter anderem Jelinek et al. [JJKT13], Knauer et al. [KMW14] oder Lenhart et
al. [LLMNT13] beschéftigt. Mukkamala und Szegedy [MS09], Di Giacomo et al. [DLMI18§]



oder Mukkamala et al. [MP12] hingegen haben die Steigungszahl von kubischen Graphen
betrachtet.

Der Grundstein zum Zeichnen von aufwértsplanaren Graphen mit einer begrenzten
Zahl an Steigungen wurde durch Klawitter und Mchedlidze [KM22] gelegt. Sie haben
sich hierbei auf zwei Steigungen beschrénkt. Dabei haben sie gezeigt, dass man bei
gegebener Einbettung in Polynomialzeit entscheiden kann, ob ein Graph eine solche
Zeichnung besitzt und diese auch in derselben Zeit konstruieren kann. Fiir das Szenario
einer variablen Einbettung haben sie einen parametrisierten Algorithmus zur Lésung des
Problems angegeben.

Auf diesen Ergebnissen aufbauend, haben Klawitter und Zink [KZ21] anschliefend
aufwartsplanare Zeichnungen mit drei und mehr Steigungen betrachtet. Dabei haben sie
sich mit den Graphenklassen Baum, Kaktus, auflenplanar und planar beschéftigt und
gezeigt, dass das Entscheidungsproblem, ob eine solche Zeichnung existiert, bei Bdumen
und Kaktusgraphen in Polynomialzeit entscheidbar ist, bei auflenplanaren sowie plana-
ren Graphen jedoch NP-schwer ist. Auflerdem ist die Komplexitdt bei diesen Klassen
unabhéngig davon, ob eine Einbettung gegeben ist.

Des Weiteren hat Quapil in [Qua21| einen Algorithmus fiir die aufwartsplanare Zeich-
nung von serien-parallelen Graphen mit zwei oder drei Steigungen présentiert und zusétz-
lich noch gezeigt, dass das Entscheidungsproblem, ob die Zeichnung eines Graphen mehr
Steigungen bendétigt als sein maximaler Eingangs- und Ausgangsgrad, dR-vollstdndig ist.

1.2 Beitrag

Eine offene Frage von Klawitter und Zink [KZ21] war, wo der Ubergang von NP-Schwere
zu Polynomialzeit liegt. Davon haben wir uns inspirieren lassen und liefern zwei Beitrége
zu diesem Thema.

Die erste Erkenntnis in behandelt maximale Aulenpfade, eine Unterklasse
der Auflenpfade, welche wiederum eine Unterklasse der auflenplanaren Graphen sind.
Fiir diese Klasse geben wir einen Algorithmus an, der in Polynomialzeit eine aufwérts-
planare Zeichnung mit drei Steigungen fiir einen gegebenen Graphen generiert, sofern
eine derartige Zeichnung existiert. Auflerdem zeigen wir in auch, wie man
diesen Algorithmus auf maximale auflenplanare Graphen ausweiten kann.

Fiir den zweiten Beitrag losen wir uns in von dieser Unterklasse und be-
trachten allgemeine Auflenpfade. Hier zeigen wir, dass das Entscheidungsproblem, ob
eine aufwartsplanare Zeichnung mit drei Steigungen existiert, NP-schwer ist. Hierfiir be-
trachten wir die NP-Schwere-Reduktion fiir aufenplanare Graphen in [KZ21] und geben
eine Konstruktion vor, mit der diese Reduktion auch auf Auflenpfade anwendbar ist.

Eine Ubersicht der Ergebnisse zur Konstruktion von aufwirtsplanaren Zeichnungen

mit drei Steigungen ist in zu finden.



Tab. 1.1: Komplexitiat der Erstelllung von aufwértsplanaren Zeichnungen mit drei Steigungen.
P steht fiir Polynomialzeit 16sbar, NPs fiir NP-schwer.

Graphenklasse ‘ feste Einbettung ‘ freie Einbettung
Baum P [KZ21] P [KZ21]
Serien-parallel P P [Qua2i]
Kaktus P [KZ21] P [KZ21]
Maximaler Auflenpfad | P Korollar 3. ?l P Korollar 3.8|
AufBlenpfad NPs [Satz 4.2! NPs [Korollar 4.3
Maximal auflenplanar P Korollar 3.9 P Korollar 3.9
AuBenplanar NPs |[KZ21] NPs ]
Planar NPs |KZ21 NPs |KZ21




2 Grundlagen

In diesem Kapitel werden wir die Grundlagen der nachfolgenden Arbeit betrachten. Da-
fiir werden wir zuerst wichtige Definitionen und Begriffe kennenlernen und anschlieflend
den Beweis zur NP-Schwere von auflenplanaren Graphen betrachten.

2.1 Definitionen und Begriffe

Eine Zeichnung (oder Einbettung) eines Graphen G = (V, E) ordnet jedem Knoten v € V
einen Punkt und jeder Kante e € E eine Kurve in der Zeichenfliche zu. Die hierbei
in der Zeichenfliche durch Kanten abgegrenzten Bereiche nennt man Facetten. Diese
lassen sich in zwei Kategorien unterteilen. Innenfacetten sind Facetten, welche komplett
durch Kanten des Graphen eingegrenzt werden, die Aufenfacette hingegen umspannt die
gesamte Zeichnung des Graphen.

Falls fiir einen gegebenen Graphen G eine Zeichnung I' existiert, bei der sich keine
Kanten kreuzen, nennen wir G planar und I' planare Zeichnung. Dariiber hinaus heifit G
aufenplanar, wenn zusétzlich jeder Knoten an der Auflenfacette liegt. Aulerdem nennen
wir einen (auflen)planaren Graphen mazimal, falls keine Kante zwischen zwei Knoten
mehr hinzugefiigt werden kann, ohne dabei die (Auen)planaritéit zu verletzen.

Wir nennen eine planare Zeichnung eines gerichteten Graphen aufwdrtsplanar, wenn
jede Kante beginnend bei ihrem Startknoten streng monoton steigt. Wir beschranken uns
in dieser Arbeit auf geradlinige Zeichnungen bei denen jede Kante eine Strecke ist und
somit einen Winkel zwischen 0° und 180° zur Horizontalen besitzt. Damit ein gegebener
Graph eine solche Zeichnung besitzt, muss er kreisfrei sein.

Fiir eine planare Zeichnung I' eines Graphen G konnen wir dariiber hinaus auch noch
den zugehorigen Dualgraphen D definieren. Wir erhalten D, indem wir jede Facette von
I" als einen Knoten auffassen und anschlielend zwei Knoten iiber eine Kante verbinden,
wenn die entsprechenden Facetten in I' eine Kante teilen. Den schwachen Dualgraphen
D’ erhalten wir, indem wir den Knoten aus D streichen, welcher die Auflenfacette re-
préasentiert, sowie alle mit ihm verbundenen Kanten. In[Abbildung 2.1] befindet sich eine
planare Zeichnung eines Graphen sowie ihr zugehoriger Dualgraph und ihr schwacher
Dualgraph.

Wir werden uns hauptsichlich mit einer Teilklasse der auflenplanaren Graphen be-
schéaftigen, den Aufenpfaden. Eine auflenplanare Zeichnung I' heifit Auflenpfad, wenn
der zugehorige schwache Dualgraph D’ einen Pfad bildet. Ferner bezeichnen wir I' als
mazximal, wenn I' zweifach knotenzusammenhéngend ist und wir keine Kanten mehr
hinzufiigen kénnen, ohne dass I' danach kein Auflenpfad mehr ist. Ein Graph G heifit
(mazimaler) Auflenpfad, wenn er eine Zeichnung besitzt, die ein (mazimaler) Aufenpfad
ist.
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Abb. 2.1: Zeichnung eines Aulenpfads sowie des zugehérigen Dualgraphen (rot und blau) und
des schwachen Dualgraphen (blau).

Fiir einen maximalen Auflenpfad G mit n Knoten kénnen wir die Stacking Order O
definieren. Diese ist eine Sortierung der Knotenmenge, wobei der erste Knoten v; vom
Knotengrad 2 ist und der zweite Knoten vy iiber eine Kante mit v; verbunden ist. Fiir
i =3,...,ngilt, dass v; iiber jeweils eine Kante mit genau zwei Knoten aus {v1,...,v;—1}
verbunden ist. Da ein maximaler Auflenpfad genau zwei Knoten vom Grad 2 besitzt und
fiir den zweiten Knoten jeweils zwei Knoten zur Auswahl stehen, ist die Stacking Order
nicht eindeutig.

Das Ziel der Arbeit ist es, aufwértsplanare Zeichnungen von Auflenpfaden zu erstellen,
welche nur geradlinige Kanten mit drei verschiedenen Steigungen verwenden. Dies be-
deutet offensichtlich, dass alle Knoten maximal Eingangs- und Ausgangsgrad 3 besitzen
diirfen. Wie in zu sehen ist, konnen wir durch die affinen Transformatio-
nen Drehen, Scheren und Strecken jede beliebige Wahl der Steigungen in die Steigungen
{45°, 90°, 135°} = {N, 1, '} ubersetzen. Dies bietet den Vorteil, dass alle Knoten
rationale Koordinaten besitzen. Daher werden wir, sofern nicht weiter angegeben, die-
se Steigungen verwenden und in [Abschnitt 2.2[ und [Kapitel 4] alle Zeichnungen um 45°
drehen, sodass wir hier die Steigungen {1, /', —} erhalten. Des Weiteren werden wir,
sofern nicht explizit angegeben, immer von gerichteten Graphen sprechen.

2.2 NP-Schwere fiir auBenplanare Graphen nach Klawitter und
Zink

Wie bereits erwdhnt, haben Klawitter und Zink [KZ21] fiir aulenplanare Graphen ge-
zeigt, dass das Entscheidungsproblem, ob zu einem gegebenen Graphen eine aufwérts-
planare Zeichnung mit drei Steigungen existiert, NP-schwer ist. Dafiir haben sie eine
Konstruktion erstellt, mit deren Hilfe sie eine Variante von 3-SAT, das planare mono-
tone 3-SAT, welches NP-schwer ist [DK12], auf das Problem, ob fiir auflenplanare Gra-
phen eine aufwirtsplanare Zeichnung mit drei Streigungen existiert, reduziert haben. Bei



(a) (b) (0)

Abb. 2.2: Jede gegebene Menge von drei verschiedenen Steigungen lésst sich durch Drehen (a),
Scheren (b) und Strecken (c) zu {N, 1, '} transformieren (hier zu veranschaulichen-
den Zwecken um 45° gedreht zu {1, /, —}).

dieser Abwandlung muss jede Klausel monoton sein, sie darf also nur aus entweder un-
negierten oder negierten Variablen bestehen. Klauseln, welche nur unnegierte Variablen
beinhalten, nennen wir positive Klauseln und dementsprechend sind negative Klauseln
Klauseln, welche nur aus negierten Variablen bestehen. Der Inzidenzgraph einer 3-SAT
Formel besitzt fiir jede Variable und jede Klausel einen Knoten und eine Kante zwischen
Klausel- und Variabelknoten, wenn die entsprechende Variable in der Klausel auftaucht.
Der Inzidenzgraph einer Instanz des Problems muss planar sein und alle positiven Klau-
seln oberhalb sowie alle negativen Klauseln unterhalb der Variablen gezeichnet werden
[DK12|. In diesem Abschnitt lernen wir diese Konstruktion kennen.

Fiir eine rechteckige Zeichnung des Inzidenzgraphen einer gegebenen planaren mono-
tonen 3-SAT Formel F' haben Klawitter und Zink eine Vorschrift angegeben, mit der man
einen auBlenplanaren Graphen G konstruieren kann, welcher genau dann aufwartspla-
nar zeichenbar ist und dabei nur geradlinige Kanten mit drei verschiedenen Steigungen
verwendet, wenn F' erfiillbar ist. Ein solches G i setzt sich aus drei Elementen zusammen.
Das Erste ist das Finheitsquadrat Go, zu sehen in[Abbildung 2.3a], dessen Zeichnung bis
auf Spiegelung an der Diagonalen eindeutig ist. Dadurch miissen zwei aneinanderhdngen-
de G gleich grofl gezeichnet werden. Diese G stellen den grofiten Teil der Konstruktion
dar. Das zweite Element ist ein simples Dreieck, welches dadurch einem halben Einheits-
quadrat G entspricht, wie in [Abbildung 2.3b| zu sehen ist. Dieses Dreieck wird immer
im Zusammenhang mit dem letzten Element, einem Schieberegler G, verwendet, da-
mit gewédhrleistet wird, dass der Mittelteil eines G, die Form eines Rechtecks annimmt,
indem an zwei gegeniiberliegenden Knoten der maximale Eingangs- bzw. Ausgangsgrad
erreicht wird. Ein solches G, ist in [Abbildung 2.3c| abgebildet. Die beiden roten Kan-
ten besitzen im Gegensatz zu allen anderen Kanten keine feste Lénge, sondern kénnen
nach Bedarf ein- und ausgefahren werden. Mithilfe dieser Schieberegler werden die Be-
legungen der Variablen festgelegt und an die Klauseln iibertragen und die Klauseln so
ausgerichtet, dass der Graph bei einer giiltigen Belegung zeichenbar ist.

Variablen stellen sie durch Variabel-Gadgets dar, Klauseln werden mithilfe von Klausel-
Gadgets reprasentiert und diese werden durch Kanten-Gadgets miteinander verbunden.
In [Abbildung 2.4a] befindet sich eine Darstellung eines Inzidenzgraphen einer planaren
monotonen 3-SAT Formel F, bei der positive Klauseln griin, negative Klauseln rot, Va-
riablen blau und Kanten gelb gefirbt wurden. Eine auflenplanare Zeichnung nach der




(a) Einheitsquadrat G (b) Zwei Einheitsquadrate G (c) Schieberegler G,
und ein Dreieck

Abb. 2.3: Die drei Bausteine eines aufienplanaren Graphen G [KZ21].

Konstruktion von Klawitter und Zink ist in [Abbildung 2.4b| zu sehen und die entspre-
chenden Gadgets wurden auch hier mit den gleichen Farben markiert. Den lila gefarbte
Teil des Graphen bezeichnen sie als Rahmen, welcher nur aus Einheitsquadraten G be-
steht und somit starr ist, wodurch er die gesamte Konstruktion festhélt und die einzelnen
Elemente nur innerhalb davon bewegt werden kénnen.

Betrachten wir zunéchst ein Variabel-Gadget. Wie in zu sehen ist, be-
steht ein solches Gadget aus mehreren Elementen. Mithilfe der rot gekennzeichneten
Biirste wird der Wahrheitswert der zugehorigen Variable festgelegt. Diese Biirste kann
nach links oder rechts verschoben werden, wird dabei allerdings vom Rahmen beschrankt.
Ist die Variable auf wahr gesetzt, wird die Biirste am rechten Rand des Rahmens po-
sitioniert, und entsprechend bei falsch am linken Rand. Die griinen Abschnitte, welche
oben oder unten am Gadget platziert sind, bezeichnen sie als Bolzen. Fiir diese Bolzen
gibt es Einkerbungen im Rahmen, in denen sie sich einhaken kénnen. Diese Kerben sind
auch die einzigen Positionen, an denen genug Platz fiir einen Bolzen ist. Dariiber hinaus
gibt es noch eine weitere Einkerbung in der Biirste. Abhéngig von der Konfiguration
der Variable ist diese Kerbe fiir den Bolzen zugénglich und er kann eingefahren werden,
sodass dieser Bolzen den Zustand der Variable iibertragen kann. Die blau markierten
Elemente, welche die Bolzen mit dem Rahmen verbinden, sind die zuvor beschriebenen
Schieberegler G,.

Betrachten wir als néchstes ein Kanten-Gadget. Dieses besteht nur aus drei vertikalen
Teilgraphen, welche Ketten von Einheitsquadraten sind. Sie dienen dazu, ein Variabel-
Gadget mit einem Klausel-Gadget zu verbinden und die Konfiguration der Variable an
die Klausel zu iibermitteln.

Abschlieflend betrachten wir auch noch ein Klausel-Gadget. Wie in zu
sehen, besitzt ein Klausel-Gadget sieben zulissige Konfigurationen, lediglich die Kon-
figuration falsch-falsch-falsch bei einer positiven Klausel bzw. wahr-wahr-wahr bei einer
negativen Klausel fithrt zu einem Bruch mit der Planaritdt der Zeichnung. Dies ent-
spricht auch den giiltigen Konfigurationen von F'. Dabei besteht ein Klausel-Gadget aus
den Enden von drei Bolzen, zwei senkrechten, orange gefirbten Seilen, welche {iber einen
Schieberegler miteinander und iiber einen weiteren Schieberegler mit dem Rahmen ver-
bunden sind, und einer waagrechten, orange geféirbten Leiste, welche nur mit einem Seil
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(a) Rechteckige Darstellung des Inzidenzgraphen einer planaren monotonen 3-SAT Formel F
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(b) AuBenplanare Zeichnung des Graphen Gr. Hier sind die Variablen z1 und z4 negativ, x2 und x3
positiv eingestellt.

Abb. 2.4: Schematische Darstellung der NP-Schwere-Reduktion nach Klawitter und Zink
KZ21].

verbunden ist. Diese Leiste verhindert, dass eine ungiiltige Konfiguration gezeichnet wer-
den kann. Thre Postion wird mithilfe von Schiebereglern an den Seilen reguliert, wobei
der Schieberegler zwischen den Seilen die Leiste horizontal verschieben kann und der
Schieberegler zwischen Seil und Rahmen fiir vertikale Verschiebungen genutzt wird.
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Abb. 2.5: Beispiel fiir ein auf falsch gesetztes Variabel-Gadget [KZ21].
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ationsmoglichkeiten [KZ21].

cht Konfigur

Abb. 2.6: Ein positives Klausel-Gadget in allen a
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3 Maximale AuBenpfade

Bevor wir uns mit allgemeinen Auflenpfaden beschéaftigen, betrachten wir zuerst den
Spezialfall der maximalen Auflenpfade.

Zur Erinnerung, ein Auflenpfad G ist maximal, wenn er zweifach zusammenhéangend ist
und keine weiteren Kanten mehr hinzugefiigt werden kénnen, ohne dabei die Auflenpfad-
Eigenschaft zu verletzen. Dies bedeutet, dass alle Facetten einer aulenplanare Zeichnung
von G von genau drei Kanten begrenzt werden. Da sich keine Kanten kreuzen diirfen,
muss also jede Facette ein Dreieck bilden.

Damit erhalten wir zwei wichtige Eigenschaften fiir maximale Auflenpfade.

Beobachtung 3.1. Ein mazimaler Auflenpfad mit n > 2 Knoten besitzt 2n — 3 Kanten.

Beobachtung 3.2. Jede auflenplanare Zeichnung eines (un)gerichteten maximalen Au-
Benpfads besteht aus aneinandergereihten Dreiecken.

Wie in zu sehen ist, gilt [Beobachtung 3.2 bei planaren Zeichnungen im
Allgemeinen nicht. Begrenzt man allerdings die Anzahl der Steigungen auf drei, so lasst

sich dies auch auf planare Zeichnungen tbertragen.

Beobachtung 3.3. Jede planare Zeichnung eines (un)gerichteten mazimalen Auflen-
pfads, welche nur drei Steigungen verwendet, besteht aus aneinandergereihten Dreiecken.

Zusétzlich kénnen wir die Form eines Dreiecks genau vorgeben, wenn wir die Stei-
gungen der drei Kanten kennen. Wissen wir dariiber hinaus auch die Lange einer dieser
Kanten, ist auch die Grole des Dreiecks eindeutig.

Beobachtung 3.4. Bei einer aufwdrtsplanaren Zeichnung mit dret Steigungen des Gra-
phen G = ({u, v, w, x}, {uv, vw, vw, v, wx}) besitzen Kanten mit derselben Steigung die-
selbe Linge.

Ein k-d-Baum ist ein balancierter Suchbaum zum Speichern von Punkten aus RZ,
welcher in O(nlogn) Zeit erstellt werden kann. Wir verwenden einen solchen Suchbaum,
um die Planaritédt der entstandenen Zeichnung zu iiberpriifen.

Mithilfe dieser Eigenschaften kénnen wir nun einen effizienten Algorithmus fiir maxi-
male Auflenpfade présentieren.

3.1 Algorithmus

Unser Algorithmus l&sst sich in drei Abschnitte unterteilen, Vorverarbeitung, Zeichnung
und Planaritéatstest.
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(a) AuBlenpfad-Zeichnung (b) Planare Zeichnung von G (c¢) Planare Zeichnung von G
von G mit nur drei Steigungen

Abb. 3.1: Zeichnungen eines maximalen Auflenpfads G

Vorverarbeitung. Fiir einen gegebenen Auflenpfad G = (V| E) erzeugen wir bei der
Vorverarbeitung eine Stacking Order. Dafiir wéhlen wir zuerst einen Knoten vom Grad 2,
welcher als Startknoten fungiert. Als néchstes bestimmen wir die beiden Knoten, welche
mit unserem Startknoten verbunden sind. Anschlieflend erhalten wir die Reihenfolge der
restlichen Knoten, indem wir als néchstes den Knoten wéhlen, welcher mit zwei Knoten
aus unserer Stacking Order iiber je eine Kante verbunden ist.

Zeichnung. Wir beginnen im ersten Schritt mit einer Zeichnung der ersten drei Kno-
ten unserer Stacking Order und den Kanten zwischen ihnen. Wie wir in
besprochen haben, haben wir uns fiir die Steigungen {45°, 90°, 135°} = {\, 1, '} ent-
schieden. Die Grofle kann beliebig gewéhlt werden und gibt die Grofle fiir alle Facetten
VOr.

Im i-ten Schritt wéhlen wir den néchsten zu zeichnenden Knoten nach der Stacking
Order sowie die beiden Kanten, welche ihn mit der im vorherigen Schritt erhaltenen
Zeichnung verbindet. Damit wir den Kanten die korrekte Steigung zuweisen, wahlen wir
die Steigungen so, dass ein Knoten der geteilten Kante in beiden Facetten unterschiedli-
che Steigungen verwendet. Nach [Beobachtung 3.4] besitzen in zwei benachbarten Facet-
ten Kanten mit derselben Steigung, dieselbe Lénge. Durch Zeichnen der beiden Kanten
erhalten wir die Position fiir den neuen Knoten und kénnen auch diesen einzeichnen.

Diesen Schritt wiederholen wir solange, bis alle Knoten gezeichnet wurden. In
befindet sich eine Veranschaulichung der Zeichnung eines maximalen Aufen-
pfads.

Planaritatstest. Abschliefend wird noch die Planaritdt der entstandenen Zeichnung
gepriift. Da wir bereits wissen, dass es sich bei der Zeichnung um eine Aneinanderrei-
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(a) Maximaler AuBenpfad G (b) Zeichnung nach Schritt 1 (c) Zeichnung nach Schritt 2

Abb. 3.2: Veranschaulichung des Algorithmus fiir G

hung von kongruenten Dreiecken handelt, kann die Planaritdt nur verletzt werden, wenn
zwel Knoten aufeinander liegen, also sich dieselben Koordinaten teilen. Daher verwen-
den wir einen k-d-Baum, bei dessen Erstellung wir in jedem Schritt bei allen Knoten,
welche auf der Medianachse liegen, priifen, ob sie dieselben Koordinaten besitzen wie
der Medianknoten.

3.2 Korrektheit

Nach Konstruktion liefert der Algorithmus eine Zeichnung des Graphen G, welche genau
drei streng monotone Steigungen fiir die Kanten verwendet.

Die Planaritiat kann durch drei verschiedene Situationen verletzt werden: zwei Kanten
kreuzen sich, ein Knoten liegt auf einer Kante oder ein Knoten liegt auf einem anderen
Knoten. Erzeugt man nach der Wahl des ersten Dreiecks ein Gitter iiber der Zeichenfla-
che wie in[Abbildung 3.3|zu sehen, erhélt man alle moglichen Positionen der kongruenten
Dreiecke, also alle moglichen Positionen fiir Knoten und Kanten. Dadurch wird ersicht-
lich, dass die Planaritat nur gebrochen wird, wenn zwei Knoten dieselben Koordinaten
besitzen. Daher ist es hinreichend nur diesen Fall zu iiberpriifen.

Satz 3.5. Wenn ein mazimaler Auflenpfad G eine aufwdrtsplanare Zeichnung mit drei
Steigungen besitzt, liefert der angegebene Algorithmus eine solche Zeichnung.

Beweis. Da G ein maximaler Auflenpfad ist, wissen wir aus [Beobachtung 3.3] dass jede
Facette einer aufwértsplanaren Zeichnung ein Dreieck darstellt, wenn sie nur drei Stei-
gungen verwendet. Da sich jedes Dreieck eine Kante mit einem benachbarten Dreieck
teilt und somit eine Kante und die zu verwendenden Steigungen vorgegeben werden,
miissen alle Facetten sogar kongruente Dreiecke bilden. Dadurch ist unsere Zeichnung
bis auf Spiegelung an der vertikalen Achse eindeutig. Da unser Algorithmus eine Zeich-
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£

(a) Gittermuster fiir die Steigungen 45°, (b) Gittermuster fiur die Steigungen 26,57°,
90° und 135° 59,04° und 116,57°

Abb. 3.3: Dreiecksgitter fiir Positionen der Knoten auf der Zeichenflache

nung mit drei streng monotonen Steigungen liefert, liefert er somit eine aufwértsplanare
Zeichnung mit drei Steigungen, sofern diese existiert. O

3.3 Laufzeit

Satz 3.6. Der in [Abschnitt 3.1 angegebene Algorithmus hat eine Gesamtlaufzeit von
O(nlog?n).

Beweis. Die Laufzeit setzt sich aus den drei Abschnitten Vorverarbeitung, Zeichnung
sowie Planaritdtstest zusammen.

Vorverarbeitung. Zum Erstellen der Stacking Order eines gegebenen Graphens G =
(V, E) greifen wir auf einen Rot-Schwarz-Baum zuriick, der neben dem Knoten v, auch
den Knotengrad ¢ und alle Knoten z1,..., 2, welche mit v verbunden sind, in seinen
Eintréage speichert. Bei der Erstellung des Baums durchlaufen wir £ einmal komplett
und fiihren fiir jede Kante e € E zwei Suchoperationen und fiir jeden Knoten v € V eine
Insert-Operation aus. Damit erhalten wir hier bereits eine Laufzeit von O(nlogn). An-
schliefend durchlaufen wir den Baum solange, bis wir auf einen Eintrag mit Knotengrad
g = 2 stoflen und wéhlen diesen als Startknoten v;. Damit fithren wir nun
aus. Bei diesem Pseudocode haben wir alle Arrays mit 1 indiziert. Fiir die Suchopera-
tionen bendtigen wir wieder jeweils O(logn) Laufzeit. Da die Knotengrade auf g = 6
beschrénkt sind, durchlaufen wir die Schleifen in den Zeilen 10 und 11 sowie 17 und
18 im schlechtesten Fall je 36 mal, wobei die if-Abfrage nur genau einmal wahr wird,
weshalb trotzdem maximal eine Suchoperation ausgefithrt wird. Die duflere For-Schleife
besitzt n — 3 Durchldufe und fithrt somit im schlechtesten Fall zwei Suchoperationen
pro Durchlauf aus, wodurch sich hier eine Laufzeit von O(nlogn) ergibt. Fiihrt man
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Algorithmus 1: erzeugeStackingOrder

Eingabe: Rot-Schwarz-Baum 7', Léinge n, Startknoten v
Ausgabe: Stacking Order O von V

1 tg = search(T,vy)

2 O[l] = U1

3 O[2] = to[3]

4 O3] = tp[4]

5 to = search(T, O[2])

6 t1 =tp

7 th =1o

8 changed = falsch

9 for i <+ 4 ton do

10 t1 =1o

11 to = search(T,O[i — 1])

12 for j < 3 to ty[2] + 2 do

13 for k < 3 to t1]2] + 2 do
14 if to[j] == tl[k‘] then
15 Oli] = tolj]

16 ty, = search(T, tolj])
17 changed = wahr

18 if changed == falsch then

19 for j < 3 to #y[2] + 2 do

20 for k + 3 to t,[2] + 2 do
21 if to[j] == tp[k] then
2 L | Ol = tolj]

23 changed = falsch

24 return O

dies nun mit der Laufzeit zur Erstellung des Rot-Schwarz-Baumes zusammen, bleibt die
Laufzeit zur Erstellung der Stacking Order bei O(nlogn).

Zeichnung. Nach [Beobachtung 3.1] besitzt jeder maximale Auflenpfad 2n — 3 Kanten.
Das Zeichnen der Knoten und Kanten ist in konstanter Zeit moglich. Damit erhalten wir
hier eine Laufzeit von O(n).

Planaritatstest. Fiir das Erstellen des k-d-Baums benétigen wir O(nlogn) Zeit. Da
wir in jedem Schritt noch die Koordinaten der Knoten auf der Medianachse mit denen
des Medianknotens abgleichen, erhalten wir zustzlich noch eine Laufzeit von O(logn),
da im schlechtesten Fall die Hélfte aller Knoten des Schnitts auf der Achse liegen. Daher
benétigen wir fiir diesen Teil eine Laufzeit von O(nlog?n).
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Damit ergibt sich die Gesamtlaufzeit von O(nlog®n). O

Da wir mit dem angegebenen Algorithmus zuerst eine Zeichnung mit drei streng mo-
notonen Steigung erhalten und anschlielend iiberpriifen, ob diese aufwartsplanar ist,
koénnen wir folgendes Korollar ableiten.

Korollar 3.7. Das Entscheidungsproblem, ob ein maximaler AufSenpfad eine aufwdrts-
planare Zeichnung mit drei Steigungen besitzt, kann in Polynomialzeit entschieden wer-
den.

Dariiber hinaus ist die Zeichnung bis auf Spiegelung an der vertikalen Achse eindeutig,
weshalb unsere Behauptung auch im Szenario einer variablen Einbettung hilt und wir
kénnen folgendes Korollar ableiten.

Korollar 3.8. Das Entscheidungsproblem, ob ein maximaler Auflenpfad eine aufwdrts-
planare Zeichnung mit drei Steigungen besitzt, kann im Szenario einer variablen Einbet-
tung in Polynomialzeit entschieden werden.

3.4 Maximale auBBenplanare Graphen

Nachdem wir einen geeigneten Algorithmus fiir maximale Auflenpfade présentiert haben,
werden wir nun noch skizzieren, dass man diesen Algorithmus durch eine Anpassung auch
bei maximalen auflenplanaren Graphen verwenden kann.

Im Gegensatz zu AuBenpfaden kénnen wir bei aulenplanaren Graphen keine Stacking
Order mehr festlegen, da im Allgemeinen Facetten mehr als zwei benachbarte Facetten
haben kénnen. Da allerdings auch maximale auflenplanare Graphen bei n Knoten ge-
nau 2n — 3 Kanten haben und jede Facette einer aulenplanaren Zeichnung ein Dreieck
bildet, zerlegen wir den Graph zuerst so, dass wir maximale Auflenpfade erhalten. Nun
wenden wir fiir jeden dieser Teilgraphen den zuvor vorgestellten Algorithmus an, mit der
Finschrénkung, dass wir nach dem ersten Durchlauf, Form und Gréfle des Dreiecks fiir
alle anderen Teilgraphen vorgeben. Die entstehenden Zeichnungen setzen wir anschlie-
Bend wieder zu einer Zeichnung zusammen und iiberpriifen abschlieBend noch, ob keine
Knoten aufeinander liegen.

Korollar 3.9. Das Entscheidungsproblem, ob ein maximaler auflenplanarer Graph eine
aufwdrtsplanare Zeichnung mit drei Steigungen besitzt, ist in Polynomialzeit entscheid-
bar.
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4 Allgemeine AuBBenpfade

Wenn wir uns nun von der Unterklasse der maximalen Auflenpfade 16sen und allgemeine
Auflenpfade betrachten, konnen wir den gerade vorgestellten Algorithmus nicht verwen-
den. Wie bereits besprochen sind Auflenpfade eine Unterklasse der auflenplanaren Gra-
phen und wir wissen dank Klawitter und Zink bereits, dass das Entscheidungsproblem,
ob zu einem gegebenen auBenplanaren Graphen eine aufwértsplanare Zeichnung mit
drei Steigungen existiert, NP-schwer ist. In diesem Abschnitt werden wir eine Vorschrift
présentieren, welche aus der von ihnen verwendeten und in zusamienge-
fassten Konstruktion einen Auflenpfad erzeugt, der die gleichen relevanten Eigenschaften
wir das Original besitzt. Damit konnen wir die NP-Schwere-Reduktion fiir aulenplanare
Graphen auch auf Auflenpfade tibertragen.

4.1 Anpassung des NP-Schwere-Beweises

Wir verfolgen die Idee, den Rand des aulenplanaren Graphen mit einem Auflenpfad
nachzubauen. Dafiir verwenden wir Einheitsquadrate G, welche dieselbe Form wie ein
G aus der urspriinglichen Konstruktion besitzen. Wir werden jedoch in unserer Kon-
struktion mehr Einheitsquadrate benétigen und somit ein Verhéltnis von 1 : 16 der
Seitenléinge erhalten, wenn man beide Konstruktionen {ibereinander legt. Wir bezeich-
nen die Seitenlinge der Einheitsquadrate G als Einheitslinge 1. Im Folgenden werden

wir eine Vorschrift priasentieren, wie wir die in dargestellten Bausteine
nachbauen, und eine Verfeinerung an den Variabel-Gadgets aus vorneh-

men.

Zuerst betrachten wir die Schieberegler G,. Diese Elemente bestehen urspriinglich
aus vier Einheitsquadraten G, zwei Dreiecken und einem Verbindungsstiick, wobei der
Aufbau links und rechts (bzw. oberhalb und unterhalb) des Verbindungsstiicks analog
ist. In [Abbildung 4.1a] sind die entsprechenden Einheitsquadrate G gelb und orange,
die Dreiecke griin und das Verbindungsstiick blau eigefarbt. Da die Dreiecke nur dazu
dienen, an einem Schieberegler die Form fiir das Verbindungsstiick vorzugeben, indem
an zwei Knoten der maximale Knotengrad erreicht wird, werden wir die Anpassung
daran einfach als Teil des Schiebereglers betrachten. Auflerdem werden wir die beiden
aneinanderhéngenden Einheitsquadrate als ein grofieres Element verwenden. Das blaue
Verbindungsstiick ersetzen wir durch zwei Verbindungsstiicke, welche mittig mit dem
minimalen Abstand von vier Einheitsldngen plaziert werden. Diesen Abstand bendtigen
wir, da an jeder Kante ein kleines Dreieck angebracht werden muss, damit die waagrech-
ten (bzw. senkrechten) Kanten mit jeweils einem Knoten vom Ausgangsgrad 3 verbunden
sind, wodurch sie zwingend diese Steigungen verwenden miissen. Damit beide Verbin-
dungsstiicke bis auf einen Versatz von 2¢ mit € < 1 synchron sind, werden die beiden
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(a) Schieberegler G (b) Angepasster Schieberegler G,

Abb. 4.1: Anpassungen an Schiebereglern und Dreiecken

FEinheitsquadrate auf jeder Seite zu einem Schloss umgeformt, welches verhindert, dass
ein Verbindungsstiick auf der entsprechenden Seite weiter als € ein- oder ausgefahren wer-
den kann. Dadurch ergibt sich der angegebene Versatz von 2¢. Um zu verhindern, dass
ein Schieberegler um mehr als 16 Einheitsldngen ausgefahren wird und sich somit aus
dem Schloss ,aushingt”, wurden die Verbindungsstiicke mittig platziert und besitzen
somit einen Abstand von fiinf Einheitslingen nach Auflen zur Position des urspriing-
lichen Schiebereglers. Dadurch schneidet ein zu weit ausgefahrenes Verbindungsstiick
selbst mit dem maximalen Versatz von 2¢ den Teil des Schlosses, der mit dem ande-
ren Verbindungsstiick verbunden ist. Einheitsquadrate G, welche den Graph senkrecht
(bzw. waagrecht) an einem der Schldsser fortsetzen, miissen so fortgesetzt werden, dass
die Funktion des entsprechenden Schlosses unveréndert bleibt. Da die Aufgabe der griin
gefarbten Dreiecke nun in die Verbindungsstiicke verlegt wurde, werden wir diese nur
durch eine einfache Kette von sechzehn neuen Einheitsquadraten Gp ersetzen.In
befindet sich eine Veranschaulichung dieser Konstruktion mit senkrechten
oder waagrechten Fortsetzungen an allen urspriinglichen Einheitsquadraten.

Lemma 4.1. Sei e < 1. In jeder aufwdirtsplanaren Zeichnung von G,

e sind die Kanten der Verbindugsstiicke parallel,

o sind alle Kanten wie in [Abbildung 4.1Y bis auf Spiegelung an einer Diagonalen
ausgerichtet,

o sind alle vertikalen und horizontalen Kanten mit Ausnahme der Verbindungsstiicke
gleich lang, genauso wie alle diagonalen Kanten, und

o betrdgt der Langenunterschied der beiden Verbindungsticke héchstens 2¢e.

Beweis. Durch die Anpassung wird das Verbindungsstiicke eines G, durch zwei parallele
G ersetzt, wobei in unserer Veranschaulichung die Grofie der Einheitsquadrate nun
1/16 der urspriinglichen Grofle betrdagt. Fiir G, haben Klawitter und Zink die ersten
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drei Eigenschaften bereits bewiesen [KZ21]. Daher gelten diese Eigenschaften auch fiir
G

Durch die Konstruktion der Schlosser kann ein Verbindungsstiick maximal um ¢ <
1 nach links oder rechts (bzw. oben oder unten) ein- oder ausgefahren werden. Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit wird das obere Verbindungsstiick in [Abbildung 4.11)
sowohl nach links als auch nach rechts ausgefahren. Dadurch erhalten wir eine gesamte
Langendifferenz von 2¢. O

Damit besitzt G, bis auf den Versatz 2¢ zwischen den Verbindungsstiicken die gleichen
Eigenschaften wie G,.

Zusitzlich zu den groferen Anderungen an den Schiebereglern G benétigen wir noch
eine weitere besondere Anpassung. Wie in zu sehen ist, besitzen die Ein-
kerbungen im Rahmen fiir die Bolzen eine Hoéhe von zwei G und der Bolzen zum
Rahmen den minimalen Abstand. Dies wiirde bei der Auflenpfad-Konstruktion aber zu
insgesamt 16 G Spielraum nach oben und unten bzw. nach links und rechts fiihren,
wodurch sich ein Bolzen in einer falschen Kerbe verhaken kénnte. Daher Verkleinern
wir die Einkerbungen auf eine Hohe von 17 G und Verlingern den Bolzen soweit, dass
er auch nach unserer Konstruktion minimalen Abstand zum Rahmen besitzt. In [ABbil]
befindet sich eine Darstellung dieser Konstruktion, wobei Abschnitte, welche
nicht von dieser Anpassung betroffen sind, mit der Konstruktion nach Klawitter und
Zink gezeichnet wurden.

Fiir alle iibrigen Teilgraphen setzen wir zuerst ein Einheitsquadrat G in die Ecke
jedes urspriinglichen Quadrats und verbinden anschlieend zwei Einheitsquadrate, wenn
ihre zugehorige Kante der urspriinglichen Zeichnung an der Auflenfacette liegt. Die Ein-
heitsquadrate in den Ecken benétigen wir, damit der Auflenpfad nicht unterbrochen
wird, wenn ein G sowohl eine vertikale als auch eine horizontale Fortsetzung besitzt.

In sind zwei Beispiele hierfiir skizziert.

Wie in zu sehen ist, haben wir in der bisherigen Konstruktion noch
Probleme an den Ecken, wenn ein G eine senkrechte Fortsetzung an der unteren und

der rechten oder analog an der oberen und der linken Kante hat. Daher entfernen wir
noch die entsprechenden Knoten und zugehorigen Kanten an diesen Stellen.

Durch diese Konstruktion erhalten wir bisher einen Kreis. Diesen 6ffnen wir an einer
Stelle im Rahmen, indem wir ein Go aus dem Rahmen wihlen und die drei Kanten
entfernen, welche die beiden angrenzenden Einheitsquadrate Gp miteinander verbinden.
Dadurch erhalten wir nun einen Auflenpfad.

Satz 4.2. Das Entscheidungsproblem, ob ein aufwdrtsgerichteter Aufenpfad eine auf-
wartsplanare Zeichnung mit drei Steigungen besitzt, ist NP-schwer.

Beweis. Um die NP-Schwere zu beweisen, verweisen wir an dieser Stelle auf den Beweis
von Klawitter und Zink in [KZ21]. Im Folgenden werden wir die kritischen Stellen davon
betrachten und zeigen, dass die Behauptung auch mit unserer Konstruktion halt.

Wir haben zwei kritische Stellen im Beweis identifiziert. Zum einen liefert die ur-
spriingliche Konstruktion nur eine aufwéartsplanare Zeichnung mit drei Steigungen eines
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(a) Ausschnitt eines Variabel-Gadgets nach (b) Einkerbungen fiir den Bolzen wurden ver-
Klawitter und Zink kleinert und der Bolzen verlédngert, alle an-
deren Teile wurden vereinfacht dargestellt

Abb. 4.2: Anpassungen an Rahmen und Bolzen

auflenplanaren Graphen, zum anderen haben wir einen zusétzlichen vertikalen und ho-
rizontalen Versatz von 2¢ mit € < 1, wodurch die Argumentation fiir die Konfiguration
falsch-falsch-falsch (bzw. wahr-wahr-wahr) nicht mehr halt.

Klawitter und Zink haben bereits gezeigt, dass eine Zeichnung ihre Konstruktion ent-
sprechend aufwértsplanar ist und nur drei Steigungen verwendet. Zusatzlich ist sie auch
noch auBenplanar [KZ21]. Da unsere Anpassung an dieser Konstruktion nur Teile der
urspriinglichen Konstruktion mit 1/16 der urspriinglichen Gréfie verwendet, bleibt eine
entsprechende Zeichnung davon aufwértsplanar und verwendet nur drei Steigungen. Da
alle Facetten bis auf die beiden Facetten an der Offnung, so konstruiert wurden, dass
an jede Facette genau zwei weitere Facetten angrenzen, erhalten wir fiir den schwachen
Dualgraphen einer solchen Zeichnung einen Pfad. Betrachtet man auflerdem den Graph,
den man vor der Offnung des Kreises erhilt, so liegt jede Facette, welche nicht mit der
AuBenfacette benachbart ist, an einer groen Innenfacette. Durch die Offnung allerdings
wird diese Innenfacette ein Teil der Auflenfacette und somit grenzt jede Facette nun

an die Auflenfacette an. Damit ist der entstehende Graph auflenplanar und somit ein
AuBlenpfad.
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7l

(b) Go mit einer vertikalen und einer horizon-
(a) Go mit zwei vertikalen Fortsetzungen talen Fortsetzung

Abb. 4.3: Beispiele fiir das Ersetzen von Einheitsquadraten G

Abb. 4.4: Beispiel fiir ein Problem mit Ecken in unserer Konstruktion. Dies wird durch Entfer-
nen des roten Knotens und der roten Kanten behoben

Wie in zu sehen, miissen wir gewéhrleisten, dass bei einer falsch-

falsch-falsch-Konfiguration (bzw. wahr-wahr-wahr-Konfiguration) innerhalb eines Klausel-
Gadgets verhindert wird, dass der Graph ohne Uberscheidung gezeichnet werden kann.
Im urspriinglichen Beweis haben Klawitter und Zink argumentiert, dass eine Differenz
von drei mal der Lénge eines G nétig ist, damit die horizontale Leiste trotz dieser
Konfiguration gezeichnet werden kann, die Konstruktion aber maximal einen vertikalen
Versatz von 2 — & durch Verschiebung des Rahmens und 1 — & durch den Spielraum
eines Bolzen besitzt, wenn dieser am unteren Rand der Einkerbung platziert wird, wobei
€ > 0. Da wir die Grofle der Konstruktion nicht &ndern, benétigen wir dementsprechend
einen Versatz von 3 - 16 = 48 mal der Linge unserer Einheitsquadrate G. Der vertikale
Unterschied von 2 — £ iibertragt sich einfach und wird dementsprechend zu 32 — &, wo-
durch uns noch ein Spielraum von 16 + £ zur Verfiigung steht. Da wir allerdings durch
die Schieberegler noch einen zusétzlichen Versatz von 2¢ < 2 erhalten, miissen wir den
Spielraum der Position des Bolzens eingrenzen. Durch die Anpassung an den Kerben fiir
den Bolzen haben wir dies aber erreicht und haben hier nur noch einen Spielraum von
1 — &. Damit erfiillt unser vertikaler Versatz diese Vorgabe und die horizontale Leiste
kann bei dieser Konfiguration nicht gezeichnet werden. O
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4.2 Allgemeine AuBBenpfade bei variabler Einbettung

Bisher haben wir nur den Fall einer festen Einbettung betrachtet. Da unsere Konstruk-
tion nur aus aneinanderhingenden Graphen vom Typ Go und G, besteht, ist eine
entsprechende Zeichnung bis auf Spiegelung an der Diagonalen eindeutig. Damit hé&lt
unsere Behauptung auch im Falle einer variablen Einbettung und wir kénnen folgendes
Korollar ableiten.

Korollar 4.3. Das Entscheidungsproblem, ob eine aufwdrtsplanare Zeichnung mit drei
Steigungen zu einem aufwartsplanaren Aufenpfad existiert, ist im Fall einer variablen
Einbettung NP-schwer.
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5 Fazit

Das Ziel dieser Arbeit war es, die Komplexitiat des Erstellens von aufwértsplanaren
Zeichnungen von Aufenpfaden mit drei Steigungen zu betrachten.

Als Erstes haben wir uns mit der Teilklasse der maximalen Auflenpfade beschéaftigt.
Hierfiir haben wir einen Algorithmus entworfen, welcher fiir einen gegebenen Graphen
eine aufwértsplanare Zeichnung liefert und dabei nur drei verschiedene Steigungen ver-
wendet, sofern eine solche Zeichnung existiert. Dariiber hinaus haben wir auch eine
Erweiterung fiir unseren Algorithmus vorgestellt, wodurch wir das Ergebnis auch auf
maximale auflenplanare Graphen erweitern konnten.

Danach haben wir uns allgemeinen Auflenpfaden gewidmet. Fiir diese Graphenklasse
haben wir NP-Schwere nachgewiesen, indem wir uns auf ein Ergebnis von Klawitter und
Zink [KZ21] gestiitzt haben. Dabei haben wir auf ihrer Konstruktion basierend einen Au-
Benpfad konstruiert. AnschlieBend haben wir gezeigt, dass dieser ahnliche Eigenschaften
besitzt, und die NP-Schwere-Reduktion daher auch darauf anwendbar ist.

Unsere Arbeit ldsst aber noch einige Fragen offen. Wir haben zwar fiir drei Steigungen
bei Auflenpfaden im Allgemeinen NP-Schwere nachweisen und im Sonderfall von maxi-
malen AuBlenpfaden sogar einen Polynomialzeit-Algorithmus angeben kénnen. Allerdings
wissen wir nicht, ob diese beiden Komplexitdtsklassen auch noch bei mehr als drei Stei-
gungen gelten. Im Falle der maximalen Auflenpfade bleibt auflerdem noch zu klaren, ob
sich der angegebene Algorithmus auch auf maximale planare Graphen anwenden lisst
und welche Anpassungen dafiir notwendig wéren.
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