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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit dem Problem der Optimierung einer Flichen-
aufteilung. Dabei soll eine Gesamtfliche in mehrere verschiedene Teilflichen bestimmter
Grofle unterteilt werden. Die zu unterteilende Fléche wird als Polygon dargestellt, die ge-
wiinschten Teilflichen werden durch einen knotengewichteten Graphen gegeben. In dieser
Arbeit wird ein Verfahren entworfen, dass aus dieser Eingabe eine Flichenaufteilung des
Polygons berechnet. Dafiir wird zuerst der gegebene Graph intern trinaguliert und zu die-
sem Graphen ein um das Polygon erweiterter Dualgraph mit den Facettenschwerpunkten
der Innenfacetten als Knoten bestimmt. Der Dualgraph stellt eine Partitionierung des
Polygons dar, die dann mithilfe eines kriftebasierten Verfahrens verbessert werden soll.
Bei dem Verfahren werden nur die Knoten des urspriinglichen Graphen verschoben. Dabei
errechnen sich die Kréfte aus den Fehlern der einzelnen Teilflichen, dem Abstand zum Po-
lygon und einer Kraft zur Erhaltung der Planaritdt des Graphen. Eine Implementierung
dieses Verfahrens zeigt durch Tests mit einigen Beispielen Probleme des Verfahrens unter
Beriicksichtigung der Einschrénkungen auf. Weiter werden Moglichkeiten vorgestellt, den
Algorithmus zu verbessern und einige Einschrinkungen aufzuldsen.

Als Einstieg der Arbeit wird zunéchst in die Problemstellung niher erdrtert
und ein Finblick in den aktuellen Stand der Wissenschaft gew#hrt. Dann folgt eine ge-
naue Beschreibung der Vorgehensweise in wie das Problem geldst werden soll.
Dabei werden auch die Einschriankungen, die in dieser Arbeit fiir das Verfahren getroffen
wurden, begriindet. In wird eine Laufzeitabschitzung gegeben, in
werden Ergebnisse prasentiert. Abschliefend werden in noch Méglichkeiten
zur Auflésung dieser Einschrankungen vorgestellt und auf weitere Verbesserungen des
Algorithmus hingewiesen.
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1 Einleitung

1.1 Problemstellung

Diese Arbeit beschiftigt sich mit einem Problem des Geographic Information System
(G1S), das sich mit der Erfassung, Verarbeitung und Darstellung von rdumlichen und
geographischen Daten befasst. Konkret soll die Arbeit einen Weg aufzeigen, eine Fliche
in Teilflachen bestimmter Grofe zu unterteilen; vorher festgelegte Flachen sollen zudem
benachbart sein.
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Abb. 1.1: Beispiel fiir eine Vorgabe zu diesem Algorithmus: Die aufzuteilende Gesamtfliche als
konvexes Polygon P (rot) und ein zusammenhéngender, knotengewichteter, planarer
Graph G (blau), der die gewlinschte Aufteilung bestimmt.

Um eine Aufteilung in Teilflichen zu berechnen, wird das Problem zunichst in ein
Modell iiberfithrt. Dieses enthélt die aufzuteilende Fliche als Polygon P im zweidimen-
sionalen Raum. Ein Beispiel fiir ein solches Polygon zeigt [Abbildung 1.1} Es wird davon
ausgegangen, dass das Polygon P - also auch die aufzuteilende Flache - konvex ist, d. h.
alle Innenwinkel von P sind kleiner als 180 Grad. Das Ergebnis, die einzelnen Teilflichen,
sind am Ende Teilpolygone des Polygons P.

Die Anzahl der Gebiete, deren Anteile an der Gesamtfliche und die Nachbarschaften
werden durch einen zusammenhangenden, knotengewichteten Graphen G = (V, E) dar-
gestellt. Jeder Knoten v des gegebenen Graphen steht fiir eine gesuchte Teilfldche, das



Gewicht des Knotens gibt die anteilige Grofe dieser Teilfliche an. Die Gewichte aller
Knoten summieren sich folglich zu 100 Prozent auf.

Eine Verbindung e aus der Menge der Kanten E zwischen zwei Knoten gibt an, welche
Teilgebiete benachbart sein sollen. Ein Beispiel fiir einen Graphen, der die gewiinschten
Teilflichen mit Nachbarschaften darstellt, zeigt [Abbildung 1.1l Da der Graph zu einer
Aufteilung planar ist, wird im Folgenden davon ausgegangen, dass der gegebene Graph
G planar ist.

Im Modell ist nun das Ziel, einen Algorithmus zu entwickeln, der aus einem zusammen-
hiangenden, knotengewichteten, planaren Graphen G = (V, E) und einem Polygon P eine
Aufteilung fiir dieses Polygon berechnet, sodass die Anzahl der Teilflichen der Anzahl
der Knoten in G entspricht. Die einzelnen Gebiete sollen dabei die vorgegebene Grofe
aufweisen. Um die gewiinschte Nachbarschaftsrelation zu erfiillen, miissen zudem zwei
Teilgebiete a1 und as, die im Graphen G durch vy und v9 dargestellt werden, benachbart
sein, wenn eine Kante (v1,v2) zwischen diesen Knoten existiert.

1.2 Verwandte Arbeiten

Zu dem Problem der Optimierung einer Flichenaufteilung gibt es in der Wissenschaft
verschiedene Ansédtze. Viele dieser Ansétze arbeiten mit kombinatorischen Optimierungs-
l6sungen, wie beispielsweise Santé-Riveira et al. [SRBMCMMBOS|, die den simulierten
Glihalgorithmus (SGA) verwenden. Dieser emuliert das Verhalten eines thermodynami-
schen Systems. Bei diesem Verfahren wird die Grundfliche in I quadratische Einheiten
unterteilt und es gibt IV verschiedene Anwendungsbereiche, die auf die I Einheiten ver-
teilt werden sollen. Da Teilstiicke fiir einige Nutzungsmaoglichkeiten besser geeignet sind
als andere, wird jeder Flicheneinheit ein Eignungswert A;, zugewiesen; optional kann
zusdtzlich noch eine Gewichtung W;, festgelegt werden. Das Ziel ist eine Maximierung
des Eignungswertes fiir die Gesamtflache - unter Beriicksichtigung der Gewichtung - und
eine Maximierung der Kompaktheit, d. h. dass Fldchen mit gleicher Nutzung mdglichst
zusammenhingend sein sollen. Die Kraft des simulierten thermodynamischen Systems,
wird dabei durch eine Zielfunktion ersetzt, die maximiert werden soll. Dabei wird der
Wert der Zielfunktion des aktuellen Zustandes E,. mit dem Wert eines durch Zufall be-
rechneten Zustandes Fy verglichen. Ist der Wert E; besser als F, wird dieser Zustand als
neuer aktueller Zustand fiir die nichste Iteration gewihlt. Ist der Wert schlechter, wird
dieser Zustand geméf der Boltzmann-Wahrscheinlichkeitsverteilung als néchster aktuel-
ler Zustand gewéhlt. Der Algorithmus stoppt entweder durch Erfiillung der Abbruchbe-
dingung oder nach einer vorher festgelegten Anzahl an Iterationen. Wenn man nur die
Tauglichkeit mithilfe dieses Verfahrens optimiert, ist dieses Verfahren nach Santé-Riveira
et al. [SRBMCMMBO0S| anderen Verfahren deutlich iiberlegen, hat aber den Nachteil
einer deutlich gréferen Fragmentierung, d. h. Flichen, die den gleichen Anwendungsbe-
reich haben, sind nicht unbedingt zusammenhéingend. Eine grofe Fragmentierung fiihrt
zwangsweise zu sehr vielen kleinen Bereichen, die unterschiedliche Anwendungsbereiche
haben. Insgesamt hat dieses Verfahren eine hohe Laufzeit und hingt stark von der Ein-



gabe guter Landnutzungsgebiete ab.

Chaidee et al. [CPST17| verfolgen einen komplett anderen Ansatz. Sie umgehen das
Problem der Fragmentierung, indem sie nur zusammenhingende Teilflichen berechnen.
Als Eingabe erwartet dieses Verfahren einen Graphen und eine Grundfliche dargestellt
durch ein Polygon. Fiir den Graphen wird ein kraftgerichteter Algorithmus zum Gra-
phenzeichnen aufgerufen, um die bestmogliche Startposition fiir die Knoten in der Ebene
zu erhalten. Mit Hilfe der generierten Knotenpositionen wird daraufthin fiir den Graphen
das Laguerre-Voronoi-Diagramm berechnet, welches ein gewichtetes Voronoi-Diagramm
ist. Mit dem Polygon und dem geradlinigen Voronoi-Diagramm ist dadurch eine Fl&-
chenaufteilung des gegebenen Polygons entstanden. Nun werden Fehler und Kréfte fiir
die einzelnen Knoten des Graphen bestimmt und eine neue Iteration mit der Berechnung
des Voronoi-Diagramms gestartet.



2 Vorgehensweise

Im Folgenden soll ein weiterer Ansatz zum Losen des Fléachenaufteilungsproblems er-
arbeitet und vorgestellt werden. Dieser arbeitet im Gegensatz zu den in
vorgestellten Algorithmen nicht mit kombinatorischen Mitteln, wie Santé-Riveira et al.,
oder Voronoi-Diagrammen, wie Chaidee et al., sondern versucht iiber die Bestimmung
eines Dualgraphen iterativ eine mdoglichst geschickte Flichenaufteilung zu bestimmen.

Der folgende [Algorithmus 1] fasst die hier verwendete Vorgehensweise zusammen.

1 OptimizeSurfaceDivision(Graph G, Polygon P)
2 begin
3 | GT = triangulatelnternally(G);
4 GP = extendedDualGraph(Gt);
/* centers of inner faces as vertices of GP, corners of P and
intersections with P as vertices of outer face */
foreach face of GP do
L faceError = calculateErrorOfFace(face);

optimize: while totalError(GP)>toleratedError do

foreach vertex of G do

calculateForces(faceError);

/* calculates forces for each adjacent vertex */
10 if P.containsNot(vertex) then
11 L calculateForceToPolygon(vertex);
12 foreach vertex of GT do
13 L move();
14 foreach face of G do
15 L faceError = calculateErrorOfFace(face);

Algorithmus 1 : Optimize a Surface Division

Der dargestellte Algorithmus lisst sich in zwei grofsere Schritte unterteilen: Im ersten
Schritt wird eine Partitionierung berechnet, indem der Graph G intern trianguliert wird
und zu diesem triangulierten Graphen G ein erweiterter Dualgraph bestimmt wird.
Die Facetten des Dualgraphen GP stellen die Teilgebiete der Flichenaufteilung dar. Im
zweiten Schritt - der Optimierung - wird die Partitionierung aus dem ersten Schritt
mithilfe eines kréftebasierten Verfahrens iterativ verbessert.

Bevor ndher auf diese Schritte eingegangen wird, werden Einschrankungen dieser Im-
plementierung aufgezeigt und erkldrt. Das Verfahren ist allerdings auf planare Graphen



im Allgemeinen erweiterbar. Danach ist kurz dokumentiert, in welcher Form ein Graph
und das Polygon fiir diese Implementierung bereitgestellt werden miissen.

2.1 Einschrankungen der vorgestellten Implementierung

Um eine zuverldssige Funktion des implementierten Algorithmus zu gewéhrleisten, miis-
sen folgende Einschrinkungen beachtet werden:

Der Teilgraph des Graphen G, der nur aus den die Aufenfacette von G bestimmenden
Knoten und Kanten besteht, muss zweifach zusammenhéngend sein. Damit soll verhin-
dert werden, dass die Aufenfacette zu sich selbst benachbart ist. Ist die Aulbenfacette
nicht zweifach zusammenhingend, d. h. gibt es einen Knoten der Auflenfacette, der nur
iiber eine Kante erreichbar ist, so ist eine eindeutige Bestimmung einer orthogonalen
Geraden zu dieser Kante nicht mdoglich. Zudem miissen fiir so eine Gerade zwei Schnitt-
punkte bestimmt werden. Die Orthogonale schneidet dabei nicht immer das nur das Poly-
gon P. Es konnen zwei Schnittpunkte mit anderen orthogonalen Halbgeraden zu Kanten
der Aufenfacette auftreten. Ein Beispiel fiir einen Graphen, dessen Aufsenfacette einen
Knoten enthélt, der nur iiber eine Kante erreicht werden kann, wird in
gezeigt. Die Mittelsenkrechte zu der Kante, die durch die Einschridnkung verhindert wer-
den soll, schneidet zwei orthogonale Halbgeraden zu anderen Kanten der Aufenfacette.
Der Dualgraph stellt so keine Uberschneidungsfreie Partitionierung des Polygons dar. Im
Folgenden wird néher auf dieses Problem eingegangen.
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Abb. 2.1: Ein Graph, dessen Aufsenfacette nur einfach zusammenhéngend ist. Die orthogonale
Mittelsenkrechte zu dieser Kante schneidet zwei andere Halbgeraden zu Kanten der
Aufsenfacette.

Fiir die Aufenfacette des gegebenen Graphen gilt eine weitere Einschrinkung: Die
Koordinaten der Knoten dieser Facette miissen ein konvexes Polygon darstellen, da sich
sonst die orthogonalen Halbgeraden zu zwei benachbarten Facetten innerhalb des Polyg-
ons schneiden kénnen. skizziert anhand eines Teilgraphen und eines Teils
des Polygons beispielhaft diesen Fehler. Die doppelt straffierte Flache wird dabei beiden
Teilpolygonen zugeordnet, obwohl sie zu genau einem Teilpolygon gehéren muss. Da die
Schnittpunkte mit dem Polygon im Laufe des Algorithmus nicht verindert werden, wiir-
de diese Uberschneidung bestehen bleiben. Aufgrund dessen, dass die Schnittpunkte nur
ein einziges Mal berechnet werden, kénnen auch keine Uberschneidungen wihrend eines



Durchlaufs entstehen, obwohl die Aukenfacette so verschoben werden kann, dass sie kein
konvexes Polygon mehr abbildet.

Abb. 2.2: Ein Teilgraph, dessen Knoten der Auflenfacette kein konvexes Polygon bilden. Des-
halb entsteht ein Schnittpunkt der Halbgeraden innerhalb des Polygons. Die ausge-
graute Fliche wird beiden Teilpolygonen zugewiesen.

Bei der hier vorgesteltten Implementierung miissen zudem die Koordinaten der Knoten
des Graphen G iibergeben werden. Eine Implementierung zur Berechnung der Koordina-
ten einer planaren Darstellung des Graphen wird in diesem Algorithmus nicht umgesetzt.
Dies bringt einen Vorteil mit sich: Fiir eine Berechnung der Koordinaten miisste auf Ver-
bindungen nach Aufsen geachtet werden, falls eine Teilfliche im Polygon zu einer Fléche
auflerhalb des Polygons benachbart sein soll. Durch die Vorgabe der Koordinaten ist eine
grobe Platzierung der Teilflichen bereits vorgegeben.

2.2 Bereitstellung des Graphen und des Polygons

Der Implementierung des Algorithmus werden der Graph und das Polygon in Form von
zwei CSV-Dateien iibergeben. Die Datei, aus der ein Graph eingelesen wird, muss wie
folgt aufgebaut sein: Am Anfang der Datei kénnen Kommentare stehen; diese miissen
mit '#’ beginnen. Danach enthilt die Datei alle Knoten des Graphen mit ihrer ID, ihrem
Gewicht und ihrer X- und Y-Koordinate in folgender Form:

ID->Gewicht; X;Y

Die ID ist eine Ganzzahl, die grofer als Null sein muss. Das Gewicht kann eine Gleit-
kommazahl sein und wird in Prozent angegeben; die Gewichte aller Knoten addieren sich
folglich zu 100 auf. Um die Aufsenfacette fiir die Einbettung eindeutig zu bestimmen,
muss der erste Knoten in der Datei ein Knoten der Aukenfacette sein. Danach folgt eine
Leerzeile, die die Ubergabe der Knoten beendet.

Darauf folgen die Ajazenzlisten der einzelnen Knoten zeilenweise. Die erste Knoten-1D
in einer Zeile legt den Knoten fest, zu welcher diese Adjazenzliste gehdrt. Alle weiteren



Knoten sind Adjazenzen zu diesem Knoten. Die Adjazenzlisten enthalten zusétzlich die
Einbettung des Graphen. Sie miissen die Verbindungen von einer Kante der Auftenfacette
zur anderen Kante der Aufenfacette im Uhrzeigersinn beinhalten. Falls ein Knoten nicht
zur Auflenfacette gehort, ist es egal, bei welcher Kante die Adjazenzliste beginnt; die
Reihenfolge im Uhrzeigersinn muss allerdings eingehalten werden. Eine Adjazenzliste in
der CSV-Datei ist eine durch Semikola getrennte Abfolge von Knoten-1Ds.
zeigt eine giiltige CSV-Datei und den Graphen, der durch diese Datei projiziert werden
kann. Die Gewichte und Koordinaten der einzelnen Knoten sind aus dem Beispiel fiir eine
CSV-Datei abzulesen. Der Knoten 1 hat beispielweise ein Gewicht von 18% und liegt an
Position (3,9). Die Einbettung aus der Datei stimmt ebenfalls mit der Einbettung aus
der Zeichnung tiberein.

# Graph mit 5 Knoten
1->18;3;9

2->19;9:9 1 9
3->20:9:5
4->21;7;7
5->22:3:5 4

1:2:5

2;3:4;1
3;5:4;2 5 3
4;2:3
9;1;3

©C 0 N O AW N

- e
N = O

Abb. 2.3: Diese CSV-Datei stellt den daneben abgebildeten Graphen mit 5 Knoten dar. Die
Gewichte und Koordinaten sind in der CSV-Datei gegeben.

Das Polygon wird als CSV-Datei mit folgendem Format iibergeben: Auch hier kénnen
am Anfang der Datei Kommentare stehen, deren Zeilen mit '#’ beginnen. Die X- und Y-
Koordinaten der Eckpunkte des Polygons folgen zeilenweise durch ein Semikolon getrennt.
Diese konnen als Gleitkommazahlen bereitgestellt werden. Die Eckpunkte miissen gegen
den Uhrzeigersinn iibergeben werden und es darf in einer Zeile nicht mehr als die X- und
Y-Koordinate stehen, fiir die Eckpunkte sind also keine IDs festzulegen.

2.3 Bestimmung einer Partitionierung

Fiir das Bestimmen einer Flichenaufteilung werden zwei Teilschritte - die interne Tri-
angulierung und die Berechnung eines erweiterten Dualgraphen - durchgefiihrt. In
wird erkldrt, was mit interner Triangulierung gemeint ist und wie diese
bestimmt wird. [Abschnitt 2.3.2| definiert, was unter einem erweiterten Dualgraphen zu
verstehen ist und veranschaulicht das Verfahren zum Berechnen des erweiterten Dual-

graphen.
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2.3.1 Interne Triangulierung des Graphen

Eine interne Triangulierung stellt keine vollstindige Triangulierung eines planaren Gra-
phen dar. Bei einer internen Triangulierung werden alle Innenfacetten eines eingebetteten
Graphen G trianguliert, die Aufsenfacette bleibt so bestehen, wie sie der Implementierung
iibergeben wurde. Allen Innenfacetten werden so lange Kanten hinzugefiigt, bis es nur
noch Facetten gibt, die durch genau drei Kanten abgeschlossen sind. Im Folgenden ist
von den Knoten einer Facette die Rede; damit sind die Knoten der Kanten gemeint, die
diese Facette bestimmen. Die Anzahl der Kanten, die eine Facette umschliefsen, stimmt
dabei mit der Anzahl der Knoten zu dieser Facette {iberein.

Im implementierten Algorithmus wird das Verfahren der internen Triangulierung ver-
wendet, um die unter Umstinden bestehenden Verbindungen des Graphen nach aufen
unangeriihrt zu lassen. Es wird also sichergestellt, dass die Teilflichen, die einem Knoten
der Aufsenfacette entsprechen, zu Flichen auferhalb des Polygons benachbart sind.

Da bei der Implementierung des Algorithmus keine Koordinaten bestimmt, sondern
diese {ibergeben werden, kann der Graph nicht beliebig trianguliert werden, weil sonst
die Planaritdt von G verletzt werden kann. Deshalb wurde eine geometrische Trian-
gulierung implemetiert. Bei dieser Triangulierungsstrategie wird iiber alle Facetten des
eingebetteten Graphen G iteriert und eine Facette trianguliert, falls diese nicht die Au-
kenfacette ist und sie durch mehr als drei Knoten bestimmt ist. Um eine Facette zu
triangulieren, wird per Zufall ein Knoten v; als Startknoten gew#hlt. Von diesem Knoten
geht man zwei Kanten der Facette entlang, sodass die Facette links der Kante liegt und
erhidlt die zwei Knoten v;; und v;4o. Eine Kante (v;, v;+2) wird hinzugefiigt, falls der
Winkel zwischen den Kanten (v, v;11) und (v;4+1, vi+2) im Uhrzeigersinn kleiner als 180
Grad ist und noch keine Kante (v;,v;42) in der Kantenmenge von G existiert. Fiir den
Fall, dass keine Kante hinzugefiigt wird, dient v;4; als neuer Startknoten. Ist eine Kante
hinzugefiigt worden, erhilt man zwei neue Facetten. Die Facette, die aus den Knoten v,
Vi1 und v;4o besteht, muss nicht weiter betrachtet werden, da sie trianguliert ist. Fiir
die andere Facette ohne den Knoten v; 1 beginnt das Hinzufligen einer Kante von Neuem
mit der zufélligen Auswahl eines Knotens, wenn diese noch nicht vollstéindig trianguliert
ist. Sobald jede Innenfacette trianguliert wurde, erhélt man einen (geometrisch) intern
triangulierten Graphen G™. In [Abbildung 2.4] ist ein geometrisch intern triangulierter
Graph G zu dem Graphen aus [Abschnitt 1.1| dargestellt. Die blauen Kanten sind die
Kanten des Graphen G; die griinen Kanten sind im Zuge der Triangulierung hinzugefiigt
worden.

2.3.2 Bestimmung des erweiterten Dualgraphen zu G*

Der Dualgraph eines planaren Graphen G hat zu jeder Facette in G einen Knoten. Zwei
Knoten des Dualgraphen G sind adjazent, wenn die Facetten, die durch die Knoten in
GP reprisentiert werden, benachbart sind, d. h. diese Facetten eine gemeinsame Kante
besitzen. Bei einem erweiterten Dualgraphen zu einem Graphen G wird der Knoten, der
die Aufenfacette des urspriinglichen Graphen G darstellt durch mehrere Knoten ersetzt.

Fiir den Algorithmus wird der Dualgraph zum intern triangulierten Graphen G+ aus
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Abb. 2.4: Geometrisch intern triangulierter Graph GT (blau und griin) mit 9 Knoten. Die
griinen Kanten sind durch die Triangulierung hinzugefiigt worden.

[Abschnitt 2.3.1] durch das Polygon P erweitert. Die Knoten des Dualgraphen, die den
Innenfacetten des Graphen G entsprechen, sind von der Erweiterung nicht betroffen. Fiir
diese Knoten wird festgelegt, dass sie auf dem Schwerpunkt der Facette liegen, zu welcher
der Knoten gehort. Der Knoten, der die AuRenfacette von G reprisentiert, wird durch
die Eckpunkte des Polygons und Schnittpunkte mit dem Polygon ersetzt.
veranschaulicht die folgende Erklirung zur Ermittlung eines Schnittpunktes mit dem
Polygon. Einen Schnittpunkt mit dem Polygon erhilt man, indem eine zur Auflenfacette
von G benachbarte Facette f,, und deren Schwerpunkt ¢, bestimmt wird. Nun wird die
orthogonale Gerade durch den Punkt ¢, zu der Kante, die f,, und die Aufenfacette von
G gemeinsam haben, ermittelt. Aufgrund der Konvexitiit des Polygons schneidet die
Gerade das Polygon in zwei Punkten. Als neuer Knoten v;, wird nur der Schnittpunkt,
der ausgehend von v, in gleicher Richtung liegt, wie der Schnittpunkt mit der Kante der
Aukenfacette, dem Dualgraphen G hinzugefiigt.

Abb. 2.5: Bestimmung eines Schnittpunkts der orthogonalen Halbgeraden ausgehend von
Schwerpunkt einer Facette des Graphen G (blau) mit dem Polygon P (rot). Der
Winkel « ist dabei 90 Grad.

Fiir alle Knoten, die Schwerpunkte einer Facette von G sind, gilt: Eine Kante in G

wird fiir zwei Knoten hinzugefiigt, falls die jeweiligen Facetten in G benachbart sind.
Fiir die Knoten auf dem Polygon gilt, dass zwischen zwei Knoten eine Kante hinzugefiigt
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wird, wenn sie beim Ablaufen des Polygons in eine Richtung aufeinander folgen. Einer
Facette des Graphen G, Alle Knoten, die eine Facette von G reprisentieren, die zu der
Auenfacette von G benachbart sind, haben eine weitere Kante. Diese Kante verliuft
von dem Schwerpunkt der Facette ¢, zu dem Schnittpunkt v;, mit dem Polygon, der zu
diesem Schwerpunkt berechnet wurde.

zeigt fiir das Beispiel aus den intern triangulierten Gra-
phen G (blau und griin) und den um das Polygon P (rot) erweiterten Dualgraphen G
(schwarz). Hier erkennt man auch, dass der Dualgraph eine erste Flichenaufteilung des
Polygons P darstellt. Die Facetten des Dualgraphen stellen dabei die Teilflichen einer
Partitionierung dar.

Abb. 2.6: Intern triangulierter Graph GT (blau und griin) mit 9 Knoten und der um das Polygon
P (rot) erweiterte Dualgraph (schwarz).

Diese Partitionierung erfiillt die Kriterien der Anzahl an Teilflichen und deren Nach-
barschaften. Beides wird durch die Dualitit der Graphen G und eines kontrahierten
Graphen GkD zu GP bewiesen. Eine Kontraktion aller Knoten von G, die die Aufenfa-
cette von G reprisentieren, also aller Knoten, die auf dem Polygon liegen, liefert den
eigentlichen Dualgraphen G¥ zu GT. Der Dualgraph zu G¥ ist wieder G, d. h. dass die
Anzahl der Facetten in GE der Anzahl der Knoten in GT entspricht und die Facetten
des Dualgraphen GP die gewiinschten Nachbarschaften aufweisen.

Der erweiterte Dualgraph G hat eine Facette mehr als G, niimlich seine Aukenfacet-
te. Dies stellt aber kein Problem dar, weil die Auffenfacette keine Teilflache im Polygon
reprisentiert und komplett aufserhalb des Polygons liegt.
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2.4 Optimierung der Partitionierung

Das Ziel des Optimierungsschritts besteht darin, die in bestimmte erste
Partitionierung zu verbessern, sodass die Teilflichen unter Beachtung einer Fehlertoleranz
die gewiinschte Grofe aufweisen. Hierfiir wird ein kréifte-basiertes Verfahren aus dem
Bereich der Visualisierung von Graphen verwendet.

Bei diesem Algorithmus werden nur die Knoten des triangulierten Graphen G iterativ
durch das kriftebasierte Verfahren verschoben. Ein Knoten des Dualgraphen, der durch
den Schwerpunkt einer Facette von G bestimmt ist, wird indirekt verschoben, weil sich
die Koordinaten des Schwerpunkts dndern. Die fiir das kréftebasierte Verschieben eines
Knotens bendtigte Kraft setzt sich aus drei Teilkrdften zusammen. Die Summe dieser
Teilkréfte ist die resultierende Kraft fiir diesen Knoten in einem Iterationsschritt. Eine
Teilkraft errechnet sich aus dem Fehler der Teilflichen, die zweite Teilkraft wird durch die
Position des Knotens zum Polygon bestimmt und die letzte Teilkraft erhélt die Planaritét
von G*. Zunichst wird in [Abschnitt 2.4.1| auf die Berechnung des Fehlers einer Teilfliche
eingegangen und anschliefsend die einzelnen Teilkraftberechnungen in [Abschnitt 2.4.2]

Abschnitt 2.4.3 und [Abschnitt 2.4.4l fiir einen Knoten beschrieben.

2.4.1 Berechnung des Fehlers einer Teilflache

Der Fehler e, der Teilfliche zum Knoten v wird im Folgenden als ,Fehler eines Knotens“
bezeichnet, weil jede Teilfliche durch genau einen Knoten in G reprisentiert wird. Der
Fehler eines Knotens wird in jedem Iterationsschritt durch die Differenz des Soll-Anteils
t, und des momentanen Ist-Anteils a, berechnet. Es gilt also:

€y =ty — Qy.

Ist die Teilfliche zum Knoten v zu klein, ergibt sich folglich ein positiver Fehler, ist
die Teilflache zu grof entsprechend ein negativer Fehler. Aus dem Fehler jeder einzelnen
Teilflache kann ein Gesamtfehler e fiir die komplette Flachenaufteilung berechnet werden.
Der Gesamtfehler ist die Summe der Betrége der Fehler der einzelnen Teilflichen:

e= Z ey
veV

Wiirde man auf die Bildung des Betrages verzichten, wire die Summe der Fehler gleich
null, was suggerieren wiirde, dass die Flachenaufteilung insgesamt keinen Fehler hat, also
richtig ist, obwohl die einzelnen Teilflichen noch eine falsche Gréfe aufweisen. Deshalb
miissen hier die Betrige der Fehler summiert werden.

2.4.2 Kraft aus dem Fehler fiir einen Knoten

Aus dem Fehler einer Teilfliche zum Knoten w werden Krifte fiir alle adjazenten Knoten
von w bestimmt. Der Knoten w soll dabei auf den adjazenten Knoten v eine abstokende
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Kraft ausiiben, wenn die Teilfliche zum Knoten w zu klein ist. Es wird dabei unterschie-
den, ob die Kraft einen Knoten anzieht oder abstoit; eine anziehende Kraft wird halbiert.
Die Kraft auf einen adjazenten Knoten v kann also folgendermafien errechnet werden:

wh ey
PR gt

Hierbei stellt w¢ den Vektor von v nach w im Zweidimensionalen dar; deg(w) gibt den
Grad des Knotens w an. Der Parameter « ist ein globaler Faktor zwischen 0 und 1, damit
die Kréfte innerhalb eines Iterationsschrittes nicht zu grofs werden. Fiir einen Knoten v
ergibt sich daraus folgende Kraft in Abhéngigkeit zu allen adjazenten Knoten:

Fv(adj<v)) = Z Fv(w>'
(w)eE

2.4.3 Kraft fiir einen Knoten auBerhalb des Polygons

Eine weitere Kraft, die auf den Knoten v wirkt, wird durch die Position des Knotens
v zum Polygon P bestimmt. Diese Kraft ist notig, damit die Knoten von Gt nahe am
Polygon gehalten werden, sodass die Schwerpunkte der Facetten, also die Knoten des
Dualgraphen, das Polygon P nicht verlassen. Diese Kraft wirkt nur auf den Knoten v,
wenn dieser nicht mehr innerhalb des Polygons liegt. Es gibt mehrere Méglichkeiten die
Richtung dieser Kraft zu bestimmen. Eine erste Moglichkeit ist eine Kraft, die senkrecht
zu einer nahegelegenen Polygonkante in Richtung des Polygons wirkt. [Abbildung 2.7 zeigt
allerdings einen Fall, bei dem diese Berechnung nicht zum Ziel fiihrt. Egal, welche der
beiden Polygonkanten ausgewéhlt wrd, um eine Kraft orthononal zu dieser Polygonkante
zu berechnen, wird v nicht anhand eines ins Polygon gerichteten Vektors verschoben.

Abb. 2.7: Krifte (blau) die orthogonal zu den Polygonkanten (rot) wirken; diese sind zum
Polygon, aber nicht in das Polygon gerichtet.

Deshalb wurde eine andere Richtungsmoglichkeit gewdhlt. Bei dieser wird der Knoten
v zum Schwerpunkt ¢ des Polygons P verschoben. Die Stirke der Kraft ist dabei abhingig
von der euklidischen Distanz des Knotens v zu dem Schnittpunkt s der Strecke (v, ¢) mit
dem Polygon P. Die euklidische Distanz zwischen den Punkten v und s wird mit d(v, s)
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abgekiirzt. Damit errechnet sich die Kraft fiir einen Knoten, der aufserhalb des Polygons
liegt, durch folgenden Term:

vt

F,(P) = 2R d(v,s) - a.

Dabei stellt vé den Vektor von Knoten v zum Schwerpunkt ¢ des Polygons dar. Der Faktor
« ist hier derselbe globale Faktor zwischen 0 und 1 wie oben. Weil diese Berechnung
zur Folge hat, dass ein Knoten hdéchstens bis zu einer Polygonkante geschoben wird,
multipliziert sich noch ein Faktor auf. In der Implementierung wurde dieser Faktor auf
0,05 gesetzt Fiir einen Knoten, der innerhalb des Polygons P liegt, wird die euklidische
Distanz auf 0 gesetzt. Damit ist die Kraft fiir einen Knoten, der im Polygon liegt, gleich
null.

2.4.4 Kraft zum Erhalt der Planaritit fiir einen Knoten

Um die Planaritiit von GT zu erhalten, wird eine abstofende Kraft zwischen einem Kno-
ten v und einer Kante (a, b) berechnet. Die Berechnung dieser Kraft stammt aus [?| von F.
Bertault., in dem ein Algorithmus entwickelt wird, der Graphen schén zeichnet, d. h. falls
der zu zeichnende Graph eine Symmetrie besitzt, wird diese in der Zeichnung dargestellt
und die Kantenldngen werden, soweit méglich, angeglichen. Fiir diesen Algorithmus wird
ebenfalls ein kriftebasiertes Verfahren verwendet. Fiir den Erhalt der Planaritdt wird
in dem hier vorgestellten Algorithmus aus |?| nur die abstofsende Kraft zwischen einem
Knoten und einer Kante genutzt. Die Kraft ist null, solange der Abstand zwischen dem
Knoten und der Kante grofer als eine vorher festgelegte Konstante v ist. Der Abstand
des Knotens und der Kante wird bestimmt durch den Abstand der Punkte v und i,, dem
Schnittpunkt der Orthogonalen zu der Kante (a,b) durch den Knoten v mit der Strecke
(a,b). Liegt der Schnittpunkt nicht auf der Strecke (a,b), so ist die abstofende Kraft
ebenfalls null. Andernfalls berechnet sich die Kraft durch folgenden Term:

(v — d(v,iv))? . _ ,
Fv((aab)) = _W . (x(%) N .13(1})) o € (a’ b) A d(”)%) <7

0 sonst

In der Implementierung wurde v auf den Wert 0,5 festgelegt.

2.4.5 Gesamtkraft fiir einen Knoten

Fiir einen Knoten v errechnet sich demnach die Gesamtkraft durch die Summe seiner
Teilkrafte:
F, = Fy(adj(v)) + F,(P) + Fy,((a,b)).

In jedem Iterationschritt werden die Krifte fiir die einzelnen Knoten von G neu
berechnet und die Knoten anhand ihrer resultierenden Kréifte F, verschoben. Fiir den
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Faktor o wurde in der Implementierung fiir die Berechnung der Kréfte aus den Fehlern
und der Kréfte fiir Knoten aufserhalb des Polygons der Wert o« = 0, 1 gesetzt.
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3 Laufzeitabschatzung

In diesem Kapitel wird auf die Laufzeit des implementierten Algorithmus mithilfe der
O-Notation abgeschitzt. Die Laufzeit wird in Abhingigkeit zur Anzahl der Knoten im
gegebenen Graphen G = (V| E) angegeben; es gilt n = |V]. In der Teilabschitzung zur
Berechnung eines Dualgraphen tritt zusétzlich die Variable k auf, die als Anzahl der
Eckpunkte des Polygons definiert ist.

In wird die Triangulierung und die Berechnung des erweiterten Dualgra-
phen betrachtet. Dieser Schritt wird fiir einen vorgegebenen Graphen G und ein Polygon
P nur einmal durchgefiihrt. Danach wird die Laufzeit eines Iterationsschritts der Opti-

mierung in [Abschnitt 3.2| untersucht.

3.1 Laufzeit des Partitionierungsschrittes

Das geometrische Triangulieren benutzt eine Methode, um eine Facette des gegebenen
Graphen zu triangulieren. Fiir die Triangulation einer Facette wird bei dieser Implemen-
tierung O(n?) Zeit bendtigt, da, um eine Kante zu finden, die hinzugefiigt werden darf,
im Worst Case alle Knoten der Facette, also hochstens alle n Knoten, besucht werden
miissen. Das Triangulieren der verbleibenden Facette dauert dann noch O(n — 1) Zeit,
was mit O(n) abzuschétzen ist. Damit ergibt sich fiir die Triangulation einer Facette eine
Worst Case Laufzeit von O(n?). Das geometrische Triangulieren ruft die Methode zum
Triangulieren einer Facette fiir jede Facette des gegebenen Graphen auf. Die Anzahl der
Facetten in einem planaren Graphen ist héchstens 2n—4, weshalb die Aufrufe der Metho-
de zum Triangulieren durch n abgeschitzt werden kénnen. Die Laufzeit der kompletten
Triangulation eines gegebenen Graphen ist allerdings kleiner O(n?), weil mit steigender
Anzahl der Facetten die Laufzeit zum Triangulieren einer Facette bei gleichbleibender
Anzahl an Knoten sinkt. Die Laufzeit fiir das Triangulieren wird deshalb mit O(n?logn)
abgeschétzt.

Die Laufzeit fiir die Berechnung des erweiterten Dualgraphen kann mit O(n?) abge-
schitzt werden, weil die Bestimmung der Knoten in O(n - k) Zeit moglich ist und das
Hinzufiigen der Kanten des Dualgraphen O(n?) Zeit kostet. Dies ist darauf zuriickzufiih-
ren, dass zu jeder Facette des urspriinglichen Graphen alle Nachbarfacetten bestimmt
werden.

Eine Verlinkung der Facetten des Dualgraphen mit den Knoten des Graphen ist fiir die
Fehlerbestimmung notig. Die Methode, die diese Verlinkung herstellt, benotigt bei der
umgesetzten Implementierung des Algorithmus eine Laufzeit von O(n*). Eine Aufgabe
fiir die Zukunft wére eine Verbesserung dieser Methode, sodass diese nicht langsamer als
die restlichen Schritte der Partitionierung ist.
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Insgesamt folgt eine Laufzeit von O(n?) fiir die Berechnung einer Partitionierung; mit
einer schnelleren Methode zur Verlinkung der Facetten des Dualgraphen mit den Knoten
im Graphen kdnnte man eine Laufzeit von O(n?logn) erreichen.

3.2 Laufzeit der Optimierung

Bei der Optimierung werden die Schritte der Fehlerberechnung, der Krifteberechnung
und des Verschiebens (7) Iterationsschritte oft ausgefithrt. Fiir das Berechnen des Fehlers
einer Teilfliche wird O(1) Zeit abgeschétzt. Da dies fiir jede Teilfldche durchgefiihrt wird,
ergibt sich eine Laufzeit von O(n) fiir die Berechnung der einzelnen Fehler. Damit folgt
auch, dass der Gesamtfehler in O(n) Zeit berechnet werden kann.

Aus den einzelnen Fehlern wird eine Teilkraft fiir jeden Knoten berechnet, wofiir O(n)
Zeit benotigt wird, weil fiir einen Knoten eine Kraft fiir alle adjazenten Knoten berechnet
wird. Damit wird jede Kante des Graphen zweimal betrachtet, einmal fiir jede Richtung.
Die Anzahl der Kanten in einem maximalen planaren Graphen ist 3n — 6, weshalb die
Laufzeit fiir die Berechnung dieser Kraft mit O(n) abgeschitzt werden kann.

Fir die Berechnung der Kraft, die von der Position des Knotens v zum Polygon ab-
hingt, kann fiir einen Knoten O(1) Zeit veranschlagt werden. Im Worst Case liegt jeder
Knoten aufserhalb des Polygons, was zu einer Laufzeit von O(n) fiihrt.

Die Laufzeit fiir die Berechnung der Kraft zum Erhalt der Planaritit kann mit O(n?)
abgeschitzt werden, da fiir jeden Knoten die abstofsende Kraft zu jeder Kante berechnet
werden muss.

Das Verschieben eines Knotens beansprucht O(n) Zeit, da jeder Knoten des Graphen
verschoben werden muss. Zusitzlich miissen auch die Knoten im Dualgraphen, die ei-
ne Innenfacette von G darstellen, angepasst werden. Die Anzahl der zu verschiebenden
Knoten im Dualgraphen liegt bei hochstens 2n — 3. Damit folgt eine Laufzeit von O(n).
Der Optimierungsschritt bendtigt demnach insgesamt O(n?) Zeit pro Iterationsschritt.
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4 Resultate

In diesem Abschnitt werden einige Testergebnisse dieser Implementierung gezeigt und dis-
kutiert. Der vorgestellte Algorithmus liefert eine Flichenaufteilung, in der die gewiinsch-
ten Nachbarschaftsbeziehungen erfiillt sind. Allerdings kénnen aufgrund der Einschran-
kung, dass die Schnittpunkte mit dem Polygon im Optimierungsschritt nicht veréindert
werden, die geforderten Groken der Teilflachen nicht immer erreicht werden. Sollte doch
eine gewiinschte Aufteilung entstehen, ist dies auf die Eingabe guter Koordinaten der
einzelnen Knoten des Graphen G zuriickzufiihren.

200
0.0

Abb. 4.1: Startzustand und Ergebnis nach 1000 Iterationsschritten mit einem Graphen beste-
hend aus drei Knoten und einem Rechteck als Eingabe. Die Knoten sind mit ihren
jeweiligen Gewichten beschriftet.

[Abbildung 4.1] zeigt ein Minimalbeispiel mit drei Knoten und einem Rechteck als Poly-
gon. Die Teilflachen sollen dabei 50%, 30% und 20% der Gesamtfliche einnehmen. Nach
dem beschriebenen Verfahren des Algorithmus sind die Schnittpunkte mit dem Poly-
gon nach der Berechnung des Dualgraphen fest. Eine Verschiebung der Knoten &ndert
bei diesem Minimalbeispiel deshalb nur einen Eckpunkt aller Teilpolygone, den Schwer-
punkt der einzigen Innenfacette, und kann deshalb zu keinem FErgebnis kommen, das
der gewiinschten Aufteilung entspricht. Die Fliche, die am Ende 50% der Gesamtflache
einnehmen soll, kann diese Grofe mit dieser Implementierung nicht erreichen, denn die
Knoten des Graphen wiirden mit der umgesetzten Krafteberechnung so verschoben wer-
den, dass der Schwerpunkt der Innenfacette auferhalb des Polygons liegt, bevor diese
Teilfliche den gewiinschten Anteil einnimmt.

Da bei diesem Graphen keine Kreuzung der orthogonalen Kanten zu den Kanten der
Aufenfacette moglich ist, wurde fiir diesen Graphen getestet, ob eine Neuberechnung des
erweiterten Dualgraphen in jedem Iterationsschritt zu einem besseren Ergebnis fiihrt.
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Abb. 4.2: Flichenaufteilung mit iterativer Neuberechnung des Dualgraphen nach 500 Iterati-
onsschritten.

Wie[Abbildung 4.2 zeigt, liefert der angepasste Algorithmus schon nach 500 Iterations-
schritten ein dhlich gutes Ergebnis fiir diesen Graphen. Wechselt der Schnittpunkt der
oberen Kante in den weiteren Iterationsschritten auf die rechte Kante des eingegebenen
Rechtecks, wird die Flachenaufteilung weiter verbessert. Trotzdem héingt das Ergebnis
stark von der Eingabe ab, aber es ist zu vermuten, dass eine Verbesserung auf diese Wei-
se eine Verbesserung der Ergebnisse fiir alle Graphen darstellen kann. In wird
eine Moglichkeit beschrieben, die Erstellung eines Dualgraphen zu verbessern, sodass ein
Verschieben von Schnittpunkten auf dem Polygon durch iterative Neuberechnung des
Dualgraphen fiir alle Arten von Graphen moglich ist. Nichtsdestotrotz muss nach Einar-
beitung der Verbesserung getestet werden, ob die Vermutung bestétigt werden kann.

Eine Ausfiihrung mit dem Beispielgraphen aus der Problemstellung zeigt ein weiteres
Problem der Implementierung auf, denn fiir dieses Beispiel liefert die Implementierung
ebenfalls kein Ergebnis, das der gewiinschten Flichenaufteilung entspricht.
zeigt die erste Partitionierung des Polygons und die Partitionierung nach 1000 Iterations-
schritten. Das Problem wird anhand der Teilfliche unten links beschrieben. Diese Fliche
soll nach der Optimierung der Partitionierung 13% der Gesamtfliche einnehmen. In der
ersten Partitionierung ist diese Fliche zu grofs, weshalb sie auf alle adjazenten Knoten
eine anziehende Kraft auswirkt. Im Laufe der Optimierung wird diese Fléche trotzdem
grofer, weil sich der Knoten zu dieser Fliche kaum verschiebt. Der Grund dafiir ist, dass
sich die anziehenden Krifte der Knoten der Aufenfacette und die abstofende Kraft des
verbliebenen Knotens fast annullieren. Da die zu diesem Knoten adjazenten Knoten der
Aufenfacette eine starke Verschiebung nach aufen erfahren, verschieben sich die Schwer-
punkte der Facetten, deren Teil der Knoten unten links ist, in eine Richtung, sodass die
Teilfliche zu diesem Knoten grofer statt kleiner wird. Aus diesem Grund wurde eine
Unterscheidung von abstofenden und anziehenden Kréften implementiert. Anziehende

Krifte werden im Gegensatz zu abstokenden Kréaften halbiert. zeigt al-
lerdings schon das Ergebnis mit dieser Verbesserung, die kaum eine Auswirkung auf die
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Verschiebung des Knotens unten links hatte. Tests mit einem Verhéltnis von 1 : 4 und
noch kleinerem Verhéltnis der anziehende Krifte zu den abstoflenden Kriften bewirkte
ebenfalls keine wesentliche Verbesserung. Aufgrund solcher nicht konvergierenden Fli-
chen wurde in der Implementierung auf eine Optimierung bis zur Abbruchbedingung
verzichtet. Stattdessen wurde mit einer festen Anzahl an Iterationsschritten gearbeitet.
Die anderen Teilflichen dieses Beispiels ndherten sich aber jeweils den gewiinschten Groé-
sen an.

Abb. 4.3: Ausfitlhrung des Algorithmus mit dem Beispiel aus der Problemstellung.

Bei einem Durchlauf mit dem Anwendungsbeispiel von Chaidee et al. [CPST17] ist ein
weiterer Fehler aufgetreten, der bei dieser Implementierung allgemein auftreten kann.
Trotz der Planaritit des gegebenen Graphen und der Kraft zur Erhaltung der Plana-
ritdt ist ein Knoten des erweiterten Dualgraphen iiber eine Kante des Dualgraphen ge-
schoben worden. So sind sich iiberschneidende Kanten in Dualgraphen entstanden. Dies
kann darauf zurtickgefiihrt werden, dass im Algorithmus die Planaritdtsbedingung aus
Laufzeitgriinden nur fiir einen Knoten v und ,benachbarte Kanten beriicksichtigt wur-
de. Benachbarte Kanten meinen Kanten, die zwischen adjazenten Knoten des Knotens
v verlaufen. Da die Knoten des Dualgraphen die Eckpunkte der Teilflichen darstellen,
wiirde ohne eine Korrektur dieses Problems, dass man einfach l16sen kann, indem man
die Planaritdtsbedingung fiir alle Kanten testet, der Eckpunkt einer Teilfiche innerhalb
einer anderen Teilfliche liegen.

Vergleich mit Chaidee et al.

Nun wird der Algorithmus dieser Arbeit mit dem Algorithmus von Chaidee et al. [CPST17|
verglichen, weil sie &hnlich aufgebaut sind und beide auf Verfahren der Visualisierung von
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Graphen basieren. Wegen der oben beschriebenen Ergebnisse ist allerdings abzusehen,
dass der Algorithmus fiir die Flichenaufteilung von Chaidee et al. besser funktioniert als
der hier implementierte Algorithmus. Der Gesamtfehler der Flichenaufteilung, der mit
der Implementierung dieser Arbeit berechnet wurde, ist deutlich grofer als der Restfehler
nach der Ausfithrung mit dem Algorithmus von Chaidee et al. [Abbildung 4.4] zeigt in blau
den Graphen der Eingabe, der auf die Einschrankungen fiir die Implementierung dieser
Arbeit angepasst wurde und das Polygon der Eingabe in rot. Die griinen Kanten sind die
Kanten, die durch die geometrische Triangulierung hinzugefiigt wurden. Die einzelnen
Knoten sind zudem mit ihren Gewichten beschriftet. zeigt die Partitionie-
rung vor der Optimierung ohne den Graphen. Betrachtet man auf der linken Seite die
unteren beiden Teilflichen und die dazu gehorenden Gewichte im Graphen, stellt man
fest, dass die kleine Dreiecksflaiche am Ende 11, 6% der Gesamtfliche einnehmen soll und
die Flidche in der Ecke des Polygons nur 0,7% der Gesamtfliche bedecken soll. Fiir die
kleine Dreiecksfliche gibt es bei dieser Implementierung nicht die Moglichkeit, die ge-
wiinschte Grofse zu erreichen, weil zwei der drei Eckpunkte des Teilpolygons, das diese
Fliache darstellt, fest sind. Eine Abhilfe kénnte die Verschiebung der Schnittpunkte sein.
Allerdings sind dafiir die Authebung der Einschrénkungen aus notig. Eine
Idee hierfir wird in beschrieben.

Die Grofe der Teilflichen entspricht nicht den gewiinschten Anteilen, aber die Imple-

mentierung zu dieser Arbeit hat einen Vorteil gegeniiber dem Algorithmus von Chaidee
et al.:
Die gewiinschten Nachbarschaften sind alle vorhanden. In wird der Grund
dafiir schon einmal genannt. Die Dualitit von einem Graphen und dessen Dualgraphen
beweifst, dass die Nachbarschaften alle vorhanden sind. Bei Chaidee et al. sind nicht alle
gewiinschten Nachbarschaften vorhanden, sie berechnen hierfiir einen Kompatibilitits-
wert, der maximiert werden soll. Da die Nachbarschaften bei der Vorgehensweise dieser
Thesis nur einmal durch die Bestimmung des erweiterten Dualgraphen festgelegt wer-
den, wiirde sich ein solcher Wert fiir die Berechnung der Flachenaufteilung bei diesem
Verfahren nicht &ndern.
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Abb. 4.4: Eingabe des Graphen G (blau) und des Polygons P rot des Anwendungsbeispiels aus
Chaidee et al. mit der geometrischen Triangulierung des Graphen (griin). Die Knoten
des Graphen sind mit den jeweiligen Gewichten beschriftet.

Abb. 4.5: Berechneter Dualgraph zu der oben gezeigten Eingabe des Anwendungsbeispiels von
Chaidee et al. ohne Darstellung des urspriinglichen Graphen. Der Dualgraph stellt
eine erste Partitionierung des Polygons P (rot) dar.
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5 Ausblick

Ein Verbesserungspunkt an diesem Verfahren sollte die Laufzeitverbesserung darstellen,
vor allem des Schrittes, der eine Beziehung zwischen der Facette des erweiterten Dual-
graphen und dem entsprechenden Knoten im Graphen herstellt.

Auferdem sollten die Einschrinkungen fiir diese Implementierung aufgeldst werden,
damit das Verfahren auf alle planaren Graphen angewandt werden kann.

Dabei muss insbesondere darauf eingegangen werden, die Schnittpunkte der Ortho-
gonalen mit dem Polygon anzupassen, sodass keine Kreuzungen von Orthogonalen wie
in gezeigt entstehen. Nutzt man dieses Anpassen der Schnittpunkte auch
im Optimierungsschritt, kénnen bessere Ergebnisse erzielt werden. Eine Idee zur Auf-
hebung der Einschrinkung, dass die Aufsenfacette ein konvexes Polygon abbilden muss,
ware die Schnittpunkte von orthogonalen Geraden zu Kanten der Aufkenfacette inner-
halb des Polygons als neuen Knoten des Dualgraphen zu definieren. Von diesem Knoten
aus kénnte man einen neuen Schnittpunkt mit dem Polygon bestimmen, indem man die
Winkelhalbierende zu den orthogonalen Halbgeraden durch diesen Knoten bestimmt. Den
Schnittpunkt der Winkelhalbierenden mit dem Polygon fiigt man als neuen Knoten zum
Dualgraphen GP hinzu. Dann wird eine Kante von den Schnittpunkten der Orthogona-
len und zu dem Schnittpunkt der Winkelhalbierenden mit dem Polygon GP hinzugefiigt.
zeigt das Beispiel aus in dieser verbesserten Variante, die

auch eine nicht-konvexe Aulenfacette des Graphen zulésst.

O

Abb. 5.1: Losungsansatz fiir die Authebung der Einschrénkung der Konvexitét der Auftenfacet-
te.

Dadurch kénnte auch die Bedingung, dass die Auflenfacette zweifach zusammenhin-
gend sein muss, fallen gelassen werden. Fiir einen Knoten, der nur iiber eine Kante erreich-
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bar ist, bestimmt man die Mittelsenkrechte dieser Kante und berechnet zwei Schnittpunk-
te. Falls die Mittelsenkrechte eine Orthogonale zu einer Aufenfacettenkante schneidet,
wendet man den oben beschriebenen Losungsansatz an, um eine Flichenaufteilung zu
erhalten, die sich nicht iiberschneidet. Schneidet die Mittelsenkrechte in einer Richtung
nur das Polygon kann dieser Schnittpunkt als Knoten iibernommen werden.

Wie man in gesehen hat, ist durch die einmalige Bestimmung von Schnitt-
punkten mit dem Polygon nicht immer eine befriedigende Flichenaufteilung mdoglich.
Der Algorithmus sollte also auch dahingegen verbessert werden, dass z. B. durch eine
zusitzliche Verschiebung der Schnittpunkte mit dem Polygon eine Konvergenz zu der
gewiinschten Flichenaufteilung erreicht wird.
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