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Kapitel 1

Einleitung

Geometrische Netzwerke sind Graphen, deren Knoten Punkten in einem metrischen
Raum entsprechen. Wenn zusétzlich die Kanten solcher Netzwerke geradlinig sind, d.h.
wenn ihre Linge dem Abstand ihrer Endpunkte entspricht, reden wir von geometrischen
Graphen. Geometrische Netzwerke sind das Riickgrat bei der Modellierung von Verkehrs-,
Waren- und Informationsstromen — ob in der Eisenbahnnetzplanung, dem VLSI-Layout
oder der Analyse des Internets. Ich habe unter anderem mit Methoden der algorithmi-
schen Geometrie und Graphentheorie sowie der linearen Optimierung zwei Teilgebiete
bearbeitet.

Das erste Gebiet ist die Konstruktion und Analyse geometrischer Netzwerke, die Ob-
jekte mit gegebener Lage im Raum verbinden und dabei gewisse positive Eigenschaften
haben — wie etwa geringen Durchmesser. Von besonderem Interesse sind geometrische
Spanner, also Netzwerke, in denen jeder Weg im Netzwerk im Vergleich zur ,Luftlinie®
nur um einen konstanten Faktor, den Streckfaktor, ldnger ist. Fiir die praktische An-
wendung ist wichtig, dass ein Spanner moglichst diinn besetzt ist. Solche Spanner finden
Verwendung in verteilten Systemen, in Kommunikationsnetzwerken, in der Robotik, in
der Mustererkennung, bei der Kompression von Daten sowie in der Biologie und bieten
noch viele interessante offene Fragen.

Das zweite Gebiet ist die Visualisierung geometrischer Netzwerke. Da bei solchen
Netzwerken die Geometrie schon vorgegeben ist, scheint eines der Hauptprobleme beim
Zeichnen von Graphen zu entfallen, ndmlich die Knoten des Graphen so in die Ebene
einzubetten, dass die resultierende Zeichnung moglichst gut lesbar ist. Das Beispiel U-
Bahn-Linienplan zeigt jedoch stellvertretend fiir viele Arten von technischen Zeichnungen
die Schwierigkeit: wie ndmlich die zugrunde liegende Geometrie zugunsten einer klareren
Darstellung des Netzwerks verzerrt, aber nicht aufgehoben wird.

Im vorliegenden Ubersichtsartikel gehe ich zuerst in Kapitel [2 auf die Konstruktion
und Analyse geometrischer Netzwerke ein. In Kapitel [3] folgt die Visualisierung geome-
trischer Netzwerke.

Ich mo6chte mich an dieser Stelle bei allen bedanken, mit denen ich in den letzten Jahren
zusammen gearbeitet habe: an erster Stelle bei Dorothea Wagner, die mir immer mit
Rat und Tat zur Seite gestanden hat und immer zur richtigen Zeit gedréingt hat, damit
es wieder ein Stiickchen vorwirts geht... Herzlichen Dank meinen Koautoren, meinen
Doktoranden, Diplomanden, StudienarbeiterInnen, allen Kollegen vom Korridor, Bernd
und Lilian: die Arbeit mit Euch hat Spafl gemacht — (fast) jeden Tag! All das wire aber
nur halb so viel wert, wenn Sveta nicht wire. Und Sofia!






Kapitel 2

Konstruktion und Analyse
geometrischer Netzwerke

Kriterien fiir die Konstruktion von Netzwerken sind viele vorgeschlagen worden: Groflie
(also Kantenanzahl), Gewicht (also Gesamtlinge der Kanten), Maximalgrad, Durchmes-
ser, Zusammenhang, Planaritdt oder maximale Kantenlast (fiir eine gegebene Menge von
Knotenpaaren). In einem geometrischen Kontext ist dariiber hinaus der Streckfaktor von
besonderem Interesse, also der maximale Faktor, um den der kiirzeste Weg zwischen zwei
Knoten im Netzwerk ldnger ist als die ,,Luftlinie“.

Geometrische Spanner sind geometrische Netzwerke mit konstantem Streckfaktor. Sie
werden in verteilten Systemen und Kommunikationsnetzwerken [Awe85, PU89]|, in der
Robotik (Bewegungsplanung), in der Mustererkennung und Datenkompression sowie in
der Biologie [BD86, LAP03] angewendet. Diinn besetzte Spanner, also solche linearer
Grofle, sind ein sehr kompaktes Modell eines metrischen Raums und daher ideale Struk-
turen, wenn es um die Speicherung groffler Datenmengen geht. Viele Algorithmen, deren
Zielfunktion Langen oder Absténde sind, liefern ¢-Approximationen, wenn sie statt auf
den Originalgraphen auf einen ¢-Spanner (d.h. einen Spanner mit Streckfaktor ¢) ange-
wendet werden. Auch das motiviert die Beschéftigung mit Spannern.

Geometrische Spanner (auch euklidische Spanner genannt) wurden fiir punktformige
Objekte schon griindlich erforscht. Um Spanner linearer Gréfie zu konstruieren, wur-
den sehr verschiedene Methoden entwickelt. Die erste Methode geht auf Yao [Yao82]
zuriick. Er schlug vor, fiir einen gegebenen Winkel # den Raum um jeden Eingabepunkt
in Keile dieser Grofie aufzuteilen und dann jeden Punkt mit den Punkten durch Kan-
ten zu verbinden, die ihm in irgendeinem Keil am néchsten sind. Spéter wurde gezeigt,
dass diese Yao- (oder 0-) Graphen tatsichlich konstanten Streckfaktor (in Abhiingig-
keit von 6) haben [RS91]. Yao-Graphen lassen sich zwar schnell, d.h. in O(nlogn) Zeit
berechnen, garantieren aber weder kleinen Grad noch geringes Gewicht. Die zweite Me-
thode beniitzt hierarchische Aufteilungen des Raums. Unter diesen hat besonders die
Well-Separated Pair-Decomposition von Callahan und Kosaraju [CK95] grofie Auswir-
kungen auf das Gebiet gehabt [ADM™95 GHP*02, GLNS02]. Die dritte Methode ist
ein Greedy-Algorithmus, der an Kruskals Algorithmus fiir die Berechnung minimal span-
nender Baume erinnert: man fiigt in den anfangs leeren Graphen nacheinander Kanten
mit aufsteigendem Gewicht ein, falls es noch keinen geniigend kurzen Pfad gibt, der ihre
Endpunkte miteinander verbindet. Das Gewicht des so konstruierten Spanners ist nur
ein konstantes Vielfaches des Gewichts eines minimal spannenden Baums. Das schnellste



Implementierung des Greedy-Algorithmus’ benétigt ebenfalls O(nlogn) Zeit [GLN02].

Bald wurde untersucht, wie man geringe Grofie mit anderen vorteilhaften Merkmalen
kombinieren kann. Der Link-Durchmesser eines t-Spanners ist definiert als die kleinste
Zahl D, so dass es fiir jedes Paar von Knoten einen Weg aus héchstens D Kanten gibt,
dessen Streckfaktor ¢ nicht tibersteigt. In [AMS99] wird ein effizienter randomisierter
Algorithmus angegeben, der es erlaubt, einen ¢-Spanner mit logarithmisch beschrank-
tem Link-Durchmesser zu konstruieren und dynamisch aufrechtzuerhalten, wenn Punkte
eingefiigt und geloscht werden (was jeweils nur polylogarithmische Zeit benotigt).

In [ADM95] werden Algorithmen fiir die Konstruktion diinn besetzter geometrischer
Spanner angegeben, die von den Kriterien Maximalgrad, Gewicht oder Link-Durchmesser
jeweils eines, simultan zwei dieser Kriterien oder gar alle optimieren. Die Algorithmen
fiir Maximalgrad und Gewicht sind zeitoptimal, die fiir die simultane Optimierung zweier
Kriterien sind optimal, was den Kompromiss in der jeweiligen Kombination von Zielfunk-
tionen betrifft. Ein Fehler bei der Kombination von Grad und Gewicht wird in [GLN02]
durch einen neuen Algorithmus behoben. In [CDS01] werden entsprechende untere Zeit-
schranken etabliert, auch fiir die Berechnung von Spannern, die Hindernisse vermeiden,
was in [ACCT96] untersucht wurde.

AuBer den genannten Arbeiten widmen sich Ubersichtsartikel im Handbook of Com-
putational Geometry von Eppstein [Epp00], Mitchell [Mit00] und Smid [Smi00] dem The-
ma der geometrischen Netzwerke. In der Datenbank geom.bib!, die leider seit Ende 2002
nicht mehr auf dem Laufenden gehalten wird, haben rund 50 Artikel das Stichwort ,,span-
ner“ im Titel, 20 davon auerdem entweder ,,Euclidean®, ,, geometry*“ oder ,, geometric“. Es
liegen mehrere Dissertationen zum Thema vor; eine Monographie [NS07] ist vor kurzem
erschienen.

Im Rest dieses Kapitels gehe ich auf meine Arbeiten zum Thema der Konstrukti-
on und Analyse geometrischer Netzwerke ein. In Abschnitt [2.1] befasse ich mich mit
schnellen Approximationsalgorithmen fiir die Konstruktion von Spannbdumen minimalen
Durchmessers. Um eine neue Art von Spannern, ndmlich um Spanner fiir achsenparallele
Rechtecke, geht es in Abschnitt Ich zeige, dass es NP-schwer ist, fiir diese Objekte
bei gegebener Netzwerk-Topologie Spanner mit minimalem Streckfaktor zu konstruieren,
gebe aber effiziente Konstruktionsalgorithmen fiir den Fall an, dass der zugrunde liegende
Graph ein Baum oder — besser noch — ein Pfad ist. Ebenfalls um die Konstruktion von
Spannern geht es in Abschnitt ndmlich um gewichtsminimale Spanner mit Streck-
faktor 1 beziiglich der Manhattan-Metrik, so genannte minimale Manhattan-Netzwerke.
Wahrend immer noch offen ist, wie schwer die Konstruktion solcher Spanner ist, gebe ich
eine schnelle 3-Approximation an. Mit Kommunikationsnetzwerken befasse ich mich in
Abschnitt 2:4] Ein wichtiges Ziel bei der Konstruktion von Netzwerken fiir die drahtlose
Kommunikation ist die Minimierung der Interferenz, die misst, wie viele andere Knoten
potentiell gestort werden, wenn ein bestimmter Knoten sendet. Ich gebe Algorithmen
an, die fiir ein etabliertes Interferenz-Mafl Netzwerke konstruieren, die unter allen Netz-
werken einer gegebenen Eigenschaften (etwa fiir ein gegebenes ¢ ein ¢t-Spanner zu sein)
minimale Interferenz besitzen.

In den beiden letzten Abschnitten dieses Kapitels beschiftige ich mich mit der Ana-
lyse von Netzwerken. In Abschnitt geht es um Spannbiume und andere Konfigu-
rationen mit wenigen Kreuzungen in geometrischen Graphen. Es ist bekannt, dass es
schwer ist, in einem geometrischen Graphen einen kreuzungsminimalen Spannbaum zu
finden. Ich zeige, dass es auch schwer ist, gute Approximationsalgorithmen fiir dieses Pro-
blem zu finden. Stattdessen gebe ich Fest-Parameter-Algorithmen an, die das Problem

Lsiehe ftp://ftp.cs.usask.ca/pub/geometry/geombib.tar.gz
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effizient 16sen, wenn die Anzahl der Kreuzungen in dem gegebenen Graphen konstant
ist. Aulerdem gebe ich eine gemischt-ganzzahlige Formulierung und eine einfache, aber
effektive Heuristik fiir das Problem an. In Abschnitt geht es um das so genannte
City-Voronoi-Diagramm, das einem dabei hilft, in einer orthogonalen Umgebung mit
TransportflieBbindern und gleichartigen Basisstationen (etwa Postdmtern) effizient den
schnellsten Weg zur néichsten Basisstation zu finden. Ich gebe einen neuen Algorithmus
fiir die Konstruktion des City-Voronoi-Diagramms an.

2.1 Spannbidume minimalen Durchmessers

Wir bendtigen die folgenden Definitionen. Fiir ein geometrisches Netzwerk G(V, E') mit
V C R% und Knoten s und ¢ sei der Netzwerkabstand dg(s,t) von s und ¢ die Linge eines
kiirzesten Weges von s nach ¢t in INV. Dabei sei die Lénge einer Kante gerade der euklidische
Abstand ihrer Endpunkte. Der Durchmesser von G ist dann max, ;ev 0 (s, t).

Wenn man fiir eine Menge von Punkten ein kreisfreies Netzwerk sucht, das fiir weit
entfernte Punkte den Abstand im Netzwerk moglichst gering hilt, so sind Spannbdume
minimalen Durchmessers (SBMD) interessant. Eine mogliche Anwendungen sind Kom-
munikationsnetzwerke, in denen die maximale Zeitdauer beim Zustellen einer Nachricht
minimiert werden soll, vorausgesetzt, dass die Zustellungszeit entlang einer Kante durch
den euklidischen Abstand modelliert werden kann. Ho et al. [HLCW91] haben gezeigt,
dass immer ein monopolarer oder ein dipolarer SBMD existiert, also ein SBMD, der
einen bzw. zwei Knoten mit Grad groer 1 hat. Aulerdem haben Ho et al. gezeigt, wie
man im monopolaren Fall einen SBMD in O(nlogn) und im dipolaren Fall in O(n?) Zeit
berechnet. Die Losung fiir den dipolaren Fall wurde sehr viel spiter von Chan [Cha03]
durch die Verwendung von so genannten halbdynamischen Datenstrukturen verbessert.
Sein Algorithmus bendtigt O(n?’*cd) Zeit, wobei ¢4 eine Konstante ist, die mit wachsender
Dimension d des Raum gegen 0 konvergiert. Im planaren Fall, der uns hier hauptséchlich
interessiert, gilt co = 1/6. Die O-Notation versteckt Faktoren, die fiir ein beliebiges € > 0
in o(n®) liegen.

Mit Joachim Gudmundsson, Herman Haverkort, Sang-Min Park und Chan-Su Shin
[GHP*02, GHP'04] habe ich nach schnellen Approximationen fiir den SBMD gesucht.
Ein starkes Linearzeit-Approximationsschema (LTAS) der Ordnung r fiir das Problem
SBMD ist ein Algorithmus, der, gegeben eine Menge P von n Punkten und einen Para-
meter € > 0, in O*(n + &~ ") Zeit einen Baum berechnet, der P aufspannt und dessen
Durchmesser hochstens um einen Faktor von (1+4¢) grofier ist als der eines SBMD. Dabei
versteckt die O*-Notation Terme der Gréfienordnung O(polyloge™1).

Es ist nicht schwer, ein starkes LTAS der Ordnung 6 anzugeben: Sei @ ein kleinstes
achsenparalleles Quadrat, das P enthilt. Zerlege @ in O(e~1) x O(e~ 1) gleichgroie qua-
dratische Gitterzellen. Wihle dann fiir jeden Punkt in P einen nichsten Gitterpunkt,
seinen Reprdsentanten. Berechne fiir die O(¢~2) Reprisentanten mit einem exakten Al-
gorithmus einen SBMD 7., der ohne Beschrinkung der Allgemeinheit hochstens zwei
Pole habe. Konstruiere nun aus 7: einen Baum 7 fiir die Punktmenge P. Dabei werden
die Punkte grob so untereinander verbunden wie ihre Repriasentanten in 7;. Man sieht
schnell, dass der Durchmesser von 7 nur unwesentlich grofler ist als der von 7, der wie-
derum hochstens so grof} ist wie der eines SBMD aller Punkte in P. Verwendet man als
exakten Algorithmus den von Ho et al. [HLCW91], so erhélt man ein starkes LTAS der
Ordnung 6. Mit dem exakten Algorithmus von Chan [Cha03] reduziert sich die Ordnung
geringfiigig auf 5%.

Nun haben wir uns gefragt, wie man die Ordnung des LTAS weiter vermindern kann.



Wir geben ein Approximationsschema an, das die Well-Separated Pair-Decomposition
(WSPD) von Callahan und Kosaraju [CK95] beniitzt, eine geometrische Datenstruktur,
die bereits am Anfang dieses Kapitels angesprochen wurde. Die WSPD hilft uns dabei, im
dipolaren Fall die Suche nach den beiden Polen auf eine lineare Anzahl von Punktepaaren
zu beschriinken. Unser Approximationsschema benétigt O(e3n + e 3nlogn) Zeit und
ist somit kein LTAS. Allerdings kénnen wir es anstelle eines exakten Algorithmus’ auf die
oben definierten O(e~2) vielen Reprisentanten anwenden und bekommen so ein LTAS
der Ordnung 5. Unabhéingig von uns ist es Spriggs et al. [SKBT04] gelungen, ein starkes
LTAS der Ordnung 3 fiir die Berechnung des SBMD anzugeben.

Die folgende Uberlegung soll den Zusammenhang des SBMD zu anderen Problemen
der Standortoptimierung (facility location) herausarbeiten. Der dipolare Spannbaum mi-
nimalen Durchmessers (dSBMD) hat zwei Pole  und y, die die Funktion ry + |zy| + 7
minimieren, wobei |zy| der euklidische Abstand von « und y ist und r, und r, die Radien
von Kreisscheiben mit Mittelpunkten = bzw. y bezeichnen, deren Vereinigung die ganze
Punktmenge P enthiilt. (Man beachte, dass der dASBMD auch fiir Punktmengen definiert
ist, die keinen SBMD haben, der dipolar ist.) Ein anderes Problem der Standortopti-
mierung ist das diskrete 2-Zentren-Problem (2ZP), in dem es darum geht, zwei Punkte
xz und y aus P so auszuwéhlen, dass max{rg,r,} minimiert wird. Fiir dieses Problem
konnten Agarwal et al. [ASW98] den ersten subquadratischen Algorithmus angeben. Sei-
ne Laufzeit betrigt O(n*/®log®n). (Falls die Anzahl der Zentren Teil der Eingabe ist, ist
das Problem NP-schwer [GJ79].) Fiir das 2ZP lésst sich eine exakte Losung also deut-
lich schneller bestimmen als fiir den dASBMD. Allerdings wird der Abstand zwischen den
Zentren in der Zielfunktion iiberhaupt nicht beriicksichtigt. Wenn die beiden Zentren
aber miteinander in Kontakt stehen, etwa um Waren oder Personal auszutauschen, dann
sollte ihr Abstand beriicksichtigt werden.

Deshalb haben wir den dipolaren Spannbaum minimaler Abstandssumme (dSBMA)
definiert, der die Funktion |zy| + max{rs,r,} minimiert. Dies stellt einen Kompromiss
zwischen den beiden obigen Zielfunktionen dar. Wie sich herausstellt, gilt das auch fiir den
Konstruktionsaufwand: wir geben einen Algorithmus zur Berechnung des dSBMA an, der
fiir n Punkte in der Ebene O(n?logn) Zeit bendtigt. Damit ist er asymptotisch langsamer
als der 2ZP-Algorithmus von Agarwal et al., aber schneller als der SBMD-Algorithmus
von Chan. Letzterer kann auch an unsere neue Zielfunktion angepasst werden, ist aller-
dings erst ab Dimension 5 schneller. Aulerdem zeigen wir, dass der Durchmesser einer
Variante des dSBMA, die innerhalb der gleichen Zeit berechnet werden kann, hochstens
um ein Drittel ldnger ist als der Durchmesser eines SBMD (falls dieser nicht monopolar
ist, d.h. sowieso schnell berechnet werden kann). Schlieflich gilt, dass unser oben skizzier-
tes LTAS fiir die Berechnung des SBMD modifiziert werden kann, so dass es stattdessen
das 2ZP oder den dSBMA approximiert.

2.2 Spanner fiir achsenparallele Rechtecke

Am Anfang dieses Kapitels haben wir Spanner eingefiihrt. Ein ¢-Spanner ist ein geome-
trisches Netzwerk, dessen Streckfaktor durch ¢ beschrinkt ist. In einem t-Spanner gilt
also fiir jedes Paar von (punktférmigen) Knoten, dass ihr Netzwerkabstand hochstens um
einen Faktor von ¢ ldanger ist als ihr euklidischer Abstand. Mit Tetsuo Asano, Mark de
Berg, Otfried Cheong, Hazel Everett, Herman Haverkort und Naoki Katoh [AdBCT05]
haben wir das Konzept von Spannern verallgemeinert, indem wir statt punktformiger
Knoten achsenparallele Rechtecke in der Ebene als Knoten zulassen. Es ist die erste
Arbeit, die Spanner fiir nicht-punktférmige Knoten untersucht.



Wir nehmen an, dass die Netzwerkkanten achsenparallele Strecken sind, die Paare von
Rechtecken miteinander verbinden. Diese Strecken nennen wir Briicken. Entsprechend
messen wir den Abstand sowohl im Netzwerk als auch auflerhalb mit der Manhattan-
(oder Li-) Norm. Dann ist der Streckfaktor fiir ein Paar von Punkten in der Vereini-
gung aller Rechtecke wieder die Lénge eines kiirzesten Weges im Netzwerk geteilt durch
ihren Abstand. Der Streckfaktor des Netzwerks wird nun definiert als Supremum der
Streckfaktoren iiber alle Paare von Punkten in der Vereinigung der gegebenen Rechte-
cke. Anders als bei Spannern fiir Punkte nehmen wir an, dass wir aufler den Rechtecken
auch einen Graphen bekommen, den so genannten Briickengraphen, der angibt, welche
Rechtecke miteinander verbunden werden sollen. Das Problem besteht nun darin, die
Briicken geméifl dem Briickengraphen so zu platzieren, dass der Streckfaktor des resul-
tierenden Netzwerks minimiert wird. Als Anwendung wiére ein achsenparallel angelegter
Gebaudekomplex denkbar, dessen Teile durch Fufigdngerbriicken oder Tunnel miteinan-
der verbunden werden sollen, etwa so wie der Skywalk Gebédude in den Innenstidten
Minneapolis und St. Paul miteinander verbindet.

Wir zeigen zuerst, dass das Problem fiir allgemeine Briickengraphen NP-schwer ist.
Dies beweisen wir durch Reduktion von dem NP-schweren Problem PARTITION [GJT79)].
Fiir kreisfreie Briickengraphen (also Bdume) kénnen wir das Problem mit linearem Pro-
grammieren (LP) l6sen. Unsere LP-Formulierung benétigt O(n?) Variable und Beschrin-
kungen. Falls der Briickengraph ein Pfad ist, konnen wir natiirlich auch das LP ver-
wenden. Allerdings haben wir fiir diesen Fall einen effizienteren Algorithmus, der in
O(n3logn) Zeit lduft und auf Megiddos parametrischer Suche [Meg83] beruht. Falls zu-
sétzlich gilt, dass alle Briicken vertikal sind, vermindert sich die Laufzeit weiter auf O(n?).
In diesem Fall lisst sich das Problem auch besonders gut approximieren: wir kénnen in
O(nloge~1) Zeit eine Briickenplatzierung berechnen, deren Streckfaktor héchstens um
einen Faktor von (14¢) grofer ist als der kleinstmdogliche Streckfaktor. Das ist ein starkes
LTAS der Ordnung 0.

2.3 Minimale Manhattan-Netzwerke

In der Einleitung zu diesem Kapitel war schon die Rede von der Bedeutung von euklidi-
schen Spannern, also Spannern, bei denen der Streckfaktor eines Knotenpaares definiert
ist als Quotient des Abstands der Knoten im Netzwerk und des euklidischen Abstands.
Es ist klar, dass fiir eine gegebene Punktmenge P der einzige Graph mit Knotenmenge P
und euklidischem Streckfaktor 1 der vollstdndige Graph ist. Im euklidischen Fall ist die
Lage jeder Kante eindeutig bestimmt. Anders ist dies im Fall der Manhattan- (oder L;-)
Metrik, wo die Kanten eines 1-Spanners Manhattan-Pfade sind, also z- und y-monotone
Polygonziige aus achsenparallelen Strecken. Ein 1-Spanner fiir die Manhattan-Metrik
heiflt kurz Manhattan- Netzwerk. Es ist eine interessante Frage, wie sich der Freiheitsgrad
beim Kantenlayout dazu benutzen ldsst, so genannte minimale Manhattan-Netzwerke
(MMN) zu konstruieren, also Manhattan-Netzwerke minimaler Gesamtldnge.

MMN koénnten von Bedeutung in der Stadtplanung oder im VLSI-Layout sein. Ei-
ne ganz konkrete Anwendung gibt es jedoch in der algorithmischen Biologie. Lam et
al. [LAPO3] beschreiben einen dreistufigen Prozess zum Ausrichten von Gensequenzen.
Im zweiten Schritt dieses Prozesses losen sie eine Variante des Manhattan-Netzwerk-
Problems, bei dem jeder Punkt nur mit den Punkten durch Manhattan-Pfade verbunden
werden muss, die sowohl eine grofiere x- als auch y-Koordinate haben. In ihrer An-
wendung entspricht ein Manhattan-Pfad einer Folge von Einfiige-, Losch- und (Miss-)
Match-Operationen, die man braucht, um zwei Gensequenzen ineinander zu iiberfithren.



Lam et al. zeigen, dass eine Modifikation eines Algorithmus’ von Gudmundsson et al.
[GLNO1] eine 2-Approximation fiir ihre Problemvariante liefert. In ihren Experimenten
habe die Reduktion des Suchraums auf dieses Manhattan-Netzwerk die Berechnung einer
guten Ausrichtung im dritten Schritt ihres Prozesses deutlich beschleunigt, berichten sie.

Interessanterweise ist die Komplexitit des MMN-Problems immer noch nicht be-
kannt, obwohl es schon einige Approximationsalgorithmen dafiir gibt. Gudmundsson et
al. [GLNO1] beschreiben eine 8-Approximation, die O(nlogn) Zeit und linearen Speicher
benstigt, sowie eine 4- Approximation, die kubische Zeit und quadratischen Platz braucht.
Die gleiche Zeit- und Speicherplatzkomplexitéiit besitzt eine 2-Approximation von Kato
et al. [KIA02], bei der jedoch sowohl die Beschreibung des Algorithmus’ als auch sein
Korrektheitsbeweis unvollstindig sind.

Mit meinem Doktoranden Marc Benkert, unserem Studienarbeiter Florian Widmann
und mit Takeshi Shirabe [BWWO05, BWWS06] haben wir die bisherigen Resultate ver-
bessert und erweitert. Wir geben eine schnelle 3-Approximation an, die mit O(nlogn)
Zeit und linearem Speicher auskommt. Neu an unserer Herangehensweise ist, dass wir die
Ebene in zwei Regionen aufteilen, in denen wir die Teile unseres Manhattan-Netzwerks
getrennt berechnen. Auch unsere Analyse benutzt diese Aufteilung und vergleicht die
Léngen der Teilnetze getrennt mit den entsprechenden Teilen eines MMN. Die eine der
beiden Regionen ist die Vereinigung von disjunkten Treppenstufenpolygonen, die wir je-
weils in Pseudo-Rechtecke zerlegen. Dafiir geniigt uns eine (schnelle) 2-Approximation.
Sie funktioniert &hnlich wie die 2-Approximation, die Gudmundsson et al. [GLNO01] dazu
verwenden, Treppenstufenpolygone in Rechtecke zu zerlegen.

Des Weiteren geben wir eine Formulierung des MMN-Problems als gemischt-ganzzah-
liges Programm (MIP) an. Dadurch konnten wir unsere 3-Approximation auf Beispielen
kleiner bis mittlerer Grofle mit exakten Losungen vergleichen. Wir haben unseren Algo-
rithmus implementiert und mit der 4-Approximation von Gudmundsson et al. auf zwei
verschiedenen Klassen von zufélligen Beispielen verglichen. Dabei hat sich herausgestellt,
dass unser Algorithmus im Allgemeinen Netzwerke berechnet die héchstens 50% ldnger
sind als die entsprechenden minimalen. Wahrend unser Algorithmus nur auf einer der
beiden Beispielklassen besser abschneidet als der von Gudmundsson et al., liefert eine
Variante unseres Algorithmus in unseren Experimenten deutlich bessere Ergebnisse. Al-
lerdings konnten wir nicht beweisen, dass dies immer der Fall ist. Noch bessere Resultate
lieferte allerdings eine sehr einfache LP-Heuristik, die unsere MIP-Formulierung relaxiert,
alle nicht-ganzzahligen Variablen aufrundet und das entsprechende Manhattan-Netzwerk
zuriickgibt. Auf unseren zufélligen Beispielen lieferte diese Heuristik im schlechtesten Fall
ein Manhattan-Netzwerk, das um nur 7.8% lénger ist als das entsprechende MMN. Unse-
re 3-Approximation sowie die 4- und die 8-Approximation von Gudmundsson et al. kon-
nen mithilfe eines Java-Applets im Internet getestet werden, siehe http:/ /il lwww.iti. uni-
karlsruhe.de/manhattan.

Chepoi et al. [CNV05] haben spiter ebenfalls unsere MIP-Formulierung relaxiert.
Durch cleveres Runden gelingt es den Autoren, einen Approximationsfaktor von 2 zu
beweisen. Da ihre 2-Approximation vor dem Runden ein LP (mit kubisch vielen Varia-
blen und Beschréinkungen) 16sen muss, ist sie natiirlich bedeutend langsamer als unsere
3-Approximation. Allerdings scheinen ihre praktischen Resultate qualitativ mit denen
unserer trivialen LP-Heuristik vergleichbar zu sein.

Chepoi et al. schlagen eine Verallgemeinerung des MMN-Problems vor, bei der der
Benutzer angeben kann, welche Paare von Punkten durch Manhattan-Pfade miteinander
verbunden werden sollen. Dieses Problem verallgemeinert aber auch das NP-schwere
rektilineare Steiner-Arboreszenz-Problem [SS05], womit es selbst ebenfalls NP-schwer
ist. Offen bleibt die Frage nach der Komplexitét des urspriinglichen MMN-Problems.



2.4 Interferenz-minimale Netzwerke

Drahtlose Ad-hoc-Netzwerke bestehen aus miteinander kommunizierenden Geréten, die
sich innerhalb einer bestimmten geografischen Region aufhalten und die typischerweise
mit geringer Sendeleistung auskommen miissen. Daher ist es sinnvoll, die Kommunikati-
on der Geréte untereinander so zu beschrénken, dass nur solche Paare direkt miteinander
kommunizieren kénnen, bei denen der Energieaufwand klein ist und die geringe Interfe-
renz verursachen, d.h. deren Kommunikation méglichst wenige andere Geriite stort. Da
das tatséchliche Kommunikationsverhalten vorab unbekannt ist, versucht man, ein Netz-
werk zu finden, das einen Parameter optimiert, der ein guter Indikator dafiir ist, dass im
spéteren Betrieb keine oder nur geringe Interferenz auftritt.

Das folgende Interferenz-Modell wurde von Burkhart et al. [BvVRWZ04] vorgeschlagen
und auch von Moaveni-Nejad und Li [MLO05] verwendet. Es sieht vor, dass jede Kante
des Netzwerks (also jede Direktverbindung) einen Interferenzwert besitzt, der der Anzahl
der anderen Teilnehmer entspricht, die beim Benutzen dieser Direktverbindung poten-
tiell gestort werden. Wenn ein Knoten u mit einem Knoten v kommunizieren will, so
stort er alle Knoten, die von w nicht weiter entfernt sind als v — und umgekehrt. Da laut
Prakash [Pra99] Einweg-Kommunikation ohne Bestétigungsmeldung problematisch ist,
wird davon ausgegangen, dass der Kommunikationsgraph ungerichtet ist und der Inter-
ferenzwert der Kante {u,v} gerade der Anzahl aller Knoten entspricht, die sich in der
Vereinigung der beiden Kreise mit Radius |uv| und Mittelpunkten v und v befinden, sie-
he Abbildung 23] Die Interferenz eines Netzwerks wird als maximale Kanteninterferenz
modelliert.

Nun kénnte man ein Netzwerk berechnen, das so-
wohl die maximale Kanteninterferenz als auch die
Summe der Kanteninterferenzen minimiert, indem
man mit Prims Algorithmus [Pri57] in O(m+nlogn)
Zeit einen minimalen Spannbaum (MST) fir die
Menge der Knoten berechnet, wobei m € (g) die An-
zahl der zur Verfiigung stehenden Kanten ist. Aller-
dings miissten Signale in so einem Baum-Netzwerk
unter Umsténden grofle Umwege zuriicklegen. Um

Abb. 2.1: Kante e hat das zu verhindern, kann man verlangen, dass das

Interferenz 9. Netzwerk ein geometrischer Spanner ist. Burkhart et

al. [BVRWZ04] haben den ersten Algorithmus ange-

geben, der fiir ein gegebenes ¢ > 1 einen t-Spanner mit minimaler Interferenz liefert,

ohne auf dessen Laufzeit einzugehen. Ihr Ergebnis wurde spéiter von Moaveni-Nejad und

Li [MLO5] verbessert. Wie Burkhart et al. gehen sie davon aus, dass die Interferenz

jeder Kante vorab bekannt ist. Unter dieser Voraussetzung benétigt ihr Algorithmus

O(nlogn(m+nlogn)) Zeit. Falls alle (Z) Kanten betrachtet werden, benétigt ihr Algo-
rithmus also O(n3logn) Zeit.

Mit Marc Benkert, Joachim Gudmundsson und Herman Haverkort [BGHWO6] habe
ich die Resultate von Burkhart et al. sowie die von Moaveni-Nejad und Li verbessert
und erweitert. Erstens untersuchen wir aufler Spannbdumen und ¢-Spannern auch so
genannte d-Hop-Netzwerke, in denen es fiir jedes Paar von Knoten eine Verbindung gibt,
die aus hochstens d Kanten (oder ,,Hops“) besteht. Dieses Modell ist sinnvoll, da Signale
typischerweise den grofiten Teil ihrer Reisezeit beim Empfangen und Weiterversenden
verbringen.

Zweitens beseitigen wir die Annahme, dass die Interferenzen der Kanten vorab ge-
geben sind. Wir geben fiir jede der drei oben erwihnten Eigenschaften (Spannbaum, ¢-




Spanner, d-Hop-Netzwerk) Entscheidungsalgorithmen an, die testen, ob es ein Netzwerk
mit Interferenz k gibt, das die gegebene Eigenschaft besitzt, sowie darauf aufbauende
Optimierungsalgorithmen.

exaktes Modell (erwartet) Fuzzy-Modell (determ.)
Spannbaum min{n®* polylog n, nk? + nklogn} 2 (L +1logn)
t-Spanner n?logk(k +logn) n?log k(2% + logn)
d-Hop-Netzwerk | min{n®*polylogn, nk?} + n*lognlogk (1 +nlogk)

Tab. 2.1: Laufzeiten (in Grof-Oh-Notation) unserer Algorithmen zur Berechnung von Netz-
werken, deren Interferenz minimal ist unter aller Netzwerken mit der angegebenen
Eigenschaft. Dabei ist n die Anzahl der Knoten, k die Interferenz des berechneten
Netzwerks und e gibt die relative Ungenauigkeit an, mit der die Reichweite eines
Signals (sowie, im Fall des Spanners, der Streckfaktor) bekannt ist.

Die Entscheidungsalgorithmen lassen sich auf zwei Arten beniitzen. In Alternative (A)
berechnen wir alle (g) Interferenzwerte im Voraus durch Kreisanfragen (circular range
searching) in O(ng/ 4 polylogn) Zeit. Dann fithren wir eine kombinierte exponentielle
und binéire Suche durch, die den entsprechenden Entscheidungsalgorithmus O(log k) mal
aufruft, um das kleinste k zu bestimmen, fiir das es ein Netzwerk mit Interferenz k und der
gewiinschten Eigenschaft gibt. In Alternative (B) berechnen wir keine Interferenzwerte
vorab. Stattdessen berechnen wir in jedem Schritt der gerade erw#hnten Suche eine
Obermenge der Kanten, deren Interferenz durch das aktuelle k& beschrinkt ist. Diese
Obermenge besteht aus den Kanten der Delaunay-Triangulierung der Ordnung k. Diese
Zerlegung der Ebene hat O(nk) Kanten und kann in (erwartet) O(nklog k+nlogn) Zeit
berechnet werden [GHvKO02]. Alternative (B) ist besonders schnell fiir kleine Werte von k.
Beide Alternativen sind (im Gegensatz zu den bisherigen Algorithmen) in dem Sinne
ausgabesensitiv, dass ein Netzwerk der Interferenz k hochstens O(nk) Kanten besitzt.
Auflerdem sind sie fiir alle k& € o(n) schneller als der Algorithmus von Moaveni-Nejad
und Li [MLO5], siche mittlere Spalte von Tabelle Die Worst-Case-Laufzeiten von
deterministischen Algorithmen fiir das exakte Modell sind etwas schlechter als die in der
Tabelle angegebenen erwarteten Laufzeiten.

Die obigen Algorithmen nehmen an, dass das Signal, das von Knoten u an v gesandt
wird, genau die Knoten erreicht und somit stort, die nicht weiter von u entfernt sind als v.
Neben diesem exakten Modell stellen wir ein Fuzzy-Modell vor, wo wir die realistische
Annahme machen, dass nicht genau bekannt ist, wie weit das Signal reicht. Statt also
davon auszugehen, dass das Signal genau die Knoten mit Abstand hochstens |uv| von u
erreicht, sagen wir im Fuzzy-Modell, dass alle Knoten erreicht werden, die hochstens
Abstand |uv| von u haben und kein Knoten erreicht wird, der mindestens Abstand (1 +
g)luv| von u hat. Uber Knoten dazwischen machen wir keine Aussage. Dieses Modell
erlaubt es besonders fiir grole Werte von k zu schnelleren Algorithmen zu kommen,
siehe die Worst-Case-Laufzeiten in der rechte Spalte von Tabelle Wie in Abschnitt
machen wir uns bei diesen Algorithmen die Well-Separated Pair-Decomposition [CK95]
zunutze.
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2.5 Konfigurationen mit wenigen Kreuzungen

Eine natiirliche Verallgemeinerung von geometrischen Graphen, bei denen Kanten gerad-
linig gezeichnet sein miissen, sind topologische Graphen, die so in die Ebene eingebet-
tet sein miissen, dass sich keine zwei Kanten in einer unbeschrinkte Zahl von Punkten
schneiden. Es ist schon ldnger bekannt, dass es NP-schwer ist, in topologischen Gra-
phen Subgraphen zu finden, die unter allen Subgraphen einer gewissen Konfiguration
kreuzungsminimal sind. Kratochvil et al. [KLN91] haben das fiir die Konfigurationen
Spannbaum, s-t-Pfad, Kreis, Matching sowie 1- und 2-Faktor gezeigt. (Zur Erinnerung:
ein r-Faktor ist ein Teilgraph, in dem alle Knoten des Ausgangsgraphen genau Grad r
haben.) Spiter haben Jansen und Woeginger [JW93] einige dieser Aussagen verschérft,
indem sie gezeigt haben, dass sie fiir die Konfigurationen Spannbaum, 1- und 2-Faktor
auch in geometrischen Graphen gelten, und zwar sogar dann, wenn die Kanten des Gra-
phen nur zwei verschiedene Léngen oder zwei verschiedene Steigungen haben.

Mit Christian Knauer, Andreas Spillner und meinem Doktoranden Etienne Schramm
[KSSW05, KSSWO07] haben wir diese Negativ-Resultate weiter verschéirft, andererseits
aber auch durch positive Ergebnisse ergédnzt. Wir haben zuerst gezeigt, dass keines der
Probleme gut approximierbar ist. Genauer: ist G ein geometrischer Graph, k die Anzahl
der Kreuzungen von G, ¢(G) die minimale Anzahl der Kreuzungen in einem Spannbaum
von G und & > 0 beliebig, dann ist es NP-schwer, ¢(G) besser zu approximieren als mit
einem Faktor von k' ~¢. Entsprechende Aussagen gelten fiir die anderen Konfigurationen.

Auf der positiven Seite konnten wir fiir den Parameter k sehr einfache Fest-Parameter-
Algorithmen angeben, die entscheiden, ob ein Graph einen kreuzungsfreien Subgraphen
einer gewissen Konfiguration besitzt. Sie basieren auf der trivialen Beobachtung, dass
hichstens 2k Kanten an einer Kreuzung beteiligt sind. Also geniigt es, alle 4* Teilmen-
gen dieser Kanten durchzugehen und zu priifen, ob eine dieser Teilmengen kreuzungsfrei
ist und zusammen mit den verbliebenen Kanten die gewiinschte Konfiguration besitzt.
Die Basis des exponentiellen Teils der Laufzeit ldsst sich verbessern, wenn man sich bei
dieser Aufzihlung auf die hochstens 2% inklusionsmazimalen planaren Teilmengen be-
schriankt. Wir wissen nicht, wie sich dieses Ergebnis fiir Matchings, 1- oder 2-Faktoren
verbessern ldsst. Aber auch fiir die Konfiguration Spannbaum ist es erstaunlich schwer,
den 2*-Term zu verringern. Wir konnten schlieflich einen Algorithmus angeben, der das
Entscheidungsproblem in O(m + k1.9999992%) Zeit 16st, wobei m die Anzahl der Kanten
von G ist. Etwas besser wird die Laufzeit, wenn wir den Zufall zur Hilfe nehmen: es
gibt einen Monte-Carlo-Algorithmus mit einseitigem Fehler und Erfolgswahrscheinlich-
keit gréBer 1/2, der das Entscheidungsproblem in O(m + k - 1.968%) Zeit 16st. Hinter
beiden Algorithmen steckt die Beobachtung, dass man fiir eine Zusammenhangskompo-
nente K nicht alle 2¢ Moglichkeiten betrachten muss, wie man K mit dem Restgraphen
verbindet, sondern nur 2¢ — 1 Moglichkeiten, wobei d die Anzahl der zu K inzidenten
Kanten ist. Grund: die Moglichkeit, keine inzidenten Kanten zu wéhlen, scheidet aus.

Fiir die Konfigurationen s-t-Pfad und Kreis betrigt der exponentielle Teil jeweils 5%,
wobei = /3 ~ 1.73. Fiir alle Konfigurationen lisst sich das Optimierungsproblem
durch wiederholtes Aufrufen des Entscheidungsalgorithmus’ 16sen. Dadurch erhoht sich
die Basis im exponentiellen Teil der Laufzeit um 1.

Fiir grofle Werte von k sind obige Fest-Parameter-Algorithmen zu langsam. Daher ha-
ben wir die Optimierungsprobleme fiir alle Konfigurationen auch als gemischt-ganzzahlige
Programme formuliert. Der ,, Trick* besteht darin, etwa fiir die Konfigurationen Spann-
baum und s-t-Pfad den Zusammenhang geschickt als ganzzahligen Fluss zu modellieren.
Fiir groflere Graphen ist aber auch dieser Ansatz zu langsam. Deshalb haben wir fiir
die Konfiguration Spannbaum eine einfache und relativ schnelle Heuristik angegeben
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[KSSWO05]. Wir haben sowohl die Heuristik als auch das entsprechende MIP implemen-
tiert und auf zufilligen und echten Daten getestet. Zu unserer Uberraschung hatten die
von der Heuristik in Sekundenbruchteilen berechneten Spannbdume fiir zufillige Gra-
phen mit 20 Knoten und 25-60 Kanten im Durchschnitt weniger als eine Kreuzung mehr
als die vom MIP berechneten optimalen Spannbdume. Aber auch auf echten Daten und
grofleren Graphen lieferte die Heuristik Ergebnisse nicht weit vom Optimum.

2.6 Das City-Voronoi-Diagramm

Das Voronoi-Diagramm ist eine bekannte geometrische Datenstruktur, neben konvexer
Hiille und Delaunay-Triangulierung ein echter Klassiker der algorithmischen Geometrie.
Das Voronoi-Diagramm einer Punktmenge P zerlegt einen zugrunde liegenden metrischen
Raum, etwa die euklidische Ebene, derart in Regionen, dass all die Punkte in einer Region
zusammengefasst werden, fiir die die Antwort auf die Frage nach den néchsten Nachbarn
in P gleich ist. Aus Anwendersicht liefert das Voronoi-Diagramm die Antwort auf das
Postamt-Problem. Wenn P eine Menge von Postdmtern in meiner Umgebung ist und
ich mich im Voronoi-Diagramm von P lokalisieren kann, dann weif3 ich, welches Postamt
fiir mich das néchste ist. In der euklidischen Ebene hat das Voronoi-Diagramm lineare
Komplexitit, seine Regionen sind konvex, und es kann fiir n Postémter in O(nlogn) Zeit
[dBvKOS00] berechnet werden. Wie in allen ebenen Partitionen ldsst sich ein Punkt im
Voronoi-Diagramm in logarithmischer Zeit lokalisieren [dBvKOSO00].

Interessant wird das Problem, wenn statt Entfernungen Reisezeiten gemessen wer-
den und wenn diese Reisezeiten durch Transportnetzwerke verkiirzt werden. Im eukli-
dischen Fall wird zum Beispiel das Airlift- Voronoi-Diagramm betrachtet, bei dem der
Zugang zum Transportnetzwerk auf s Stationen beschriankt wird. In dieser Situation
sind die Voronoi-Regionen nicht mehr unbedingt zusammenhéngend. Trotzdem kann es in
O((n+s)log(n+s)+c) Zeit [OB05] berechnet werden, wobei ¢ die Anzahl der Transport-
linien ist. Aichholzer et al. [AAPO02] betrachten eine andere Art von Transportnetzwerk,
nédmlich achsenparallele Strecken, die man sich am besten als bi-direktionale FlieSbédnder
vorstellt, da sie iiberall betreten und verlassen werden konnen. Auf ihnen bewegt man
sich mit einer konstanten Geschwindigkeit fort, die hoher ist als auflerhalb des Netzwerks.
Auflerdem nehmen sie an, dass Entfernungen mithilfe der Manhattan- (oder L;-) Metrik
gemessen werden, was die Situation in amerikanischen Grofistddten gut modelliert. Des-
halb nennen sie die Metrik, die durch das Transportnetzwerk induziert wird, City-Metrik
und das resultierende Voronoi-Diagramm City- Voronoi-Diagramm. Sie zeigen, dass die-
ses Diagramm lineare Komplexitdt in der Anzahl n der Postdmter und der Anzahl ¢
der FlieBbénder besitzt, obwohl seine Regionen nicht konvex sind. Auflerdem geben sie
einen Algorithmus an, der in O(nlogn+c?logc) Zeit eine Verfeinerung des City-Voronoi-
Diagramms berechnet, eine so genannte quickest Path-Map (QPM). Mithilfe der QPM
kann man in O(L + log(n + ¢)) Zeit fiir einen beliebigen Anfragepunkt einen kiirzesten
Weg zu seinem néchsten Postamt berechnen, wobei L die Komplexitédt des Weges ist.

Mit meinem Diplomanden Robert Gérke und mit Chan-Su Shin [GW05, GSW07] habe
ich einen anderen Algorithmus zur Berechnung einer QPM angegeben. Seine Laufzeit
betrigt O((n + ¢) polylog(n + ¢)) und héngt damit weniger stark von der Anzahl ¢
der FlieBbéander ab als die Laufzeit des Algorithmus’ von Aichholzer et al.. Um genau
zu sein, ist unser Algorithmus schneller, wenn ¢ € Q(y/nlog®n). Obwohl wir die QPM
von Aichholzer et al. weiter verfeinern, hat sie immer noch lineare Komplexitidt. Am
Zeitaufwand von O(L + log(n + ¢)) fiir Schnellste-Wege-Anfragen éndert sich nichts.

Wie Aichholzer et al. verwenden auch wir eine Wellenfront, die sich ab dem Zeitpunkt
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Abb. 2.2: Dort wo sich die Wellenfronttei-  Abb. 2.3: Die Wellenfrontausdehnung liefert

le von zwei Postdmtern treffen, fir jeden Anfragepunkt p den
verlduft die Grenze ihrer Voronoi- schnellsten Weg zum néchsten
Regionen. Postamt.

t = 0 gleichzeitig von allen Postdmtern ausgehend iiber die ganze Ebene ausbreitet.
Die Wellenfront zum Zeitpunkt ¢ > 0 besteht aus allen Punkten, die vom néchsten
Postamt Abstand ¢ in der City-Metrik haben. Immer dort, wo Teile der Wellenfront von
verschiedenen Postdmtern aufeinander prallen, verlduft die Grenze zwischen den Voronoi-
Regionen der beteiligten Postimter, siehe die Wellenfront, die in Abbildung von
den Postédmtern w; und wy ausgeht. Die Wellenfront verédndert immer dann ihre Form,
wenn ein so genanntes FEreignis eintritt, etwa wenn die Wellenfront auf ein FlieBband
stoBt, siehe die Fliefbdnder e; und ey in Abbildung Die ganze Schwierigkeit der
Konstruktion der QPM besteht in der effizienten Vorhersage solcher Ereignisse, denn
die Spuren, die die Ecken der Wellenfront hinterlassen, liefern die Gebiete der QPM. In
Abbildung [2.3] werden die Grenzen dieser Gebiete durch die gepunkteten Pfeile markiert.
In jedem Gebiet breitet sich die Wellenfront monoton aus. Jedes Gebiet besitzt einen
ausgezeichneten Startpunkt, der zuerst von der Wellenfront erreicht wird. Wenn man
nun von einem Anfragepunkt p aus entgegen der Wellenfrontausbreitung von Startpunkt
zu Startpunkt springt, so gelangt man auf einem schnellsten Weg zum néchsten Postamt
(w1 in Abbildung [2.3).

Zur effizienten Vorhersage der Ereignisse unterteilen wir die QPM in Regionen kon-
stanter Komplexitét, die wir Streifen nennen. Ein Streifen ist der Teil eines Gebietes, der
von der Wellenfront zwischen zwei aufeinander folgenden, das Gebiet betreffenden Ereig-
nissen iiberstrichen wird. Wir heben die Ausbreitung der Wellenfront in den dreidimen-
sionalen Raum, wobei die dritte Achse die Zeit modelliert. Dort betrachten wir die bereits
erwiahnten Streifen sowie Strahlen, auf denen sich die Ecken der Wellenfront fortbewe-
gen. Es stellt sich heraus, dass sich alle Typen von Ereignissen auf Kollisionen zwischen
Streifen und Strahlen zuriickfiihren lassen. Diese Kollisionen lassen sich mithilfe einer
Technik von Eppstein und Erickson [EE99] effizient vorhersagen, wenn man Datenstruk-
turen fiir so genannte Minimierungsanfragen zur Verfiigung stellt. Aufgrund der kon-
stanten Komplexitéit unserer Streifen lassen sich diese Minimierungsanfragen nach einer
geometrischen Transformation der beteiligten Objekte mittels orthogonaler Bereichsan-
fragen [dBvKOSO00] implementieren. Die Verwendung der orthogonalen Bereichsanfragen
ruft den polylogarithmischen Anteil an der Laufzeit unseres Konstruktionsalgorithmus’
hervor.

Unsere Technik kann als Instanz einer typischen Herangehensweise an gewisse geo-
metrische Probleme betrachtet werden. Wenn mit komplexen geometrischen Objekten
(hier den Regionen des City-Voronoi-Diagramms) gearbeitet wird, hilft es, wenn die fol-
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genden drei Anforderungen erfiillt werden. Erstens ist es wichtig, die Objekte in einfache
Teile (moglichst konstanter Komplexitét) zu zerlegen, so dass sie schnell verarbeitet wer-
den konnen. Zweitens sollte die Zerlegung nicht zu einer substantiellen Erhohung der
Anzahl der Objekte fiihren. Und drittens miissen die vereinfachten Objekte helfen, das
Problem auf den urspriinglichen Objekten effizient(er) zu l6sen. Ein weiteres Beispiel fiir
diese Herangehensweise sind Trapezzerlegungen, eine bekannte Datenstruktur zum Loka-
lisieren von Anfragepunkten in ebenen Unterteilungen. Eine Trapezzerlegung zerlegt die
im Allgemeinen sehr komplizierten Facetten einer ebenen Unterteilung in Trapeze, also
in Objekte konstanter Komplexitit. Aufgrund dessen kann man iiber diesen einfachen
Objekten dann effiziente Suchstrukturen konstruieren, zum Beispiel mit randomisierten
Algorithmen [dBvKOS00]. Wenn man mit diesen Strukturen fiir einen Anfragepunkt das
Trapez bestimmt, das ihn enthélt, so hat man automatisch auch die Facette bestimmt,
die den Anfragepunkt enthilt.

Robert Gorke wurde fiir seinen Vortrag iiber unsere Arbeit [GWO05] beim International
Symposium on Voronoi Diagrams in Science and Engineering ausgezeichnet mit dem
Preis fiir die beste Prdisentation eines jungen Vortragenden.
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Kapitel 3

Visualisierung geometrischer
Netzwerke

Die Visualisierung von geometrischen Netzwerken ist ein Spezialgebiet des Graphenzeich-
nens, ein noch relativ junges Gebiet zwischen Graphentheorie, Algorithmik, Geometrie
und Kognitionswissenschaften, das sich aber mit zwei Monographien [DETT99, KWO01]
und einer jéhrlichen internationalen Konferenz (mit Tagungsbanden in der Serie Lecture
Notes in Computer Science) schon etabliert hat. Die Bedeutung des Gebiets wird noch
weiter wachsen mit der Menge des sehr komplexen Informationsmaterials, das in unserer
Medienwelt sowie in allen Wissenschaften anféllt und das man visualisieren muss, um es
verstdndlicher zu machen.

Anders als beim klassischen Graphenzeichnen sind die Knoten geometrischer Netzwer-
ke bereits mit einem Ort etwa in der Ebene assoziiert. Das Hauptproblem des Graphen-
zeichnens, also die Einbettung der Knoten in die Zeichenebene, scheint also zu entfallen.
Falls der Ort der Knoten nicht veréindert werden darf, bleibt die Frage nach der Art und
Weise, wie die Kanten gezeichnet werden sollen, die diese Knoten miteinander verbinden.
Mit dem Fall, dass auch diese eine vorgegebene Lage besitzen, beschéftigt sich die Kar-
tografie beim Erstellen von Straflen-, Bahn- oder Gewisserkarten. Dabei stellt sich das
iiberaus wichtige Problem der Generalisierung [MLW95]: wie kann man aus Datenma-
terial eines grofien Mafistabs iibersichtliche Karten kleinerer Mafistébe erzeugen? Dabei
miissen Objekte vereinfacht, vergréfliert, verschoben, geloscht, verschmolzen oder auch
getrennt werden, um Information lesbar zu kodieren — anders als etwa beim kontinuierli-
chen Herauszoomen am Bildschirm. Dies ist Thema einer grolen Menge kartografischer
Literatur, die sich natiirlich auch mit der Automatisierung dieses Prozesses befasst, etwa
beim Zeichnen von Straflennetzwerken [MM97].

Schematische Karten spielen eine wichtige Rolle im o6ffentlichen Nah- oder Fernver-
kehr, in der Modellierung von Verkehrs- oder Warenstromen sowie bei der Planung und
Verwaltung von Leitungssystemen etwa von Elektrizitidt oder (Ab-) Wasser. Abgesehen
von [CdBvKO05] verwenden alle bisherigen Verfahren (etwa [AMO00]) lokale Operatoren, die
iterativ angewendet werden, bis gewisse Abbruchkriterien erfiillt sind und das Resultat
(hoffentlich) zufrieden stellend aussieht. In [CdBvKO05] werden die Knoten des gegebenen
Netzwerks als fix angesehen. Der Benutzer kann nun Anfragen der Art stellen: ,,Gibt es ei-
ne Schematisierung mit Verbindungen vom Typ achsenparallel-diagonal-achsenparallel 7
Wenn ja, so liefert der Algorithmus (in O(nlog3 n) Zeit) eine solche, wenn nein, so ,be-
weist® er, dass sie nicht existiert. Eine Erweiterung dieses Algorithmus’ [CvK02], die
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Benutzerinteraktion erlaubt, wurde implementiert und kann online ausprobiert werden®.

Wie das Zeichnen von Graphen ist auch das Platzieren von Beschriftungen im all-
gemeinen ein schwieriges Problem [FW91, KR92, Wol00]. Um das Interesse an einer
Automatisierung nachvollziehen zu konnen, muss man sich vergegenwértigen, dass das
manuelle Beschriften fiir schitzungsweise 50% der Produktionszeit einer Landkarte ver-
antwortlich ist [Mor80]. Zirka 200 wissenschaftliche Artikel beschéftigen sich mit der Be-
schriftungsproblematik [WS96], auBBerdem fast 20 Dissertationen — darunter meine eigene
[Wol99].

Beim allgemeinen Beschriftungsproblem ist eine Menge von Objekten gegeben, die
beschriftet werden sollen, und zu jedem Objekt eine Menge moglicher Beschriftungskan-
didaten mit einer gewissen raumlichen Ausdehnung. Nun geht es meist darum, entweder
eine moglichst groBe Teilmenge der Objekte ohne Uberlappung zu beschriften oder alle
Objekte mit moglichst groflen Beschriftungen zu versehen. Aufgrund seiner Komplexitét
gibt es fiir dieses allgemeine Beschriftungsproblem nur Heuristiken. Wéhrend einige das
Problem als maximale unabhiingige Menge darstellen [WWKS01], greifen die meisten auf
allgemeine Optimierungsverfahren wie Simulated Annealing [ECMS97] oder genetischen
Algorithmen [Rai98, vDO01] zuriick. Andererseits existieren fiir viele interessante Spezial-
falle beweisbar gute Algorithmen, so genannte Approxzimationsalgorithmen, zum Beispiel
fiir das Beschriften von Punkten mit moglichst grofen kongruenten Rechtecken [FW91].
Auch der Spezialfall, dass Punkte auf einer Geraden (z.B. einer U-Bahn-Linie) liegen,
wurde schon untersucht [GIMT01].

Bei allen bisherigen Ansiitzen zur Schematisierung wird die Beschriftung von Knoten
und Kanten nicht beim Zeichnen der Netzwerke beriicksichtigt, sondern héchstens im
Nachhinein. Im Gegensatz dazu gibt es beim orthogonalen Zeichnen von Graphen schon
Bestrebungen, die beiden Arbeitsschritte zu verkniipfen, und zwar mittels gemischt-
ganzzahligem linearem Programmieren [KM03, BDLNO05].

Im Rest dieses Kapitels fasse ich meine Arbeiten zur Visualisierung geometrischer
Netzwerke zusammen. In Abschnitt zeige ich, wie man mithilfe von gemischt-ganz-
zahliger Programmierung die Erstellung qualitativ hochwertiger U-Bahn-Linienpléne und
anderer technischer Zeichnungen automatisieren kann. Die folgenden Abschnitte befas-
sen sich mit Beschriftungsproblemen. In Abschnitt [3:2] gehe ich darauf ein, wie man
dichte Punktwolken beschriftet. Dabei werden die Beschriftungen, im folgenden auch
Label genannt, durch Pfeile mit den Punkten verbunden, die sie beschriften. Durch die
Kombination von Labeln und Pfeilen entstehen interessante Probleme im Grenzbereich
von Beschriftungsplatzierung, Graphenzeichnen und VLSI-Layout. In Abschnitt be-
schéiftige ich mich mit der Beschriftung von gewichteten Punkten. Das ist natiirlich von
grofler praktischer Bedeutung, fithrt allerdings zu schwierigen theoretischen Problemen,
deren Komplexitét (genauer Approximierbarkeit) immer noch nicht bekannt ist. In Ab-
schnitt beschéftige ich mich mit Approximationsalgorithmen fiir die Beschriftung von
Punkten mit je zwei Labeln, was etwa fiir Wetterkarten eine Rolle spielt.

3.1 U-Bahn-Linienpline

U-Bahn-Linienpléne sind ein verbreiteter Spezialfall schematischer Karten. Wie bei sche-
matischen Straflenkarten moéchte man durch die Einschrankung auf wenige Zeichenrich-
tungen (horizontal, vertikal und die beiden Diagonalen) erreichen, dass die Pline gut
lesbar sind. Es gibt allerdings eine Reihe von Besonderheiten, die das Spezialproblem

Lsiche www.cs.uu.nl/archive/sw/schematic-map
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interessant machen: zum Beispiel gibt es zwischen Umsteigebahnhofen oft viele Grad-
2-Knoten, die meist dquidistant gezeichnet werden. Auflerdem spielen die meist farbig
hervorgehobenen U-Bahn-Linien eine wichtige Rolle: sie sollen in Umsteigebahnhofen
moglichst nicht abknicken, damit es Betrachter leicht haben, ihrem Verlauf zu folgen.
Aufgrund der vielen (auch lokalen) Besonderheiten sind alle heute existierenden U-Bahn-
Linienpléne von Grafikdesignern gezeichnet worden. Das Buch von Ovenden [Ove03] gibt
einen schonen Uberblick. Die Mutter aller modernen U-Bahn-Linienpline, die sich von
der zugrunde liegenden Geometrie gelost haben, ist die Karte der Londoner Tube von
Henry Beck [Gar94] aus dem Jahre 1933.

Die drei bisherigen Versuche, das Zeichnen von U-Bahn-Linienplédne zu automatisie-
ren, basieren auf iterativer lokaler Optimierung: Barkowsky et al. [BLR00] verwenden ein
allgemeines Verfahren zur Vereinfachung von Linienziigen. Hong et al. [HMdNO5] verwen-
den einen Spring-Embedder, also ein physikalisches Modell, in dem sich adjazente Knoten
anziehen und nicht-adjazente Knoten abstofien. Stott und Rodgers [SR04] schliefflich ver-
wenden Hill-Climbing, um multikriteriell zu optimieren. Abbildung [3.1] zeigt am Beispiel
des CityRail-Netzwerks von Sydney die Vorziige und Nachteile der beiden letztgenannten
Arbeiten.

(a) Ausschnitt von Abb. 7(b) in [HMdJNO5]. (b) Abb. 15 in [SR04].

Abb. 3.1: Verschiedene Zeichnungen des CityRail-Netzwerks von Sydney.

Mit meinem Diplomanden Martin Néllenburg [NW06] habe ich mich ebenfalls mit
dem Zeichnen von U-Bahn-Linienplénen beschéftigt. Unser Hauptanliegen war es, wenn
moglich die Oktilinearitidt zu garantieren, d.h. dass alle Kanten parallel zu einer Koor-
dinatenachse oder zu einer Winkelhalbierenden der Achsen verlaufen miissen. Allerdings
ist es im oktilinearen (im Gegensatz zum orthogonalen) Fall méglich, dass zu einer okti-
linearen Einbettung keine kreuzungsfreie Zeichnung existiert [BT04].

Martin Néllenburg konnte in seiner Diplomarbeit [N6105] zeigen, dass eine wesentlich
starkere Aussage gilt: es ist namlich NP-schwer zu entscheiden, ob ein eingebetteter
planarer Graph eine oktilineare Zeichnung besitzt. Dies ist erstaunlich, weil Tamassia
in einer schon klassischen Arbeit [Tam87] durch Reduktion auf ein Flussproblem zeigen
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(a) Tatsichlicher Linienverlauf. (b) Ausgabe unseres MIPs.

Abb. 3.2: Das CityRail-Netzwerk von Sydney.

konnte, dass man im orthogonalen Fall (d.h. wenn man Diagonalen ausschliefit) sogar
knickminimale Zeichnungen effizient finden kann.

Es hat sich herausgestellt, dass die Hauptarbeit bei der praktischen Losung des Pro-
blems darin bestand, das Problem gut zu modellieren. Nachdem wir viele echte U-Bahn-
Linienplédne [Gar94, Ove03] studiert hatten, haben wir Listen von harten und weichen
Anforderungen an gute Pliane formuliert. Die harten Anforderungen umfassen die Erhal-
tung der gegebenen Einbettung, die Oktilinearitéit der Kanten und die Einhaltung ge-
wisser Minimalabstéinde zwischen Knoten. Zu den weichen Anforderungen gehort, dass
U-Bahn-Linien moglichst gerade durch Umsteigebahnhéfen gehen sollten, dass die Ge-
samtkantenléinge klein sein sollte und dass die relative Lage adjazenter Knoten so gut wie
moglich erhalten werden sollte. Das Konzept der relativen Lage haben wir modelliert, in
dem wir den Winkelraum um jeden Knoten v in acht gleichgrofle Sektoren aufteilen und
verlangen, dass jeder zu v adjazente Knoten im gleichen Sektor beziiglich v liegt wie im
gegebenen Layout — oder in einem der beiden benachbarten Sektoren.

Es ist uns dann gelungen, ein gemischt-ganzzahliges lineares Programm (MIP) fiir das
Zeichnen von U-Bahn-Linienplinen anzugeben. Falls eine Zeichnung existiert (und das
war bei unseren Beispielen immer der Fall), die alle harten Anforderungen erfiillt, dann
liefert unser MIP eine solche. Auflierdem optimiert unser MIP die gewichtete Summe von
drei Kostenfunktionen, von denen jede eine der weichen Anforderungen modelliert. Unser
MIP ist die erste Methode, die Oktilinearitit garantiert, was fiir die Ubersichtlichkeit
von U-Bahn-Linienplédnen essentiell ist. Dadurch dass wir global optimieren, kénnen wir
nicht in lokale Minima geraten und vermeiden so die Probleme, mit denen die bisherigen
Methoden zu kémpfen hatten. Wir haben unser MIP implementiert. Die experimentellen
Resultate sind vielversprechend, siehe Abbildung [3.2)

Wir zeigen, wie unser MIP dahingehend erweitert werden kann, dass U-Bahn-Stationen
beschriftet werden. Der ,, Trick“ besteht darin, Beschriftungen als spezielle kleine U-Bahn-
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Linien zu modellieren. Auflerdem machen wir Vorschlige, wie unser MIP beschleunigt
werden kann. Dies erreichen wir dadurch, dass wir heuristisch die Anzahl der notwendi-
gen linearen Beschrankungen vermindern, insbesondere fiir die aufwéandige Modellierung

der Planaritét.

Unser MIP hat gegeniiber anderen Verfahren den Vorteil, dass leicht zusétzliche An-
forderungen (etwa ein vorgegebenes Papierformat) einbezogen werden kénnen. Auch Be-
nutzerinteraktion (,zeichne diese Kante horizontal®) ist kein Problem. Schlieflich eignet
es sich auch fiir alle anderen Arten von technischen Zeichnungen, bei denen die Anzahl
der erlaubten Kantenrichtungen beschréinkt ist.

Interessanterweise sind die Layout-Prinzipien von U-Bahn-Linienpldnen nicht nur in
Anwendungen mit geometrischem Hintergrund eingesetzt worden. Sandvad et al. [SGSKO01]
und Nesbitt [Nes04] verwenden die so genannte Metro-Map-Metapher, um abstrakte In-
formation zu visualisieren. Ein besonders hiibsches Beispiel, das auf dieser Metapher
basiert, ist eine Karte [O’R03], die die Produktlinien des Verlegers O’Reilly zum Thema
Open Source zeigt, siche Abbildung [3-3]
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Abb. 3.3: Produktlinien des Verlegers O’Reilly [O’R03].

Uber unsere Arbeit [NWO6] ist ein zweiseitiger Artikel [Pol06] in der Frankfurter
Allgemeinen Sonntagszeitung erschienen. Martin Nollenburg wurde fiir die Arbeit aus-
gezeichnet mit dem NRW Undergraduate Science Award 2005 in der Sparte Informatik.
Auflerdem bekam er fiir seinen Studienabschluss den Absolventenpreis der Fakultit fiir
Informatik an der Universitiat Karlsruhe.
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3.2 Beschriften am Kartenrand

In medizinischen Atlanten und manchen Arten von technischen Zeichnungen werden
Punkte durch grofie Textblocke beschriftet. Dies geschieht meistens dadurch, dass die
Textblocke um die eigentliche Abbildung herum gruppiert werden und dann mittels Pfei-
len auf die Punkte verweisen, die sie beschriften. Es gibt schon eine Reihe von Arbeiten,
die sich mit der Platzierung von Beschriftungen unter Zuhilfenahme von Pfeilen be-
schéftigt. So beniitzt Zoraster [Zor97] Simulated Annealing, um Punkte und Strecken
in Karten fiir seismische Untersuchungen zu beschriften. Freeman et al. [FMC96] ver-
wenden eine iterative rasterbasierte Methode, um Regionen in bodenkundlichen Karten
zu beschriften. Schlielich erweitern Fekete und Plaisant [FP99] das Infotipp-Paradigma,
um in dichten Punktwolken interaktiv zu beschriften, d.h. immer die Punkte, die gerade
von einem kreisformigen Cursor erfasst werden. Mit der Platzierung von Textblécken
festen Flidcheninhalts (aber ohne Pfeile) beschiftigen sich Tturriaga und Lubiw [ILO03].
Thre so genannten elastischen Label miissen innerhalb eines gegebenen Rechtecks plat-
ziert werden und dabei Punkte auf dem Rand des Rechtecks beschriften. Sie geben einen
Algorithmus an, der in O(n*) Zeit entscheidet, ob eine Platzierung existiert, und wenn
ja, diese ausgibt.

Mit Michael Bekos, Michael Kaufmann und Antonios Symvonis [BKSW05, BKSW07]
habe ich ein neues Modell fiir die Beschriftung von Punkten entworfen, in dem die Be-
schriftungen durch Pfeile mit den jeweiligen Punkten verbunden werden und in dem es
uns dann moglich war, effiziente Algorithmen anzugeben.

Unser Modell ist das folgende. Wir gehen davon aus, dass die zu beschriftenden Punk-
te in einem Rechteck R enthalten sind und dass jeder Punkt durch ein achsenparalleles
Rechteck gegebener Grofle, seinen Label, beschriftet werden soll. Von den Labeln fordern
wir, (a) dass sie einander nicht iiberlappen, (b) dass sie auflerhalb von R liegen, aber
R beriihren und (c¢) dass sie durch einen Pfeil mit dem Punkt verbunden sind, den sie
beriithren. Weiterhin soll gelten, (d) dass Pfeile keine anderen Pfeile, Punkte oder Label
schneiden. Wir betrachten zwei Moglichkeiten, Pfeile zu zeichnen: geradlinig oder rektili-
near, d.h. als zusammenhéingende Folge von achsenparallelen Strecken. Im rektilinearen
Fall unterscheiden wir zwei Modi, in denen jeder Pfeil entweder aus maximal zwei oder
aus maximal drei Segmenten bestehen darf. Entsprechend sagen wir, dass im geradlini-
gen Fall jeder Pfeil aus genau einem (natiirlich nicht notwendigerweise achsenparallelen)
Segment bestehen muss.

Uns interessieren zuléssige Pfeil-Label-Platzierungen, aber auch solche, die entweder
die Gesamtpfeillinge oder (im rektilinearen Fall) die Knickanzahl minimieren. Dies sind
beim Graphenzeichnen iibliche Zielfunktionen, die die Ubersichtlichkeit einer Zeichnung
quantifizieren. Wir gehen davon aus, dass die Zuordnung der Label zu den Rechteckssei-
ten gegeben ist. Der Grund fiir diese Annahme ist, dass man das NP-schwere Problem
PARTITION [GJ79] auf dieses Zuordnungsproblem reduzieren kann.

Wir stellen eine Reihe effizienter Algorithmen vor, die fiir verschiedene Anzahlen von
Pfeilsegmenten zuléssige, ldngen- und knickminimale Pfeil-Label-Platzierungen berech-
nen, wobei die Label auf einer, zwei oder vier Seiten des Rechtecks platziert werden, siehe
Tabelle 3.1} Bei der Lingenminimierung unterscheiden wir noch zwischen fest vorgegebe-
nen und frei wihlbaren Punkten, an denen die Pfeile an die Beschriftungen angekniipft
werden miissen. Die Optimierungsalgorithmen beniitzen entweder dynamisches Program-
mieren oder geometrisches bipartites Matching, um eine lingenminimale Pfeilplatzierung
zu berechnen. Der Trick beim geometrischen Matching ist, dass ein kostenminimales Mat-
ching kreuzungsfrei ist. Einige der Algorithmen haben wir implementiert. Abbildung [3.4]
zeigt die Ausgabe eines dieser Algorithmen.
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£ | Rechtecksseiten langenminimale Lsg.
15 . zuléissige knickminimale
E §D B }Ifl 1‘;5 Losung Losung feste freie
eschriftun,
A s Ankniipfungspunkte
1 1 nlogn n?te n?
1 4 nlogn n2te n?
2 1 n? offen n? n?
2 2 n? offen n? n?
3 1 [nlogn] [n?] nlogn [n?]
3 2 n? offen n? n?
3 4 nlogn offen n2log®n n?

Tab. 3.1: Laufzeiten unserer Algorithmen (in Grof-Oh-Notation) fiir verschiedene Varianten
von Randbeschriftung. Dabei ist ¢ eine beliebig kleine positive Konstante. Die Lauf-
zeiten in eckigen Klammern beziehen sich auf Beschriftungen verschiedener Grofle.
Die mit ,—* markierten Kombinationen sind nicht sinnvoll.

3.3 Beschriftung gewichteter Punkte

Da héufig nicht genug Platz vorhanden ist, um alle gegebenen Objekte mit Labeln der
gewiinschten Grofle zu beschriften, besteht eine natiirliche Zielfunktion darin, die Anzahl
der beschrifteten Objekte zu maximieren. In vielen Situationen, z.B. in der Kartografie,
sind die Objekte jedoch unterschiedlich wichtig. Um diesen Sachverhalt zu modellieren,
kann man das Problem verallgemeinern, indem man die Objekte gewichtet und entspre-
chend die Summe der Gewichte der beschrifteten Objekte zur Zielfunktion macht. Dies
ldsst sich in allgemeine Optimierungsverfahren wie Simulated Annealing oder in geneti-
sche Algorithmen relativ problemlos einbauen.

Mit Sheung-Hung Poon, Chan-Su Shin, Tycho Strijk und Takeaki Uno [PSSWO01,
PSS*03] habe ich nach beweisbar guten Algorithmen gesucht, die gewichtete Punkte
durch achsenparallele Rechtecke gleicher Hohe beschriften. Wir haben zuerst eine No-
menklatur von Beschriftungsmodellen erweitert, die van Kreveld et al. vorgeschlagen
haben [vVKSW99]. Wie van Kreveld et al. vergleichen wir unsere Modelle untereinander.
Im gewichteten Fall bedeutet das, jeweils fiir Paare von Modellen das Verhiltnis der
Gewichte optimaler Beschriftungen zu untersuchen. Da wir auch Label unterschiedlicher
Lange zulassen, tauchen dabei zum ersten Mal logarithmische Verhéltnisse auf.

Wichtig bei der Nomenklatur ist insbesondere die Unterscheidung zwischen Fest-
Positionen-Modellen, bei denen nur eine konstante Anzahl von Label-Positionen pro
Punkt zuléssig ist, und Schiebemodellen, bei denen ein Label mit einer oder mehrerer sei-
ner vier Seiten an dem Punkt entlang geschoben werden kann. Der Begriff Schiebemodell
(engl. slider modell) wurde von van Kreveld et al. [vKSW99] gepréigt und hat viele Verof-
fentlichungen nach sich gezogen [ZQ02, GIMT01, KSY01, EKW05, ZH06, SvK02]. Man
sieht relativ leicht, dass sich die bekannten Algorithmen [AvKS98] fiir Fest-Positionen-
Modelle vom ungewichteten auf den gewichteten Fall iibertragen lassen [Itu99].

Schwieriger wird es bei den Schiebemodellen. Zuerst konnten wir zeigen, dass im
Gegensatz zum ungewichteten Fall erstaunlicherweise schon die eindimensionale Version
des Problems NP-schwer ist, indem wir das NP-schwere Problem SUBSETSUM [GJ79]
darauf reduziert haben. Also stellt sich die Frage nach der Existenz von Approximati-
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Abb. 3.4: Ein Skelett mit Originalbeschriftung (rechts) und einer Beschriftung, die unser Al-
gorithmus fiir rektilineare Pfeile mit maximal drei Segmenten berechnet hat (links).

onsalgorithmen, die wir als erste positiv beantworten konnten. Geholfen hat uns dabei,
dass wir den engen Zusammenhang zwischen unserem eindimensionalen Beschriftungs-
problem und einem Problem der Ablaufplanung gefunden haben, und zwar dem Problem
Durchsatzmazimierung mit beschrinktem Streckfaktor auf einer Maschine. Zu diesem
Problem gab es schon einen Approximationsalgorithmus [BD00], e-2PA, der fiir unse-
ren Spezialfall ein voll-polynomielles Approximationsschema (FPTAS) mit Laufzeit und
Speicherplatzbedarf O(n?/e) liefert. Fiir diesen Spezialfall konnten wir jedoch den Kor-
rektheitsbeweis des Algorithmus vereinfachen und seinen Speicherplatzbedarf auf O(n/¢)
reduzieren. Das zweidimensionale Problem kann man nun dadurch l6sen, dass man es in
viele eindimensionale Teilprobleme zerlegt, diese mit obigem Algorithmus 16st und geeig-
net zusammensetzt. So erhélt man einen Faktor-(2 + £)-Approximationsalgorithmus mit
den gleichen Zeit- und Platzschranken wie im eindimensionalen Fall.

Wir untersuchen auch einige Spezialfille. Besonders interessant sind dabei quadrati-
sche Label. Das eindimensionale Problem kann man 16sen, indem man die schiebbaren
Beschriftungen von n Punkten in héchstens n' < (") diskrete Beschriftungen, also In-

2
tervalle, verwandelt. Nun muss man nur noch eine unabhdngige Menge mazximalen Ge-
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wichts in einem Intervallschnittgraphen finden, was mit dynamischem Programmieren
in O(n'logn’) Zeit moglich ist [HTC92]. Wenn man hinter die Diskretisierung ein dy-
namisches Programm [AvKS98] schaltet, erhilt man fiir den zweidimensionalen Fall ein
Polynomialzeitapproximationsschema (PTAS).

Folglich ist eine gewichtsmaximale Beschriftung von Punkten in allen Féllen beliebig
gut approximierbar, in denen ein , Freiheitsgrad® eingeschrénkt ist: im eindimensiona-
len Fall (obiges FPTAS), im Fall von Fest-Positionen-Modellen [AvKS98], im Fall von
konstantem Gewicht [vKSW99] und im Fall von konstanter Labellinge, was dquivalent
zum oben diskutierten Fall der quadratischen Label ist. Offen bleibt die brennende Frage
nach der Komplexitit des allgemeinen Problems. Seither ist nur ein geringer Fortschritt
erzielt worden: mit Thomas Erlebach, Torben Hagerup, Klaus Jansen und meinem Stu-
dienarbeiter Moritz Minzlaff konnten wir eine Faktor-(2/3 — ¢)-Approximation angeben
[EHJ06].

Alle unsere Algorithmen fiir die Beschriftung gewichteter Punkte lassen sich auch fiir
die Beschriftung von Knoten in Graphzeichnungen oder Punkten in anderen Diagrammen
einsetzen, indem man vorab fiir die ,,Schiebeintervalle“ jedes Labels priift, welcher Teil
davon durch andere Elemente des (feststehenden) Diagramms beansprucht wird. Nach-
dem man die Schiebeintervalle entsprechend gestutzt hat, kann man dann jeden unserer
Algorithmen benutzen, um die Label innerhalb ihrer verkleinerten Schiebeintervalle zu
platzieren. Die Kanten von Graphzeichnungen kénnen beschriftet werden, indem man
auf jeder Kante einen Punkt festlegt, der beschriftet werden soll. Im Fall von orthogonal
gezeichneten Graphen kann ein Label durch diese Hilfskonstruktion wie gewiinscht par-
allel zur Kantenrichtung verschoben werden, allerdings im Allgemeinen nicht iiber die
ganze Kantenldnge. Um das zu erreichen, kénnte man die allgemeine Version von e-2PA
verwenden. Deren Approximationsfaktor nimmt zwar mit wachsendem Quotienten von
Schiebeintervall- und Labelldnge ab, fiir praktische Belange sollte das aber nicht sehr ins
Gewicht fallen.

3.4 Beschriftung von Punkten mit je zwei Beschrif-
tungen

In Wetterkarten kommt es oft vor, dass Stddte auler mit ihrem Namen mit weiteren Da-
ten, etwa der dort gemessenen Temperatur, beschriftet werden. Das Problem der Mehr-
fachbeschriftung wurde zuerst von Kakoulis und Tollis [KT98| betrachtet, die zwei Heu-
ristiken fiir die Beschriftung von Knoten und Kanten von Graphzeichnungen angeben
und dabei auch mehrere Label fiir ein Objekt zulassen. Ihre Zielfunktion ist die Ma-
ximierung der (vollstindig) beschrifteten Objekte. Einer ihrer Algorithmen ist iterativ,
der andere benutzt mazximales bipartites Matching. Die Autoren geben weder Laufzeit-
schranken noch Approximationsgarantien an. Soweit nicht anders vermerkt, haben alle
anderen Beschriftungsalgorithmen in diesem Abschnitt eine Laufzeit von O(nlogn) und
benottigen linearen Speicher.

Die ersten Approximationsalgorithmen wurden von Zhu und Poon [ZP99, ZP01] ange-
geben. Sie beschriften eine gegebene Menge von Punkten mit Labeln gleicher Grofle, zwei
pro Punkt. Alle Label miissen ihre Punkte beriihren und diirfen sich gegenseitig nicht
schneiden. Dabei soll die Labelgrofle maximiert werden. Fiir achsenparallele quadrati-
sche Labelpaare erzielen sie eine 1/4-Approximation, fiir kreisformige Labelpaare eine
1/2-Approximation. Beide Algorithmen beruhen darauf, dass man disjunkte Regionen
angeben kann, eine pro Punkt (bzw. Punktepaar), so dass die Punkte innerhalb ihrer

23



Region mit Labelpaaren hinreichender Gréfie beschriftet werden kénnen. Im Falle der
kreisférmigen Labelpaare sind diese Regionen einfach auf die Eingabepunkte zentrierte
Kreisscheiben mit Durchmesser D, wobei D der kleinste euklidische Abstand zwischen
zwei Eingabepunkten ist. Offensichtlich kann man in diese Kreisscheiben beliebig orien-
tierte Doppelkreise mit Durchmesser D/2 platzieren. Andererseits sieht man leicht, dass
D eine obere Schranke fiir den maximalen Labelradius ist. Der Approximationsfaktor fiir
quadratische Beschriftungen wurde spéter von Zhu und Qin [ZQ02] auf 1/3 verbessert.

In Zusammenarbeit mit Zhongping Qin, Yinfeng Xu und Binhai Zhu [QWXZ00] konn-
te ich diese Ergebnisse weiter verbessern. Die Approximationsfaktoren, die wir erzielt ha-
ben, sind 1/2 fiir das Beschriften von Punkten mit Quadratpaaren und 1/(1+ cos 18°) ~
0.513 fiir den Fall von Kreispaaren.

Kreisférmige Label. Waihrend die Verbesserung im Fall der kreisférmigen Label ge-
ring zu sein scheint, gilt es folgende Schwierigkeit zu bedenken. Der Schnittgraph der
oben angesprochenen (offenen) Kreisscheiben, die auf die Eingabepunkten zentriert sind
und die Labelpaaren enthalten, &ndert sich schlagartig, wenn man ihre Durchmesser
von D aus leicht erhcht: der Maximalgrad steigt von 0 auf 6. Entsprechend schwie-
rig und technisch wurde der Beweis des Approximationsfaktors. Der Algorithmus basiert
auf den zueinander dualen geometrischen Datenstrukturen Delaunay- Triangulierung und
Voronoi-Diagramm [AK00]. Die Kanten der Delaunay-Triangulierung beniitzen wir, um
zu entscheiden, wie wir unsere Labelpaare platzieren; die paarweise disjunkten Regionen
des Voronoi-Diagramms, um zu zeigen, dass sich keine zwei Labelpaare schneiden.

Unser Ergebnis wurde bald von Spriggs und Keil [SK02] verbessert. Ihr Algorithmus
hat einen Approximationsfaktor von 4/(1 +/33) ~ 0.593. Auch ihr Algorithmus basiert
darauf, disjunkte Regionen zu berechnen und Labelpaare darin zu platzieren.

Schliellich konnten Michael Thon, einer meiner Studenten, Yinfeng Xu und ich auch
dieses Resultat verbessern [WTX02]. Unser Algorithmus hat einen Approximationsfak-
tor von 2/3. Dazu haben wir die Idee mit dem Voronoi-Diagramm konsequent zu Ende
gedacht. Es lag auf der Hand, dass man obigen Algorithmus [QWXZ00] heuristisch ver-
bessern kann, indem man Labelpaare maximaler GroBe in jede Voronoi-Region platziert?.
Dabei entstehen natiirlich verschieden groie Labelpaare, also muss man anschlielend al-
le auf die Grofle d des kleinsten Labelpaares schrumpfen. Die geschrumpften Labelpaare
konnen sich nicht schneiden, da die Voronoi-Regionen konvex sind. Die Schwierigkeit
bestand also hauptséichlich in der Analyse des Approximationsfaktors, also dem Ver-
gleich der Labelgrole d mit der maximalen Labelgrofie dopt. Dabei ergibt sich d als die
Nullstelle der Ableitung einer gebrochen rationalen Funktion, die den Abstand eines La-
belmittelpunktes zu einer parametrisierten Geraden ausdriickt. Es stellte sich heraus,
dass unsere Abschéiitzung scharf ist, das heifit, dass es tatséichlich Punktmengen gibt, fiir
die die Gleichheit in d > 2d,p/3 gilt.

Vor kurzem wurde auch dieses Ergebnis noch leicht verbessert — wenn auch ein Stiick
weit zu Lasten der Laufzeit. Jiang et al. [JBQZ04] skizzieren einen Algorithmus mit
Approximationsfaktor (0.671 —¢) und Laufzeit O(nlog(n/e)). Aulerdem zeigen sie, dass
das Problem NP-schwer ist und sich nicht besser als mit einem Faktor von zirka 0.966
approximieren lésst. Zum Vergleich: auch das Beschriften von Punkten mit je einem Kreis
ist NP-schwer und lésst sich nicht beliebig gut approximieren [SW01]. Den augenblicklich
besten Approximationsfaktor von (0.336 — ¢) erzielt ein Algorithmus von Jiang et al.

[JBQZ04], der n Punkte in O(nlogn + n(1/)°/=*)) Zeit beschriftet.

2Diesen Algorithmus haben wir implementiert und als Java-Applet im Internet zur Verfiigung gestellt,
siehe http:/ /il lwww.iti.uni-karlsruhe.de/map-labeling/points /two-circles/
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(a) Quadratpaar-Beschriftung (b) Metafont-Beschriftung

Abb. 3.5: Quadratpaar- und Metafont-Beschriftungen (gepunktet) konnen so auf Rechtecks-
beschriftungen (grau schattiert) abgebildet werden, dass die Rechtecke dabei Qua-
dratpaare bzw. Metafont-Quadrate der halben urspriinglichen Seitenlidnge (dick ge-
zeichnet) enthalten.

Quadratische Label. Im Gegensatz dazu ist unser Faktor-1/2-Approximationsalgo-
rithmus [QWXZ00] fiir die Beschriftung von Punkten mit achsenparallelen Quadratpaa-
ren nicht weiter verbessert worden. Bei diesem Problem gibt es wie bei der Beschriftung
mit Kreispaaren fiir jeden Punkt iiberabzéhlbar viele erlaubte Labelpositionen. Anders
als bei Kreispaaren ist jedoch die Position eines Labels nicht durch die des anderen fest-
gelegt. Unser Algorithmus 16st eine diskrete Version des Problems. Bei dieser Version gibt
es fiir jeden Punkt nur vier zuléssige Labelpositionen, ndmlich die, wo das Quadratpaar
ein Rechteck mit Seitenverhéltnis 2:1 bildet, das den Punkt im Mittelpunkt einer der
beiden lingeren Seiten beriihrt, siehe die Rechtecke in Abbildung[3.5al Natiirlich ist jede
Losung des diskreten Problems auch eine Losung des urspriinglichen. Wir haben gezeigt,
dass man das diskrete Problem optimal 16sen kann und dass man wie in Abbildung
jede optimale Losung des urspriinglichen Problems auf eine des diskreten Problems ab-
bilden kann, bei der die Label halb so grofl sind. Mit anderen Worten: unser optimaler
Algorithmus fiir das diskrete Problem hat einen Approximationsfaktor von 1/2 fiir das
urspriingliche Problem.

Die Tatsache, dass sich das Punktbeschriftungsproblem fiir die oben beschriebenen
Rechtecke mit Seitenverhéltnis 2:1 exakt 16sen lésst, ist insofern erstaunlich, als zu diesem
Zeitpunkt nur ein exakt losbares ebenes Beschriftungsproblem bekannt war. Wenn fiir
jedes zu beschriftende Objekt nur zwei Labelpositionen erlaubt sind, kann man das Ent-
scheidungsproblem (,,Gibt es fiir die gegebene Labelgrofle eine Beschriftung aller Punk-
te?“) mit einer booleschen Variablen pro Punkt als 2-SAT-Formel kodieren und in Li-
nearzeit auf Erfiillbarkeit testen. Der ,, Trick” bei obigem Rechtecksbeschriftungsproblem
bestand darin, pro Punkt zwei boolesche Variable zu beniitzen. Interessanterweise klappt
dieser Trick beim klassischen Vier-Positionen-Modell (4P) nicht, bei dem jeder rechte-
ckige Label den zu beschriftenden Punkt mit einer Ecke berithren muss. Formann und
Wagner [FW91] haben gezeigt, dass 4P selbst fiir Quadrate NP-schwer ist und sich nicht
besser als bis auf einen Faktor von 1/2 approximieren lisst. Andererseits konnten sie
einen Algorithmus angeben, der gerade diesen Approximationsfaktor erreicht.

Wenn man das Modell leicht abédndert und fiir quadratische Label, einer pro Punkt,
fordert, dass sie die zu beschriftenden Punkte mit dem Mittelpunkt einer Seite beriihren,
erhélt man das Metafont-Beschriftungsproblem, siehe die kleinen und groflen quadrati-
schen Label in Abbildung Metafont ist ein Werkzeug, das Knuth zum Schriftdesign
entwickelt hat und das dabei gewisse Punkte in Diagrammen beschriften muss. Knuth
und Raghunathan [KR92] haben bewiesen, dass diese Variante ebenfalls NP-schwer ist.
Thr Beweis zeigt implizit, dass sich die maximale Labelgréfle nicht beliebig gut approxi-
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mieren lésst. Formann und Wagner [FW93] konnten einen Algorithmus fiir das Metafont-
Beschriftungsproblem mit Approximationsfaktor 1/3 angeben. Interessanterweise liefert
unser optimaler Rechtecksbeschriftungsalgorithmus auch fiir dieses Problem einen Ap-
proximationsfaktor von 1/2. Der Grund ist der gleiche wie beim Beschriften mit Qua-
dratpaaren: jede optimale Losung des Metafont-Beschriftungsproblems lésst sich auf ei-
ne Losung des Rechtecksproblems abbilden, bei der die Rechtecke halb so grofl wie die
Metafont-Quadrate sind, siehe Abbildung Bei den Quadratpaaren ist der Beweis
komplizierter und technischer, da die Rechtecke nicht immer in den entsprechenden Qua-
dratpaaren enthalten sind, siche Abbildung

Das Gebiet der Beschriftung von Punkten mit mehreren Quadraten wurde spéter
durch eine Arbeit von Duncan et al. [DQVZ03] abgerundet, in der gezeigt wurde, dass
man n Punkte mit je drei Quadraten maximaler GroBe in O(n?logn) Zeit beschriften
kann. Das Beschriften mit vier Quadraten ist trivial, denn es geniigt, das Punktepaar mit
kleinstem Abstand d in der Lo.-Norm zu finden. Dann ist eine Beschriftung aller Punkte
mit Quadraten der Seitenlinge d/2 moglich und optimal.

Folglich zeigt sich beim Beschriften von Punkten mit quadratischen Labeln derselbe
Trend, der fiir kreisformige Label gilt: je mehr Label pro Punkt, desto besser lésst sich
das Problem approximieren oder desto schneller ldsst es sich optimal 16sen.
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