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Zusammenfassung

Fiir eine Menge von Intervallen ist der korrespondierende Intervallgraph eine Repréa-
sentation der Schnitte zwischen den Intervallen. Wir untersuchen eine verallgemeinerte
Variante des Graphen-Farbeproblems auf Intervallgraphen mit gerichteten und ungerich-
teten Kanten. Dabei weisen wir den Knoten Zahlen aus einer moglichst kleinen Menge
zu. Adjazenten Knoten werden unterschiedliche Zahlen zugewiesen. Zusétzlich gilt fiir
eine gerichtete Kante (u,v), dass v eine grofiere Zahl als u zugewiesen ist. Wir zeigen,
wie der bekannte Greedy-Ansatz zum Farben von Intervallgraphen auf unser Problem
iibertragen werden kann. Als Hauptresultat beweisen wir, dass dieser Algorithmus in
unserem speziellen Farbeproblem stets eine Farbung mit minimaler Anzahl an Farben
erzeugt. Diese Verallgemeinerung des Férbens formalisiert ein Teilproblem, das beim
automatisierten Zeichnen von Kabelplinen fiir elektronische Maschinen auftritt. Wir
zeigen mit unserem Resultat, dass beim orthogonalen Zeichnen von Kabelplédnen stets
eine Zeichnung mit minimaler Hohe generiert wird. Die Laufzeit unseres Algorithmus ist
optimal.

Abstract

A graph that corresponds to a set of intervals and their overlaps is called an interval
graph. We study a generalized variant of the graph coloring problem for interval graphs,
where some edges may be directed while others are undirected. We assign each node
a number from as small a set as possible. Adjacent nodes must be assigned different
colors. Additionally, for a directed edge (u, v), the number assigned to v must be greater
than that of u. We show how to adapt the well-known greedy coloring approach for
interval graphs to solve our problem. As our main result, we prove that this algorithm
always produces a coloring with a minimal number of colors for our specific problem. This
generalization of coloring formalizes a sub-problem that occurs when drawing cable plans
of electronic machines. With our result, we show that drawing a cable plan orthogonally
yields a drawing of minimal height. The runtime of our algorithm is optimal.
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1 Einleitung

Die Intervallgraphen sind eine Unterklasse der ungerichteten Graphen, die so zu einer
Menge von Intervallen korrespondieren, dass jeder Knoten ein Intervall représentiert
und zwei Knoten genau dann durch eine Kante verbunden sind, wenn ihre Intervalle sich
schneiden. Unter einer Knotenfirbung eines Graphen versteht man eine Zuordnung aller
Knoten zu Farben, sodass zwei benachbarte Knoten stets unterschiedlich gefarbt sind.
Um bei einer Farbung die Farben nach ,,Grole“ unterscheiden zu kénnen (Farbe ,x* ist
groBer als Farbe ,,y*), verwendet man nattrliche Zahlen.

Die Berechnung einer Farbung in Intervallgraphen kann mit einer bekannten Greedy-
Strategie optimal gelést werden: Betrachte die Intervalle in aufsteigender Reihenfol-
ge ihrer linken Endpunkte und firbe jedes Intervall in der niedrigsten, zuldssigen Far-
be. Dieser Algorithmus liefert einen intuitiven Beweis, dass Intervallgraphen perfekt
sind [Wes01].

Ein gemischter Graph besitzt sowohl gerichtete als auch ungerichtete Kanten. Kor-
respondiert ein gemischter Graph zu einer Menge von Intervallen, so spricht man von
einem gemischten Intervallgraphen. Diese stellen eine Verallgemeinerung der iiblicher-
weise ungerichteten Graphenklasse dar.

Fiir eine Farbung eines gemischten Graphen gilt, wie im ungerichteten Graph, dass
durch eine ungerichtete Kante verbundenen Knoten unterschiedliche Farben zugeord-
net sind. Fiir zwei durch eine gerichtete Kante verbundene Knoten wird zwischen zwei
Formen von gerichteter Farbung unterschieden: Bei der nicht-strikten Farbung gilt: Die
Farbe des Knoten, von dem die Kante ausgeht, ist hochstens so grofl wie die Farbe des
Knotens, zu dem die Kante gerichtet ist. Beim strikten Farben gemischter Graphen ist
die Farbe des ausgehenden Knotens kleiner als die des Knotens, zu dem die Kante ge-
richtet ist. Sotskov [Sot20] hat eine historische Revue dieser Typen von Féarbeproblemen
verOffentlicht. Darin identifiziert er drei wesentliche Probleme in Zusammenhang mit
dem Féarben gemischter Graphen, ndmlich das Existenzproblem: FExistiert eine giiltige
Farbung des vorliegenden Graphen?, das Optimierungsproblem: Wie berechnet man eine
Féarbung mit der kleinstmdéglichen Anzahl an Farben? und das Aufzdhlungsproblem: Wie
zGhlt man alle giiltigen Farbungen eines Graphen auf?.

Die friitheste bekannte Formulierung des nicht-strikten Farbeproblems in gemischten
Graphen stammt von Sotskov und Tanaev [ST76]. Darin zeigen sie, dass ein gemischter
Graph genau dann nicht-strikt gefdrbt werden kann, wenn sein gerichteter Untergraph
keinen Kreis enthélt, in dem zwei Knoten vorkommen, die im ungerichteten Untergraph
benachbart sind. Die erste bekannte Erwdhnung des strikten Farbeproblems in gemisch-
ten Graphen stammt von Hansen, Kuplinksy und de Werra [HKdW97]. Dort wurden
sogenannte Orientierungen der Kantenmenge untersucht. Dabei handelt es sich um Gra-
phen, die aus der Ersetzung einer Teilmenge der ungerichteten Kanten durch gerichtete



Kanten entstehen. Offenbar besitzt ein solcher Graph nur dann eine strikte Farbung,
wenn eine vollstdndige Orientierung seiner Kanten existiert, die keinen gerichteten Kreis
aufweist. Auch existiert in einem solchen Graph eine Farbung mit maximal k& unter-
schiedlichen Farben genau dann, wenn eine vollstandige Orientierung existiert, so dass
der resultierende, gerichtete Graph keinen gerichteten Kreis und keinen gerichteten Pfad
aus mehr als £ Knoten enthélt.
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Abb. 1.1: Ausschnitt aus einem handgezeichneten Schaltplan. Beschriftungen wurden bewusst
entfernt [ZWBW22]

Zink et al. [ZWBW22] haben ein Problem vorgestellt, das mit dem Auffinden einer
strikten Farbung eines gemischten Intervallgraphen zusammenhéngt. Sie haben unter-
sucht, wie man das Zeichnen von Schaltpldnen komplexer Maschinen automatisiert. Ein
Schaltplan einer solchen Maschine ist eine Abbildung in der Ebene, in der die elektroni-
schen Komponenten sowie die sie verbindenden Leitungen dargestellt sind. In modernen,
industriell verwendeten Maschinen kommen komplexe elektronische, mechanische oder
hydraulische Systeme zur Anwendung. Zeichnungen, die diese Systeme schematisch dar-
stellen, konnen den Konstrukteuren beim Analysieren vorhandener Maschinen helfen,
dem Wartungspersonal bei der Reparatur dienen oder beim Auffinden von Fehlerquel-
len helfen. Abbildung [T.1] zeigt einen Ausschnitt aus dem elektrischen Schaltplan einer
Maschine. Dieser wurde manuell erstellt und zeigt die elektronischen Komponenten und
elektrischen Verbindungen. Durch die zunehmende technische Komplexitét der Anlagen
ist das manuelle Erstellen solcher Zeichnungen zu aufwéndig und zeitintensiv geworden.
Zink et al. [ZWBW22] haben fiir das Problem, einen solchen Schaltplan automatisiert
zu zeichnen, einen mehrstufigen Plan entworfen, der sich am Algorithmus von Sugiya-
ma [STT8I] orientiert. Innerhalb dieser algorithmischen Losung ist ein Teilproblem, die
Leitungen so anzuordnen, dass die Anzahl an Uberschneidungen zwischen den Leitungen
klein ist und dabei die Zeichnung kompakt bleibt. Wir betrachten dazu eine abstrakte
Verallgemeinerung solcher Schaltpléne, die auf Briickner zuriickgeht [Bru2l]. Dabei er-
gibt sich aus dem Anordnen der Leitungen ein Problem, das ein Spezialfall des strikten
Férbens eines gemischten Intervallgraphen ist.



Eigener Beitrag Im Rahmen dieser Arbeit wollen wir gemischte Intervallgraphen un-
tersuchen. Ein konkretes Problem, bei dem zu einer Menge von Intervallen sowohl ge-
richtete, als auch ungerichtete Kanten im korrespondieren Graph vorkommen, wird in
Kapitel [2] vorgestellt. Dabei wollen wir einen Kabelplan im orthogonalen Stil zeichnen.
Die Kanten in dieser Zeichnung werden durch Intervalle charakterisiert, denen wir nach
bestimmten Regeln y-Koordinaten zuweisen. Das entstehende Problem ist &quivalent
zum strikten Farben eines gemischten Intervallgraphen. Wir wollen moglichst kompak-
te Zeichnungen berechnen und sind daher am Optimierungsproblem interessiert: Wie
berechnet man eine Farbung mit minimaler Anzahl an Farben? In Kapitel |3] verallge-
meinern wir die bekannte Greedy-Strategie zum Férben von Intervallgraphen auf unser
Problem. Dazu geben wir eine Implementierung an, mit der in Laufzeit O(n?) eine giiltige
Losung berechnet wird. In Kapitel [] verbessern wir die Laufzeit dieser Implementierung
auf O(nlogn) und zeigen, dass diese Laufzeitschranke scharf ist. Schlieflich zeigen wir
in Kapitel [5, dass unser Algorithmus stets eine Losung mit minimaler Farbanzahl fiir
das strikte Graphenférbe-Problem berechnet. In Kapitel [6] gehen wir auf weiterfiihrende
Forschungsfragen ein.



2 Grundlagen

Wir wollen ein Farbeproblem auf Intervallgraphen 16sen, das beim Erstellen orthogonaler
Zeichnungen von Schaltplinen Anwendung findet. Das Problem tritt auf, wenn wir den
Leitungen, die in dem Schaltplan als Streckenzug aus vertikalen und horizontalen Ge-
radensegmenten dargestellt werden, y-Koordinaten zuordnen. Wir nennen das Problem
LAYER-ASSIGNMENT. Wir beginnen damit, den Schaltplan so zu abstrahieren, dass wir
auf einer Eingabemenge, die bestimmten Eigenschaften geniigt, arbeiten. Danach for-
malisieren wir unser Problem und definieren, was eine giiltige Losung ist. Anschlielend
gehen wir auf die Grundlagen der Graphen ein, und definieren alle relevanten Begriffe.
Anschlielend widmen wir uns in Kapitel [3| einem Loésungsansatz, der auf dem bekannten
Greedy-Algorithmus zum Farben von Intervallgraphen basiert und der bereits von Zink
et al. [ZWBW22] verwendet wurde. Dazu geben eine konkrete Implementierung an. Wir
verbessern in Kapitel [4] die Laufzeitschranke dieses Algorithmus gegeniiber der naiven
Implementierung und zeigen, dass diese optimal ist. Schlielich zeigen wir in Kapitel
dass dieser Algorithmus optimal ist.

2.1 Abstraktion des Schaltplans

Wir wollen fiir eine komplexe Maschine einen Kabelplan zeichnen, der die elektrischen
Leitungen zwischen den elektronischen Komponenten der Maschine abbildet. Die Zeich-
nung soll im orthogonalen Stil gezeichnet sein. Orthogonal impliziert, dass die Leitungen
als achsparallele Strecken gezeichnet werden, die sich ausschliellich in rechten Winkeln
treffen. In unserem Fall heiffit das konkret: Leitungen werden als Abfolge horizontaler
und vertikaler Strecken dargestellt.

Definition 2.1. SeiR? die Ebene. Eine kartesische Koordinate ist ein Tupel (x,y) € R2.
FEine Strecke in der Ebene ist ein Koordinatenpaar ((x1,y1), (x2,y2)). Wenn x1 = x2 gilt,
so nennen wir die Strecke vertikal. Gilt y1 = y2, so heif§t die Strecke horizontal.

Eine Leitung in einem Kabelplan wird als y-monotone Folge von Strecken gezeich-
net. Zunéchst sei eine Leitung nur durch ein Koordinatenpaar (start, ziel) mit start =
(Zstart, Ystart) und ziel = (Z,iel, Yzie1) gegeben. Diese definieren die Koordinaten der elek-
trischen Anschliisse, zwischen denen eine Leitung verlduft. Wir treffen folgenden Annah-
me: Die Startpunkte aller Leitungen liegen auf einer gemeinsamen horizontalen Geraden,
die durch yopen € R verlduft. Wir nennen diese den oberen Rand der Zeichnung. Analog
dazu liegen auch alle Zielpunkte auf einer gemeinsamen horizontalen Geraden. Diese ver-
lauft durch yunten € R mit yunten < Yoben und heifdt unterer Rand der Zeichnung. Da yYoben
und Yunten global in der Zeichnung festgelegt sind, gilt fiir alle Leitungen: ¥start = Yoben



und Ysiel = Yunten- Entsprechend kénnen wir eine Leitung zwischen ygtary und 4,4 nur
noch durch ihre z-Koordinaten angeben. Dabei sagen wir, die Leitung ist rechtsgerichtet,
wenn ihr Zielpunkt weiter rechts liegt als ihr Startpunkt. Symmetrisch heifit die Leitung
linksgerichtet, wenn ihr Zielpunkt weiter links liegt als ihr Startpunkt.

Definition 2.2. Sei yopen der obere und yunten der untere Rand einer Zeichnung, mit
Yoben > Yunten UNA Yoben, Yunten € R. Fine Leitung ist eine y-monotone Folge von ach-
senparallelen Strecken zwischen einem Startpunkt start = (Tstart, Ystars) und einem Ziel-
punkt ziel = (Zgiel, Yziel) Mit Tstart, Tziel € R. Da fir alle Leitungen ystart = Yoben Und
Ysiel = Yunten Gilt, schreiben wir die Leitung kurz als (Tstart, Tze1). Die Leitung heifit
rechtsgerichtet, wenn Tgart < Tgel gilt. Wir nennen die Leitung linksgerichtet, wenn
Gilt: Tstart > Tziel-

Wir sagen, die Leitung verlduft nach rechts bzw. verlduft nach links, wenn sie rechts-
respektive linksgerichtet ist. Die Leitungen sollen als Folge von Strecken gezeichnet wer-
den. Weil es sich um eine Zeichnung in Orthogonal-Darstellung handelt, definieren wir
fiir eine Leitung die Begriffe horizontales und vertikales Segment. Diese sind die Strecken,
aus denen sich die Darstellung einer Leitung zusammensetzt.

Definition 2.3. Sei (Zgtart, Tze1) €ine Leitung und ynoy € N eine y-Koordinate mit
Ysiel < Yhor < Ystart- Wir nennen die Strecke hor = ((Zstart, Ynor)s (Zziel, Ynor)) das ho-
rizontale Segment der Leitung. Die Strecken vertsare = ((Tstart, Ystart), (Tstarts Yhor)) 7€~
spektive vertgiel = ((Tziel, Ynor)s (Tziel, Yziel)) heiffen oberes und unteres vertikales Segment
der Leitung.

Um einen Kabelplan zu zeichnen, wird zunéchst fiir jede Leitung yp., algorithmisch
festgelegt. Dann werden hor, vertga,t und vert, gezeichnet. Den entstehenden Stre-
ckenzug nennen wir orthogonale Darstellung der Leitung.

Definition 2.4. Sei (xgstart, Tziel) eine Leitung und ynor € N, $0dass Yziel < Yhor < Ystart
gilt. Wir nennen (vertsiart, Ynor, Vertsel) die orthogonale Darstellung von (Zgstart, Tziel)-

Zunéchst handeln wir einige Spezialfille ab. Sei (Zstart, Tie1) €ine Leitung und sei
Tstart = Lziel- 1N diesem Fall besitzt hor keine Ausdehnung in horizontaler Richtung. Die
Leitung kann dann durch ein einziges vertikales Segment dargestellt werden, welches
durch zgart verlduft. Wir sind an den Leitungen interessiert, in deren Darstellung ein
horizontales Segmenten vorkommt. Daher lassen wir die Leitungen, fiir die Tstart = Zyiel
gilt, aulen vor. Sie konnen in einem letzten Schritt in die fertigen Zeichnung eingefiigt
werden.

Abbildung [2.7] zeigt weitere Spezialfille. Haben zwei Leitungen, die in die selbe Rich-
tung verlaufen, identische Start- oder Zielpunkte, so wiirden die vertikalen Segmente die-
ser beiden Leitungen sich in der orthogonalen Darstellung, wie in (I) und (/) zu sehen,
iiberlappen. Wir schlielen diesen Fall aus, da zwei Leitungen nicht den selben Anschluss
in einer elektronischen Komponente belegen konnen. Ist hingegen (Zstart, Zzie1) eine links-
gerichtete Leitung und (2., 2., ) eine rechtsgerichtete, so konnte xgspary = 2L;, oder
Tgiel = Thenpe gelten. In diesem Fall wiirden beide Leitungen nicht die selben Anschliisse
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Abb. 2.1: (I) und (II) sind Spezialfélle der Eingabe, die wir ausschlieBen. (I1I) zeigt einen
Spezialfall, der vorkommen kann. (I'V') zeigt fiir diesen Fall eine Darstellung einer
Leitung mit zwei horizontalen Segmenten.

belegen. Es kiime jedoch, wie in (I1I) abgebildet, zu einer Uberschneidung eines der
vertikalen Segmente. Zink et al. haben diesen Fall behandelt, indem sie diejenigen Lei-
tungen, deren Zielpunkte gleich dem Startpunkt einer in der Zeichnung tiefer platzierten
Leitung sind, durch zwei horizontale Segmente dargestellt haben [ZWBW22]. Dies ist in
(IV') zu sehen.

Wir schlagen stattdessen eine Vorverarbeitung der Eingabe vor. Sei Az, die kleinste,
von null verschiedene Distanz entlang der z-Achse von zwei Start- oder Zielpunkten.
Wenn wir sdmtliche Zielpunkte um 1/2 - Az, relativ zu den Startpunkten nach rechts
verschieben, so sind in der resultierenden Instanz die z-Koordinaten aller Startpunkte
verschieden von den z-Koordinaten aller Zielpunkten. Dabei bleibt die Richtung jeder
Leitung erhalten. Da auflerdem bereits ausgeschlossen wurde, dass zwei Leitungen den
selben Anschluss belegen, gelte fortan, dass alle xz-Koordinaten der Start- und Zielpunkte
paarweise verschieden sind.

Wir beschrianken uns zunéchst auf den Fall, dass nur rechtsgerichtete Leitungen vor-
kommen. Der linksgerichtete Fall lasst sich analog 16sen. Zu allen Resultaten existiert
ein Beweis, der symmetrisch zum rechtsgerichteten Fall ist. In Abbildung sieht man
einen moglichen Kabelplan. Dabei zeigt (a) eine Menge von rechtsgerichteten Leitun-
gen, die als Geraden zwischen Start- und Zielpunkt einer Leitung gezeichnet wurden.
Die z-Koordinaten der Start- und Zielpunkte sind paarweise verschieden. In (b) wurden
diese Leitungen im orthogonalen Stil geméafl Definition [2.4] aus zwei vertikalen und ei-
ner horizontalen Strecke gezeichnet. Das horizontale Segment jeder Leitung ist in Blau
hervorgehoben. Besonders die Leitungen weiter rechts in (a) sind durch die vielen Uber-
schneidungen und teils kleinen Winkel zwischen den Geraden uniibersichtlich. In (b) sind
die Leitungen deutlich besser voneinander zu unterscheiden.

Wir haben definiert, was die orthogonale Darstellung einer Leitung ist und die Eingabe
auf paarweise verschiedene z-Koordinaten der Start- und Zielpunkte beschrankt. Im
kommenden Kapitel wollen wir unser Problem genauer formalisieren.
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(a) Leitungen, dargestellt als Geraden zwischen Start- und Zielpunkt. Alle -
Koordinaten sind paarweise verschieden. Die Zeichnung enthélt Bereiche, die
wegen vieler Uberschneidungen uniibersichtlich sind.
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(b) Hier sind die Leitungen orthogonal gezeichnet. Die horizintalen Segmente sind
blau hervorgehoben. Der Kabelplan ist lesbarer. Die Abstinde zwischen ein-
zelnen Leitungen sind gleichméfBiger.

Abb. 2.2: Zwei mogliche Darstellungen eines Kabelplans mit rechtsgerichteten Leitungen. Die
Nummerierung ist aufsteigend, nach z-Koordinaten der Startpunkte.
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2.2 Eingabe und Begriffe

In Definition wurde ynhor als Koordinate fiir das Zeichnen des horizontalen Seg-
ments einer Leitung eingefiihrt. Da der obere und untere Rand der Zeichnung festgelegt
sind, wird die orthogonale Darstellung einer Leitung nur noch durch ihre z-Koordinaten
(Zstart, Tziel) Und Ypop definiert. Bei dem Problem, das wir betrachten, geht es nun dar-
um, fiir jede Leitung ypo, so festzulegen, dass in der Zeichnung keine Uberschneidungen
zwischen horizontalen Segmenten vorkommen. Wir gehen davon aus, dass alle horizon-
talen Segmente zu rechtsgerichteten Leitungen gehoren. Ein solches Segment kann als
abgeschlossenes Intervall zwischen einem linken Endpunkt [ und einem rechten Endpunkt
r aufgefasst werden. Da wir von rechtsgerichteten Leitungen ausgehen, ist xgapt = [ der
linke und x,4 = r der rechte Endpunkt.

Definition 2.5. FEin abgeschlossenes Intervall e = [I,r] C R ist eine Teilmenge der
reellen Zahlen und enthdlt alle x € R mit | < x < r. Wenn (Tstart, Tziel) €ine Leitung
ist, dann ist das Intervall [l,7] mit | = min{Tstart, Tyiel} und r = max{Tstart, Tsel} €ine
Intervall-Représentation der Leitung.

Wenn e ein Intervall ist, das eine Leitung repréisentiert, dann schreiben wir I(e) bzw.
r(e) und meinen den linken respektive rechten Endpunkt von e. Zwei Intervalle e und ¢’
tberlappen, wenn ihre Schnittmenge nicht leer ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn sie
wenigstens eine gemeinsame z-Koordinate besitzen. Wir sprechen von einer vollstindigen
Uberlappung, wenn e komplett in e’ enthalten ist. In diesem Fall ist €’ nach links wie
auch nach rechts linger als e. Wir sprechen von einer teilweisen Uberlappung, wenn e
und €’ iiberlappen und e weiter links beginnt und endet als ¢’.

Definition 2.6. Zwei Intervalle e, e’ diberlappen, wenn e N e’ # O gilt. Die Uberlappung
heifit vollstandig, wenn l(e) < I(€') und r(e) > r(€') gilt. Sie heifit teilweise, wenn
l(e) <l(e)) und r(e) < r(e) gilt.

Eine Losung L einer Instanz ist eine giiltige Zuordnung der Intervalle zu y-Koordinaten,
sodass die Leitungen, deren horizontale Segmente die Intervalle représentieren, ohne
Uberschneidungen gezeichnet werden kénnen. Wir fithren dafiir den Begriff Ebene ein.
Jedes Intervall in einer Losung wird einer ganzzahligen Ebene zugeordnet. Die Ebene
entspricht in der Zeichnung der y-Koordinate des horizontalen Segments ;.

Definition 2.7. Sei (xstart, Tziel) €ine Leitung und e = [Xgiart, Tziel] das Intervall, welches
die Leitung reprasentiert. Fine Ebene ¢(e) € N ist eine natirliche Zahl, die e zugeordnet
wird, sodass Yynor = @(€) gilt.

Wir wollen allen Intervallen eine Ebene zuordnen. Dabei gilt, dass Intervalle, die sich
iiberlappen, also fiir die e N e’ # () gilt, nicht auf die selbe Ebene gezeichnet werden diir-
fen. In einem Intervallgraphen, in dem fiir jedes Paar an Intervallen e, e’ mit e Ne’ # ()
eine ungerichtete Kante existiert, stellt eine giiltige Farbung auch eine Zuordnung der
horizontalen Segmente zu Ebenen dar. Wir wollen jedoch auch die in der Zeichnung
entstehenden Uberschneidungen klein halten. Betrachten wir Abbildung Sind zwei
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(a) Zwei Intervalle mit teilweiser Uberlap- (b) Zwei Intervalle mit vollstindiger Uberlap-

pung. Wird das weiter rechts befindliche pung. Die Reihenfolge der beiden Interval-
Intervall unten gemalt, kommt es zu zwei le ist frei, da eine Kreuzung in beiden Fal-
Kreuzungen, die beide vermeidbar sind. len auftritt.

Abb. 2.3: Uberschneidung bei teilweiser und vollstindiger Uberlappung

Intervalle e und €’ vollstindig iiberlappend, so kommt es stets zu einer Kreuzung zwi-
schen dem vertikalen Segment von e und dem horizontalen Segment von €', ganz gleich,
ob e iiber, oder unter e’ gezeichnet wird. Uberlappen zwei Intervalle jedoch teilweise
sieht man, dass es zu zwei Kreuzungen zwischen den orthogonalen Darstellungen von
e und ¢ kommt, wenn beide Intervalle zu rechtsgerichteten Leitungen gehoren und das
weiter links befindliche Intervall oben liegt. Weist man dem weiter rechts befindlichen
Intervall dagegen eine hohere Ebene zu, so schneiden sich die Leitungen in der Zeichnung
nicht. Wir verbieten diese Form der Uberlappung daher und sagen, dass folgendes gilt:
Fiir teilweise iiberlappende, rechtsgerichtete Intervalle e und €', wobei e < ¢’ (sprich: e
befindet sich weiter links), muss gelten: ¢(e) < p(e’). Oder einfach, dass das rechte der
beiden Intervalle oben liegt.

Definition 2.8. Sei I eine Menge von Intervallen, die rechtsgerichtete Leitungen re-
prasentieren. Fine Lésung L ist eine Funktion ¢ : I — N, die allen e € I eine Ebene
p(e) € N zuordnet, sodass fiir Intervalle e,e’ € I mit e e # () folgende Bedingungen
erfillt sind:

1. p(e) # (€'
2. l(e) <l(e)Nr(e) <r(e) = ple) < p(e)

Wenn zwei Intervalle e, € teilweise iiberlappen, und e liegt weiter links als ¢/, dann sa-
gen wir: e ist gerichtet zu e’. Uberlappen e, ¢/ vollstindig, so sagen wir: e ist ungerichtet
zu €’. Mit den eingefiihrten Begriffen konnen wir nun die Problemstellung definieren. Wir
suchen fiir eine Menge von horizontalen Segmenten eine giiltige Zuweisung zu den Ebe-
nen, sodass die Bedingungen aus Definition erfillt sind. Wir bezeichnen die Anzahl
an Ebenen in einer Losung als Héhe von L.

Definition 2.9. Wir erhalten als Eingabe eine Menge I an Intervallen gemdf Definiti-

on[2.5 Dabei gilt fir alle e,e’ € I mit e # €':l(e) #1(e'), r(e) # r(e’), r(e) # r(e') und
l(e) # r(€’). Beim LAYER-ASSIGNMENT-PROBLEM suchen wir nach einer Losung L laut

Definition [2.8

Symmetrisch zu dieser Definition gilt fiir zwei linksgerichtete Leitungen, dass das wei-
ter links befindliche Intervall oben liegen muss. Man kann so eine Losung und das damit
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Abb. 2.4: Eine Beispiel-Instanz (links) und eine dazugehorige, giiltige Losung (rechts). Die In-
tervalle sind aufsteigend nach ihren linken Endpunkten nummeriert. Die Losung auf
sieben Ebenen ist hier optimal.

verbundene Problem fiir linksgerichtete Leitungen definieren. Die Zuordnung zu den
Ebenen geméafl Definition impliziert eine eindeutige Reihenfolge zwischen teilweise
iiberlappenden Intervallen, bedeutet jedoch nicht, dass diese auf konsekutiven Ebenen
liegen miissen.

Definition 2.10. Zwei Intervalle e, ¢’ € I haben eine Reihenfolge, wenn eine Teilmenge
I' C I und eine Sortierung (e1, e, ..., ex) von I'U{e, €'} existiert, sodass fiir jedes Paar
an Intervallen e;,e;+1 mit i € [1,k — 1] gilt:

eiNeir1 #DNI(e;) <leip1) Ar(e;) < r(eirr)

Wir betrachten nun in Abbildung ein konkretes Beispiel einer Instanz und eine
dazugehorige, giiltige Losung. Die Intervalle in der Abbildung sind aufsteigend numme-
riert nach ihren linken Endpunkten. Intervall e; ist das am weitesten links liegende und
wird auf die unterste Ebene platziert. Intervall es wird von ey vollstdndig tiberlappt, darf
also sowohl dariiber als auch darunter platziert werden. Wir platzieren es auf der zweiten
Ebene. Da e5 keine Uberlappung mit e hat, darf es ebenso auf ebene zwei liegen. Sowohl
es als auch e4 miissen oberhalb von es liegen. Wir platzieren sie auf Ebenen drei und
vier. Die Intervalle e5, g, e7, eg bilden eine Reihenfolge. Da auflerdem eg und ey sich mit
e3 und e4 schneiden, platzieren wir sie auf Ebenen fiinf bis sieben. Die gezeigte Losung
zeichnet die acht Intervalle auf sieben Ebenen, was hier optimal ist.

Wir sind an einer kompakten Zeichnung interessiert. Dies erfordert, dass wir stets nach
einer Losung mit wenigen Ebenen suchen. Es soll also keine leeren Ebenen oder Liicken
geben. Wir definieren den Begriff Stapel. Wir erinnern uns, dass in einer giiltigen Losung
jedem Intervall e eine Ebene ¢(e) € N zugewiesen ist. Unter einem Stapel verstehen
wir eine Menge von Intervallen auf konsekutiven Ebenen, sodass jedes Intervall in dem
Stapel eine Uberlappung mit den Intervallen des Stapels dariiber und darunter hat.

Definition 2.11. FEin Stapel tiber k Ebenen S C L ist eine Teilmenge von k Intervallen
in L auf konsekutiven Ebenen, sodass fir jedes Paar e,e’ € S mit o(e) = (') + 1 gilt:
ene # 0. Der Stapel heifit einfach, wenn S # (0 gilt. Wir nennen S gerichtet, wenn
aus p(e) = p(€') + 1 stets folgt: e und €' iberlappen teilweise. Falls in S kein Paar e, e’
mit teilweiser Uberlappung existiert, so heifit S ungerichtet.

Es gilt also laut Definition in S je eine paarweise Uberlappung aufeinander fol-
gender Intervalle. Da ein Stapel tiber konsekutive Ebenen definiert ist, gibt es in S
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(a) Ein Stapel, der weder einfach (b) Ein gerichteter Stapel. Es (c) Ein einfacher Stapel. Es liegt

ist, noch gerichtet. Intervalle liegt eine teilweise Uberlap- eine paarweise Uberlappung
iiberlappen vollstdndig oder pung von Intervallen auf kon- aller Intervalle des Stapels
teilweise. sekutiven Ebenen vor. vor.

Abb. 2.5: Verschiedene Typen von Stapel.

keine leeren Ebenen. Es handelt sich um einen einfachen Stapel, wenn alle e € S eine
gemeinsame z-Koordinate enthalten. Wir sprechen von einem gerichteten Stapel, wenn
zwei aufeinander folgende Intervalle in S stets teilweise iiberlappen. Dann bildet der
Stapel eine Reihenfolge. Wir sprechen von einem ungerichteten Stapel, wenn alle e € S
paarweise vollstandig iiberlappen.

Beobachtung 2.12. Jeder ungerichtete Stapel ist ein einfacher Stapel.

Beweis. Sei S ein ungerichteter Stapel aus k Intervallen in L. Wenn (e, ..., e) eine
aufsteigende Sortierung der Intervalle in S nach ihren linken Endpunkten ist, dann gilt
fir jedes Paar e;,e; mit i < j: l(e;) < l(ej). Daraus folgt wegen der vollstandigen
Uberlappung, dass auch r(e;) > r(e;) gilt. In diesem Fall ist stets e;+1 vollstindig in e;
enthalten. Daraus folgt: e ist in den Intervallen e; ...e;_1 enthalten. ]

Laut Beobachtung [2.12] gilt fiir jeden ungerichteten Stapel S, dass alle Intervalle in
S eine gemeinsame x-Koordinate besitzen. Damit ist jeder ungerichtete Stapel auch ein
einfacher Stapel. In Abbildung [2.5] sind verschiedene Typen von Stapeln abgebildet. In
(a) sieht man einen Stapel, der nicht optimal gelost wurde. Intervalle e; und es sind beide
ungerichtet zu Intervall e;. Da es und es auflerdem keine Schnittmenge mit e4 und ej
haben, diirfen sie oberhalb von e; und neben e4 und ej platziert werden. Somit existiert
eine Losung, die nur drei Ebenen benétigt. Die Intervalle in (b) bilden eine Reihenfolge.
Der gezeigte Stapel ist auf fiinf Ebenen optimal gelost. Der Stapel in (c) ist ein einfacher
Stapel, da alle Intervalle e; bis e5 eine gemeinsame xz-Koordinate besitzen.

Bevor wir unseren Beitrag zur Losung des Problem vorstellen, benétigen wir noch
einige Grundlagen. Probleme auf einer Menge von Intervallen zu Losen findet breite An-
wendung in der Informatik und iiber die Disziplin hinaus. So werden unter Anderem etwa
in der Wirtschaft beim scheduling (engl. fir Terminplanung) Téatigkeiten oder Prozesse,
die ein zeitliches Intervall einnehmen, so terminiert, dass moglichst viele dieser Interval-
le konfliktfrei stattfinden konnen. Umgekehrt werden bei der resource allocation (engl.
fiir Ressourcenallokation) wirtschaftliche Ressourcen (dies konnen z.B. Arbeitskréfte,
Maschinen oder Werkzeuge sein) entsprechend terminlicher Vorgaben fiir bestimmte
Zeitrdume verplant, um deren Nutzungszeit maximal auszuschépfen und Leerlauf-Zeiten
zu vermeiden [BNBYFT01]. In der Biologie kommen Intervalle beispielsweise beim DNA-
mapping zum KEinsatz, wo sie bei der Visualisierung von Mutationen in der feineren
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Struktur des Erbgutes dienen [Ben59|. Das Zuweisen von Ebenen zu den Intervallen ist
aquivalent zum Féarben eines gemischten Graphen (Satz . Daher beginnen wir mit
diesen und erklédren alle relevanten Konzepte und Definitionen. Anschlielend betrachten
wir das Graphen-Férben und nennen relevante Resultate aus der Literatur.

2.3 Graphen

Ein Graph G ist eine Datenstruktur mit einer Knotenmenge und einer Kantenmenge.
Die Knoten repréasentieren Objekte, die im Graphen verwaltet werden. Die Beziehungen
zwischen den Knoten stellen wir mithilfe der Kanten des Graphen dar. Wir schreiben
fiir die Knotenmenge V. Eine ungerichtete Kante ist eine gegenseitige Beziehung {u, v}
zwischen Knoten u,v € V. Fiir eine Menge von ungerichteten Kanten schreiben wir F.
Eine gerichtete Kante ist eine einseitige Beziehung (u,v) eines Knoten u € V' zu einem
Knoten v € V. Fiir die Menge von gerichteten Kanten schreiben wir E.

Definition 2.13. Ein Graph G ist ein Tupel aus einer Knotenmenge V und einer Kan-
tenmenge. Die Menge der ungerichteten Kanten in G heifst E. Eine Kante {u,v} heifit
ungerichtete Kante. Wir nennen G = (V, E) einen ungerichteten Graph. Eine Kante
(u,v) heifit gerichtete Kante und die Menge der gerichteten Kanten heifit E. Wir nen-
nen G = (V, E) gerichteter Graph. Enthdlt G sowohl gerichtete wie auch ungerichtete
Kanten, so schreiben wir G als Tripel G = (V, E, E) und nennen G gemischter Graph.

Wenn zwei Knoten u,v € V durch eine Kante verbunden sind, so sind sie benachbart
oder adjazent. Wir nennen die Menge von Knoten, mit denen ein v € V' eine Kante hat,
die Nachbarschaft von v und schreiben N (v). Die Nachbarschaft von N (v), vereinigt mit
v, nennen wir abgeschlossene Nachbarschaft.

Definition 2.14. Zwei Knoten u,v € V heiffen benachbart oder adjazent, wenn {u,v} €
E oder (u,v) € E gilt. Fiir einen Knoten v € V heift N(v) C V Nachbarschaft von v
und es gilt: v/ € N(v) <= {v,v'} € E oder (v,v) € E oder (v',v) € E. Wir nennen
N (v) U v abgeschlossene Nachbarschaft von v.

Eine Kante (v,v) bzw. {v,v} mit v € V heifit Selbstkante. Wenn eine ungerichtete
Kante {u, v} mehrfach in F vorkommt, oder wenn die gerichteten Kanten (u, v) und (v, u)
beide in E vorkommen, nennen wir sie Mehrfachkante. Die Graphen, in denen weder
Selbst- noch Mehrfachkanten vorkommen, heiflen einfache Graphen. Wir beschranken
uns im Folgenden ausschliefllich auf einfache Graphen.

Ein Intervallgraph wird aus einer Menge von Intervallen I so konstruiert, dass I ge-
nau die Menge von Knoten V ist. Eine Kante e = {u,v} € E existiert genau dann,
wenn die Intervalle u, v sich iiberlappen. Fiir diese Klasse an Graphen existieren zahlrei-
che Resultate. Lekkerkerker und Boland préasentierten 1962 ihre Charakterisierung der
Intervallgraphen, wonach ein Graph ein Intervallgraph ist, genau dann, wenn er kein aste-
roidales Tripel (siehe Definition enthélt und ein Saitengraph (laut Definition
ist [LB62]. Dann, im Jahre 1964 haben Gilmore und Hoffman eine alternative Charak-
terisierung bewiesen. Demnach ist ein Graph genau dann ein Intervallgraph, wenn jeder
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Kreis der Lénge 4 eine diagonale Kante besitzt und wenn in seinem Komplementgraphen
jeder ungerade Kreis eine Saite hat |[GH64].

Definition 2.15. Ein Intervallgraph G = (V, E) zu einer Menge von Intervallen I ist
ein Graph, sodass V =1 und E = {{u,v} : u,v € I Aunov # 0} gilt.

Wir kénnen also einfach zu einer gegebenen Menge von Intervallen den zugehorigen
Graphen konstruieren. Der umgekehrte Fall, ob ein Graph zu einer Menge von Interval-
len korrespondiert, wurde von Lekkerkerker und Boland 1962 charakterisiert. Zunéchst
brauchen wir einige Begriffe:

Definition 2.16. Ein Kreis C C V der Lange k ist eine Folge von Knoten (vy,va, ..., vk),
sodass fir jedes Paar vi,vix1 € C miti € [1,k — 1] die Kante {v;,vis1} sowie die Kante
{vi, v} existiert.

Ein Untergraph von G beschreibt eine beliebige Teilmenge der Knoten und Kanten
eines Graphen. Ein induzierter Untergraph hingegen beschreibt eine beliebige Teilmenge
der Knoten, jedoch unter Beibehaltung aller Kanten zwischen Knoten des Untergraphen.
Eine Saite fiir einen Kreis der Lénge > 4 ist eine Kante, die nicht zum Kreis gehért und
die zwei Knoten des Kreises verbindet. Wenn in G jeder Kreis, der mindestens Léange 4
hat, eine Saite aufweist, nennen wir G Saitengraph.

Definition 2.17. Fir einen Graphen G und einen Kreis C C V der Linge > 4 ist
eine Saite eine Kante e € E, die zwei nicht-konsekutive Knoten in C verbindet. Wir
nennen G einen Saitengraphen, wenn jeder induzierte Kreis der Linge > 4 in G eine
Saite besitzt.

Drei Knoten v1, v9,v3 € V bilden ein sogenanntes asteroidales Tripel (kurz AT), wenn
v1, V2, v3 so verbunden sind, dass zwischen jedem Paar von ihnen ein Pfad existiert, der
den iibrigen Knoten und seine Nachbarn meidet. Abbildung zeigt die vollstandige
Liste der in Intervallgraphen verbotenen Untergraphen. Dabei ist (I11,,) ein induzierter
Kreis der Lange > 4. Die iibrigen Untergraphen stellen die moglichen asteroidalen Tripel
dar. Keiner der abgebildeten Graphen korrespondiert zu einer Menge von Intervallen.

Definition 2.18. Drei Knoten vi,ve,v3 € V heiflen asteroidales Tripel oder AT, genau
dann, wenn Pfade Py, Py, Py existieren, sodass P; mit i € {1,2,3} die Knoten v;, v, mit
gk € {1,2,3} \ i und j # k enthdlt und N(v;) Uv; ¢ P; gilt. Ein Graph heiffit AT-frei,
wenn er kein AT enthdlt.

Wir behaupten nun, dass ein Intervallgraph ein Saitengraph ist. Das heifit, dass in
einem Graphen, der zu einer Menge von Intervallen korrespondiert, jeder induzierte
Kreis, der aus mindestens vier Knoten besteht, eine Saite hat. Der Beweis stammt in
ausfithrlicher Form aus [GH64].

Lemma 2.19. |GH6J|] Intervallgraphen sind Saitengraphen.
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IV, Vi

Abb. 2.6: [LB62] Verbotene induzierte Untergraphen in Intervallgraphen. Die schwarzen Knoten
sind jeweils asteroidale Tripel.

Beweis. Gegeben einen Kreis C' der Lidnge > 4 sowie drei Intervalle u,v,w € C, die
konsekutiv in C' vorkommen. Ohne Beschrinkung der Allgemeingiiltigkeit seien uNv #
und v Nw # @ sowie u N w = (). Da u, w disjunkt sind, existiert eine xz-Koordinate, die
in v enthalten ist, nicht aber in v und w. Um einen Kreis der Lange > 4 durch u, v, w
zu Konstruieren, muss ein Intervall z existieren, sodass u Nz # @ und w N z # () gelten.
In diesem Fall muss z eine Koordinate enthalten, die bereits in v enthalten ist. Daraus
folgt, dass es die Kante {v, z} ¢ C gibt und C' hat eine Saite. O

Satz 2.20. [LB62] G ist ein Intervallgraph <= G ist ein Saitengraph und AT-frei.

Das obige Resultat von Lekkerkerker und Boland wurde 1964 von Gilmore und Hoff-
man um eine weitere Charakterisierung ergénzt. Kldren wir dazu zunéchst, was unter
einem Komplementgraphen zu verstehen ist. Ein Graph G und sein Komplement G ver-
wenden die selbe Knotenmenge V. Eine Kante {u, v} mit u,v € V ist in G, genau dann,
wenn {u,v} nicht in G ist.

Definition 2.21. Zu einem Graphen G = (V, E) ist der Komplementgraph definiert als
G = (V,E) und eine Kante {u,v} mitu,v €V undu # v ist in E <= {u,v} ¢ E.

Satz 2.22. [GH64] G ein Intervallgraph <= Jeder Kreis der Linge 4 in G und jeder
Kreis ungerader Linge in G besitzt eine Saite.

Wir haben die Intervallgraphen kennengelernt und zwei alternative Charakterisierun-
gen aus der Literatur vorgestellt. Im folgenden Abschnitt wollen wir das Farben von
Intervallgraphen behandeln. Dies wird spéter unsere Grundlage fiir den Beweis von

Satz (.21l
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2.4 Farben

Unter Farben von Graphen versteht man eine Zuordnung von Farben (in der Regel
werden natiirliche Zahlen verwendet) zu den Knoten. In einer giiltigen Féarbung sind
zweil adjazenten Knoten stets unterschiedliche Farben zugeordnet. Das Graphen-Féarbe-
Problem fragt nach einer Farbung mit minimaler Anzahl an Farben. Das parametrisierte
k-Farbe-Problem fragt, ob es eine giiltige Farbung mit hochstens k& Farben gibt.

Definition 2.23. Eine Farbung eines ungerichteten Graphen G = (V, E) ist eine Funk-
tion col : V- — N sodass fir Knoten u,v € V gilt: {u,v} € E = col(u) # col(v). Ist G
ein gerichteter oder gemischter Graph, so gilt auflerdem: (u,v) € E = col(u) < col(v)

Definition [2.23| entspricht einer strikten Farbung gemischter oder gerichteter Graphen.
Wir beschrinken uns im folgenden Ausschliefilich auf das strikte Farben. Eine Clique C
ist eine Teilmenge von Knoten aus V', die vollstdndig verbunden ist. Das heift, dass fiir
jedes Paar v;,v; € C,1 # j die Kante {v;,v;} existiert. Wir bezeichnen die Kardinalitét
der groBiten Clique |Cpnaq| in einem Graphen G als Cliquenzahl w(G). Da in einer Clique
jeder Knoten benachbart zu allen anderen ist, kénnen nie zwei Knoten, die einer Clique
angehoren, der selben Farbe zugeordnet werden. Daraus wird auch klar: Ein Graph G
l&sst sich niemals mit weniger Farben einfidrben, als die Grofle seiner grofiten Clique.
Die Mindestanzahl an Farben, die es braucht, um einen Graphen giiltig zu Féarben, heifit
Farbezahl x(G).

Definition 2.24. In einem ungerichteten Graph G ist eine Clique C C V ist eine
Teilmenge der Knoten von G, sodass fir alle u,v € C mit u # v gilt: {u,v} € E. Ist G
ein gerichteter oder gemischter Graph, so gilt fir alle u,v € C mit u # v: {u,v} € E
oder (u,v) € E. Wenn Cpax eine grofte Clique in G ist nennen wir w(G) = |Cax| die
Cliquenzahl von G.

Definition 2.25. Die Farbezahl x(G) eines Graphen ist die Mindestanzahl an Farben,
sodass G giiltig gefdarbt werden kann.

Da in einer giiltigen Farbung zwei adjazente Knoten unterschiedlicher Farbe sein miis-
sen, kann eine Clique der Grofle k nicht mit weniger als k Farben eingefarbt werden.
Wir halten dies in einer Beobachtung fest:

Beobachtung 2.26. x(G) > w(G)

Da Intervallgraphen eine Teilmenge der Graphen bilden, die einige besondere Eigen-
schaften haben (sieche Satz und, gelten fiir sie auch spezielle Resultate. Generell
stellt die Cliquenzahl eine untere Schranke fiir die Anzahl an benétigten Farben dar. Bei
den Intervallgraphen ist es tatséchlich so, dass die Farbezahl mit der Cliquenzahl gleich
ist. Beweise fiir diese Behauptung finden sich unter Anderem in Lehrbiichern, beispiels-
weise in Douglas West’s Introduction to Graph Theory [Wes01]. Wir zeigen einen leicht
abgednderten Beweis dieser Behauptung.

Definition 2.27. Ein Graph G heifit perfekt wenn gilt: x(G) = w(G).
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Abb. 2.7: Farbung eines Intervallgraphen. Wird ein Intervall in einer noch nicht vergebenen
Farbe geférbt, so liegt sein linker Endpunkt im Komplement aller grauen Bereiche.

Satz 2.28. Intervallgraphen sind perfekt.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Konstruktion einer giiltigen k-Farbung.
Zu Beginn sei ¢ = 1 die niedrigste Farbe. Sei e das Intervall mit dem kleinsten linken
Endpunkt. Wir setzen col(e) = i. Wir nennen ein Intervall ¢’ Folgeintervall von e, wenn
ene =0 gilt und es existiert kein e’ mit e Ne” = 0 und I(e”) < I(€'). Sei nun e das
zuletzt gefarbte Intervall und €’ das Folgeintervall von e. Wir setzen col(e’) = col(e).
Existiert kein Folgeintervall und es gibt noch ungefiarbte Intervalle, so erhohen wir ¢ auf
i+ 1 und beginnen erneut bei dem Intervall mit dem kleinsten linken Endpunkt.

Nun gilt offensichtlich Folgendes: In jedem Schritt liegt eine giiltige Farbung der bisher
verarbeiteten Intervalle vor, da nie zwei Intervalle, die sich schneiden, in der selben Farbe
eingefirbt wurden. Sei k — 1 die hochste Farbe, die wir bisher vergeben haben und e ein
Intervall, das in k geférbt werden soll. Dann gilt: [(e) liegt weder weiter links als das
erste, noch weiter rechts als das letzte in jeder Farbe gefarbte Intervall. Sonst wére es
in einem fritheren Schritt gefarbt worden. Nun kann I(e) aber auch nicht in der Liicke
zwischen zwei Intervallen ¢’ und e” mit col(e’) = col(e”) und I(e’) < I(e”) liegen. Sonst
wére e Folgeintervall von e’ und es wére col(e) = col(e).

Also muss [(e) im Komplement aller Liicken zwischen Intervallen und innerhalb der
ersten und letzten in einer Farbe gefdrbten Intervalle liegen. Dies ist offensichtlich eine
nicht-leere Schnittmenge von k — 1 Intervallen. Daraus folgt: Der korrespondierende
Intervallgraph besitzt eine k-Clique. O

Abbildung [2:7] verdeutlicht den obigen Beweis: Das schwarze Intervall liegt mit seinem
linken Endpunkt weder vor dem jeweils ersten, noch nach dem letzten in einer friihe-
ren Farbe eingefarbten Intervall. Diese Bereiche sind grau markiert. Auch die Liicken
zwischen einem Intervall und seinem Folgeintervall sind grau. Das Komplement {iber
die Vereinigung aller grauen Bereiche ist stets ein nicht-leerer Schnitt iiber £ Intervalle,
wenn k Farben bereits erschopfend vergeben wurden.

Ein Beispiel fiir eine Konstruktion eines Graphen mit x(G) > w(G) gibt es in Abbil-
dung[2.8|zu sehen. Hier wurden zwei Cliquen der Gréfe 4 so verbunden, dass der Knoten
5 zu Knoten in vier unterschiedlichen Farben benachbart ist, ohne dass eine Clique mit
Grofle 5 entsteht. Es existiert keine giiltige Farbung des Graphen mit weniger als fiinf
Farben. Der dargestellte Graph ist kein Intervallgraph, da unter Anderem der Kreis
(5,4,2,3,5) keine Saite hat. Darunter ist eine Menge von Intervallen zu sehen, deren
Intervallgraph ein Obergraph von G ist. Die fehlenden Saiten {2,5} und {5,6} sind in
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1 5

Abb. 2.8: Ein Graph mit x(G) = 5 und w(G) = 4. Fehlende Saiten sind in Grau dargestellt. Der
Graph, um die Saiten {2,5} und {6, 5} erweitert, korrespondiert zu den Intervallen 1
bis 8.

Grau dargestellt. Der um die fehlenden Saiten erweiterte Graph enthélt mit {3,6,7,8,5}
eine Clique der Grofie 5. Die Graphen, fiir die Satz hélt, werden perfekte Graphen
genannt.

Die starke Vermutung zu den perfekten Graphen ist eine 1961 von Claude Berge ge-
dulerte Vermutung, der nach die perfekten Graphen folgender Maflen charakterisiert
sind: Ein Graph ist perfekt, genau dann, wenn weder der Graph noch sein Komplement
einen induzierten Kreis ungerader Lénge besitzen [Ber61]. Diese Vermutung wurde erst
2006 von Chudnovsky et al. durch den starken Satz zu den perfekte Graphen bewie-
sen [CRST06]. Brickner [Brii21] konnte mit Satz zeigen, dass der erweiterte Kon-
fliktgraph (siehe Abschnitt perfekt ist. Wir werden in Kapitel |5| einen alternativen
Beweis dieses Resultats als Korollar zu unserem Hauptresultat erhalten.

Definition 2.29. Fin Graph G ist ein Berge-Graph, genau dann, wenn jeder induzierte
Kreis ungerader Linge gréfier 3 in G sowie seinem Komplement G eine Saite besitzt.

Satz 2.30. [CRST06] Ein Graph G ist ein Berge-Graph, genau dann, wenn G perfekt
1st.

Wir haben in Kapitel [I] iiber Kabelplane gesprochen, die wir algorithmisch zeichnen
wollen. Dazu haben wir das LAYER-ASSIGNMENT-PROBLEM formuliert, welches eine
Aquivalenz zum Firben eines gemischten Intervallgraphen aufweist (siehe Satz [5.3)). Im
vorangegangenen Kapitel haben wir die graphentheoretischen Grundlagen kennengelernt,
auf die wir in Kapitel [f] zuriickgreifen. Im folgenden Abschnitt untersuchen wir einen
Losungsansatz fiir das LAYER- ASSIGNMENT-PROBLEM.
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3 Greedy-Verfahren

Wir wollen eine Losung fiir das LAYER-ASSIGNMENT-PROBLEM (siehe Definition
berechnen. Dazu betrachten wir ein simples, iteratives Platzierungsverfahren, das von
Zink et al. [ZWBW22] verwendet wurde, um die Intervalle den Ebenen zuzuordnen.
Dabei wird in jedem Berechnungsschritt ein Intervall betrachtet, und dieses in der be-
reits berechneten Teillosung auf die tiefste, zuldssige Ebene platziert. Dies entspricht
der Losungsstrategie zum Féarben von Intervallgraphen, wie sie in der Literatur vor-
kommt [WesO1]. In jedem Schritt wird ein bestimmtes Kriterium optimiert. Hier ist dies
die Ebene, auf der ein Intervall platziert wird. Eine auf diese Weise einmal getroffe-
ne Entscheidung wird im spateren Verlauf der Berechnung nicht mehr revidiert. Damit
zahlt das Verfahren zu den Greedy-Algorithmen (von engl. fir gierig). Wir wollen dieses
Verfahren zum Losen von LAYER-ASSIGNMENT anpassen und eine konkrete Implemen-
tierung besprechen. Wir nennen den Algorithmus GREEDY-LAYER- ASSIGNMENT.

Sei I die Eingabemenge und L die giiltige Teil-Losung, die nach Platzieren einer ge-
wissen Anzahl an Intervallen aus I entstanden ist, und e € I \ L ein noch nicht in die
Losung platziertes Intervall aus der Eingabe. Dann ist eine Ebene ¢(e) zuldssig, wenn
fur alle ¢’ € L, die zu e gerichtet sind, ¢(e’) < ¢(e) gilt und wenn fiir alle ¢/ € L mit
p(e') = p(e) gilt: ¢ Ne = (. Dies folgt direkt aus Definition

Beobachtung 3.1. Sei L eine giiltige Teil-Losung von I und e € I\ L ein Intervall, das
noch nicht platziert wurde. Dann ist (e) zuldssig, wenn fir alle ¢ € L zwei Bedingungen
erfillt sind:

1. € ist gerichtet zu e = @(€') < p(e)
2. p()y=ple)=eNe=10

Wenn wir die Intervalle in aufsteigender Reihenfolge ihrer linken Endpunkte verar-
beiten ist sichergestellt, dass in jedem Schritt alle bereits platzierten Intervalle weiter
links beginnen als das im aktuellen Schritt der Berechnung betrachtete. Dies ist wichtig,
da laut Beobachtung eine Ebene nur zuléssig ist, wenn alle Intervalle, die bereits
platziert wurden, und die gerichtet sind zu einem noch nicht platzierten Intervall, dar-
unter liegen. Angenommen, im Verlauf der Berechnung wird ein Intervall e betrachtet,
und ein Intervall ¢’ mit I(e) < I(e’) ist bereits einer Ebene zugeordnet. Wenn ¢’ zu e
gerichtet ist, dann miissten die Zuordnung von €’ revidiert werden, wenn unterhalb von
¢’ keine zulassige Ebene existiert. Aus diesem Grund wollen wir in jedem Schritt, dass
jedes bereits platzierte Intervall weiter links beginnt als alle noch zu verarbeitenden.

In jedem Schritt wird dann das jeweils zu verarbeitende Intervall e € I\ L auf die
niedrigste zuldssige Ebene in der Teillésung L platziert. Daraus folgt auch, dass L zu
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jedem Zeitpunkt wiahrend der Berechnung eine giiltige Losung fiir die bereits verarbei-
teten Intervalle ist. Beachte, dass wegen der Sortierung fiir jedes Paar an Intervallen
ec€ I\ Lund ¢ €L gilt: I(e/) < I(e). Folglich hiingt die Art der Uberlappung nur noch
von e und r(e’) ab.

Beobachtung 3.2. Sei I eine Menge von Intervallen, L eine Teillésung fir I, e € I\ L
und € € L. Dann hingt die Uberlappung von e, e’ nur noch von e und r(e') ab.

Beweis. Es gilt l(e') < I(e), da €’ vor e verarbeitet wurde. Laut Definition unter-
scheiden wir bei e N e’ # () zwischen vollstindiger und teilweiser Uberlappung. Wenn
r(e’) < l(e) gilt, dann ist offensichtlich e N e’ = (. Ist hingegen r(e’) > I(r), so gilt
enNe # . Dann ist entweder r(e¢’) > r(e) oder r(e’) < r(e). Im ersten Fall ist die
Uberlappung vollstindig, im zweiten teilweise. O

Wenn L eine Teillosung mit m Ebenen ist, und e € I\ L soll platziert werden, dann
ist m + 1 offenbar eine zuldssige Ebene. Denn dann gilt fiir alle ¢ € L, die e schneiden,
und damit insbesondere fiir alle €/, die zu e gerichtet sind: p(e’) <m + 1.

Beobachtung 3.3. Sei L eine Teillosung mit m Ebenen und e € I\ L ein Intervall.
Dann ist p(e) = m + 1 eine zuldssige Ebene.

Soll e in die Teillosung platziert werden, und es existiert keine zulédssige Ebene kleiner
m+ 1, so ist ¢(e) = m + 1 die niedrigste zulissige Ebene fir e. Werden die Ebenen von
L nun in absteigender Reihenfolge, beginnend bei m, betrachtet und die oberste Ebene,
auf der sich ein zu e gerichtetes Intervall befindet sei k, so gilt fiir jede zuldssige Ebene:
p(e) > k. Wir nennen ein hochstes, zu e gerichtetes Intervall in L Auflieger a(e) und
©(a(e)) die Aufliegerebene von e (vgl. Definition [5.4).

Definition 3.4. Sei L eine Teillosung und e € I\ L ein Intervall. Wenn a(e) € L das
hdochste, zu e gerichtete Intervall in L ist, dann heifit ¢(a(e)) Aufliegerebene von e.

Existiert zu einem e € I'\ L kein Auflieger, so gilt fiir alle zuldssigen Ebenen offenbar:
v(e) > 0, wenn 1 die niedrigste Ebene ist, die wir vergeben. Folglich gehen wir fortan
davon aus, dass fiir ein Intervall, das keinen Auflieger hat, p(a(e)) = 0 gilt.

Beobachtung 3.5. Sei L eine Teillosung und e € I\ L ein Intervall. Fir jede zuldssigen
Ebene p(e) gilt: p(e) > p(ale)).

Wenn ¢(a(e)) die Aufliegerebene fiir e ist und wir eine Ebenen & mit ¢(a(e)) <
k' < m+ 1 finden, sodass kein ¢ € L mit p(e’) = Kk’ sich mit e schneidet, so ist k" eine
zuléssige Ebene. Insbesondere ist k" eine niedrigere zulédssige Ebene als m+1. Wir konnen
beim abwérts Iterieren durch die Ebenen von L die niedrigste zuldssige Ebene unter den
bereits betrachteten Ebenen aufrechterhalten. Erreichen wir die Aufliegerebene, so ist
die niedrigste bisher gefundene zulédssige Ebene minimal unter allen zulédssigen Ebenen.

Behauptung 3.6. Sei L eine Teillosung mit Hohe m und e € I\ L. Weiter sei ¢(a(e))
die Aufliegerebene von e. Wenn wir in konstanter Zeit fir jede Ebene k mit ¢(a(e)) <
k < m 41 testen kénnen, ob sie zuldssig ist, dann finden wir die niedrigste zuldssige
Ebene in O(m) Schritten.
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In Beobachtung [3.2] haben wir gesehen, dass wir beim Platzieren von e nur den rechten
Endpunkt eines Intervalls in L mit e vergleichen miissen. Wir kénnen sogar noch einen
Schritt weiter gehen: Auf jeder Ebene der Teillosung ist nur der am weitesten rechts
liegende rechte Endpunkt interessant.

Lemma 3.7. Sei L eine Teillosung, e € I\ L ein Intervall und k eine Ebene in L.
Wenn € = max{r(e') | p(¢/) = k,e’ € L} gilt, dann ist e N e’ = 0 fiir alle &” # €' mit
o(e") =k und " € L.

Beweis. Angenommen es existiert ein ¢’ € L mit p(e”) = k, sodass e Ne” # ( gilt.
Da wegen der Sortierung der Eingabe I(e”) < I(e) gilt, muss r(e”) > I(e) gelten. Sonst
wiirden e und e” nicht {iberlappen. Nun ist aber auch [(e’) < I(e). Ebenfalls wegen der
Sortierung der Eingabe. Dann muss r(e”) > [(¢) sein und es gilt: ¢’ Ne” # (. In diesem
Fall ist L keine giiltige Teillosung. Daraus folgt, dass in einer giiltigen Losung ¢’ Ne =0
gilt. O

Wegen Lemma [3.7] ist also klar: Wenn die Intervalle aufsteigend nach linken End-
punkten sortiert verarbeitet werden, und ein Intervall e soll in die Teillosung L platziert
werden, dann ist e in jedem Fall disjunkt zu allen Intervallen einer Ebene, aufler dem
am weitesten rechts befindlichen. Aus diesem Grund geniigt es, e nur mit dem ,rech-
testen® rechten Endpunkt einer jeden Ebene zu vergleichen. Wir bezeichnen diesen mit
max, (), wenn k € N eine Ebene der Teillosung ist. Mit Lemma @ kénnen wir nun
Behauptung [3.6] beweisen.

Definition 3.8. Sei k € N eine Ebene in einer Teillosung L. Dann ist max,) =
max{r(e) | p(e) = k,e € L} der rechteste rechte Endpunkt eines Intervalls auf Ebene k.

Lemma 3.9. Sei L eine Teillosung mit Hohe m und e € I\ L. Wir kénnen in O(m)
Schritten die niedrigste zuldssige Ebene ¢(e) finden.

Beweis. Aus Lemma @ folgt, dass auf jeder der m Ebenen in L nur max, ) benétigt
wird, um eine Uberschneidung mit e zu testen. Dies ist mit konstantem Aufwand moglich.
Daraus folgt, dass wir in hochstens O(m) Schritten die niedrigste zuléssige Ebene fiir e
finden. O

Gehen wir nun auf eine moégliche Implementierung von GREEDY-LAYER-ASSIGNMENT
ein. Dazu benoétigen wir Datenstrukturen, die uns das testen jeder Ebene mit konstan-
tem Rechenaufwand erlauben. Eine mogliche Datenstruktur Solution zum Verwalten von
L kann wie folgt aussehen: Eine iterierbare Sammlung von Ebenen, wobei eine Ebene
eine Sammlung von Intervallen ist. Nach Initialisierung enthélt Solution nur eine leere
Ebene an der Stelle 1. Eine Anfrage Solution[k| gibt Ebene k wieder, wenn k € N ist
und die Losung mindestens k£ Ebenen hat. Jeder Ebene in Solution kann mit Add(e) ein
Intervall e zugefiigt werden. Wird mit Solution[k].Add(e) ein Intervall zugefiigt, und die
Losung hat nur m < k Ebenen, so wird eine leere Ebene an der Stelle m + 1 zugefiigt.
Eine Ebene kann als Zusatzinformation max, ) enthalten. Diese lisst sich, wann immer
ein Intervall dieser Ebene zugeordnet wird, aktualisieren und mit einem Befehl MazR()
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abrufen. Dabei ist max, ) stets der rechte Endpunkt des zuletzt zugefiigten Intervalls.
Eine Anfrage Solution[k].mazR() gibt max, ) wieder. Um die berechnete Losung aus-
geben zu lassen, kann beispielsweise jede Ebene eine Liste ihrer enthaltenen Intervalle
ausgegeben. Um wéhrend der Berechnung die jeweils aktuelle niedrigste Ebene zu spei-
chern, verwenden wir eine Variable candidate. Diese wird zu Beginn jedes Schritts auf
m + 1 gesetzt, wenn m die aktuelle Hohe der Losung ist. Sie wird aktualisiert, wenn im
Verlauf der Berechnung eine zuldssige Ebene kleiner m + 1 gefunden wird.

Eine Unterroutine von GREEDY-LAYER-ASSIGNMENT ist Intersect(e, k). Sie erhélt ein
Intervall e und ein k£ € N. Nun ruft Intersect die Methode Solution[k].mazR() auf und
vergleicht e mit max, ). Dabei gibt Intersect als Riickgabewert das Schliisselwort none
zurlick, wenn [(e) > max, ) gilt. Wenn nicht, und es gilt r(e) > max, ), wird partial
zuriickgegeben. Schldgt auch dies fehl, wird die Anfrage schliefSlich mit total quittiert.
Der Riickgabewert von Intersect wird in einer Variable intersection gespeichert.

Algorithmus 1: GREEDY-LAYER-ASSIGNMENT(I*)

Eingabe: Aufsteigend nach linken Endpunkten sortierte Liste an Intervallen I*
Ausgabe: Solution L, in der jedes e aus I* einer Ebene zugewiesen ist
1 L = new Solution()
2 foreach e in I* do
candidate = L.size() +1 // L.size() ist Anzahl der Ebenen in L
for i = L.size() downto 1 do
intersection = Intersect(e, 1)
if intersection == partial then
‘ break
else if intersection == none then
L candidate = i

© W g o AW

10 L[candidate]. Add(e)

11 return L

3.1 Korrektheit

Sei (e1,e9,...,6e,) die aufsteigend nach linken Endpunkten sortierte Eingabemenge. Zu
Beginn von Schritt ¢ sind die Intervalle e; bis e;_1 mit den ¢ — 1 kleinsten z-Koordinaten
ihrer linken Endpunkte bereits verarbeitet und Solution sei eine giiltige Teillosung geméafl
Definition mit Hohe m. Wir betrachten e; und candidate wird auf m + 1 gesetzt.
Existiert keine zuléssige Ebene k < m fiir e; in Solution, so ist m + 1 offensichtlich die
niedrigste zuléssige Ebene. Dann wird Solution um eine Ebene auf m+ 1 vergréflert und
e; dort platziert.

Anschlielend iteriert der Algorithmus abwérts durch die Ebenen. Die Laufvariable ¢
wird zu Beginn jedes Rechenschritts auf die Hohe der Teillosung gesetzt und bis 1 run-
tergezahlt. Auf jeder Ebene, die durchlaufen wird, testet der Algorithmus mit Intersect,
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welche Art von Uberlappung e; mit Intervallen auf dieser Ebene hat. Wegen Lemma
geniigt es hier, nur max, ;) zu betrachten. Nun gibt es drei mogliche Riickgabewerte fiir
Intersect: total, partial und none. Ist die Uberlappung partial, so befindet sich auf Ebene
1 Intervall €/, das zu e; gerichtet ist. Der Algorithmus beendet den aktuellen Rechenschritt
und platziert e; auf der Ebene candidate. Wenn candidate eine zuléssige Ebene ist, dann
auch die niedrigste zuldssge Ebene, da in jeder giiltigen Losung p(e') < ¢(e;) gelten
muss und der Rechenschritt bei der ersten Ebene, fiir die partial zuriickgegeben wird,
die Schleife verldsst. Da wir die Ebenen abwérts iterieren, ist dies offensichtlich ¢(a(e)).

Gibt Intersect als Riickgabewert none zuriick, so befindet sich auf Ebene 7 kein In-
tervall, das e; iiberlappt. In diesem Fall wird candidate auf i gesetzt. Wenn kein e’ mit
p(e') > i existiert, das zu e gerichtet ist, dann ist i eine zuldssige Ebene fiir e;. Den
Fall, dass ein zu e; gerichtetes Intervall €/ mit ¢(e’) > i existiert, fingt der Algorithmus
bereits mit partial ab. Da im Falle none kein e’ mit p(e’) =i und e; N e’ # () existiert,
ist 4 eine zuldssige Ebene. Da ¢ nur bis 1 runtergezéhlt wird, endet die Schleife in jedem
Fall nach diesem Schritt. Dann wird e auf der Ebene candidate platziert.

Bleibt noch der Fall, dass weder partial noch none zuriickgegeben werden. In diesem
Fall liegt zwischen e; und einem e’ auf Ebene i eine vollstindige Uberlappung vor. Dann
ist 4 keine zuléssige Ebene fiir e;. Der Algorithmus fithrt in diesem Fall die Schleife
fort und candidate bleibt unverdndert. Auch dies ist korrekt, da candidate dann noch
immer eine zuldssige Ebene ist, aber noch Ebenen unterhalb von 7 existieren konnen, die
zuléissig sind. Unter der Annahme, dass wir eine Menge von rechtsgerichteten Intervallen,
aufsteigend nach linken Endpunkten sortiert erhalten, ist GREEDY-LAYER-ASSIGNMENT
korrekt.

FEin konkretes Beispiel eines Berechnungsschrittes in einer Teillosung mit m = 7,
also bislang sieben Ebenen, sieht man in Abbildung Wenn e; platziert werden soll,
beginnt der Algorithmus, indem er ¢(e;) = m+1 = 8 vormerkt. Finden wir keine Ebene
kleiner 8, auf der e; liegen darf, so wird e; dort platziert. Der Algorithmus findet auf
Ebenen 7, 6 und 5 Intervalle, die zu e; ungerichtet sind. In diesem Fall &ndert sich an
©(e;) nichts. Auf Ebene 4 befindet sich kein Intervall, das e; iiberlappt und ¢(e;) = 4
wird notiert. Auf Ebene 3 befindet sich erneut ein zu e; ungerichtetes Intervall und ¢(e;)
bleibt unverdandert. Auf Ebene 2 befindet sich Intervall €/, welches gerichtet zu e; ist und
der Algorithmus terminiert mit (e;) = 4.

i ——

| |
I I
I I
I I —T
| |
1 1
I |

Abb. 3.1: Ein konkretes Beispiel eines Berechnungsschritts in GREEDY-LAYER-ASSIGNMENT.

Der Algorithmus lésst sich leicht anpassen, um auch fiir eine Menge linksgerichteter
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Leitungen die Intervalle korrekt zu platzieren. Dazu ist lediglich notwendig, dass jede
Ebene auch den linken Endpunkt des zuletzt zugefiigten Intervalls auf dieser Ebene
zuriickgibt. Die Untermethode Intersect ist dann so zu erweitern, dass vollstdndige und
teilweise Uberlappung allgemein geméif Definition getestet werden. Dann ist leicht
zu sehen, dass GREEDY-LAYER-ASSIGNMENT auch den linksgerichteten Fall korrekt 16st,
wenn die Eingabe absteigend nach rechten Endpunkten sortiert ist.

3.2 Analyse

Zur Vorverarbeitung einer Menge von n Intervallen kann ein Sortier-Algorithmus mit
Laufzeit in O(nlogn) verwendet werden. Die Losung kann als Liste und jede Ebene dar-
in ebenfalls als Liste verwaltet werden. Die Methoden Intersect, Add und MaxR haben
jeweils konstanten Rechenaufwand. Die Intervalle kénnen mit ihren linken und rechten
Endpunkten als zwei Gleitkommazahlen gespeichert werden. Man kann auch eine Nor-
mierung der Eingabe durchfiihren, wie sie von Briickner [Brii21] vorgeschlagen wurde.
Dabei wird jeder Endpunkt end(e) mit e € I und end € {l,r} durch eine normier-
te Koordinate endyemm ersetzt, sodass aus end(e) < end(e’) mit e,e’ € I stets folgt:
endporm(€) < endporm(€’). Da dabei fiir jedes Paar an Endpunkten aus der Eingabe ihre
Reihenfolge erhalten bleibt, entspricht eine Lésung der normierten Instanz auch einer
Losung der urspriinglichen Eingabe. Der Platzbedarf fiir die Losung ist dann in O(n),
wenn n die Grofle der Eingabemenge ist. Algorithmus [I] verwendet nur drei Variablen:
Die Laufvariable i, intersection und candidate, was nur konstanten zusitzlichen Spei-
cher erfordert. Fiir eine Ebene die Art der Uberlappung zu testen ist in konstanter Zeit
moglich. Wegen Lemma 3.7 kénnen wir die niedrigste zuléssige Ebene in O(n) finden, da
eine Losung bis zu n viele Ebenen haben kann. Fiir n Intervalle die niedrigste zulédssige
Ebene zu finden ist dann in O(n?) Zeit méglich. Damit ergibt sich ein Gesamtaufwand
fiir GREEDY-LAYER-ASSIGNMENT von O(nlogn)+O(n?) = O(n?) Zeit und O(n) Platz.

Satz 3.10. Das LAYER-ASSIGNMENT-PROBLEM kann in O(n?) Zeit und O(n) Platz
gelost werden, wenn n = |I| die Grifier der Eingabe ist.

Wir wollen das LAYER- ASSIGNMENT-PROBLEM schneller 16sen und zeigen im folgen-
den Kapitel, wie mit spezialisierten Datenstrukturen die niedrigste, giiltige Ebene in je-
dem Schritt der Berechnung, mit logarithmischem Zeitaufwand ermittelt werden kann.
Zuerst stellen wir eine geeignete Datenstruktur vor, dann passen wir diese fiir unsere
Zwecke an, um effizient ein Intervall in einer Teillosung zu platzieren.
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4 Laufzeitverbesserung

Algorithmus [I] besteht im Grunde aus zwei geschachtelten Schleifen. In der &ufleren
Schleife werden die Intervalle der Eingabemenge in aufsteigender Reihenfolge ihrer lin-
ken Endpunkte verarbeitet. In der inneren Schleife wird das gerade betrachtete Intervall
in der bisher entstandenen Teillosung platziert. Dabei wird fiir jedes e € I\ L die nied-
rigste zuldssige Ebene in L gesucht (siehe Beobachtung . Wir wollen die Laufzeit
flir GREEDY-LAYER-ASSIGNMENT verbessern und behaupten, dass wir die niedrigste
zuldssige Ebene in O(logn) Zeit finden kénnen. Wir bewerkstelligen dies mit zwei aug-
mentierten Rot-Schwarz-Baumen (kurz RS-Baum), in denen die Teillosung verwaltet
wird.

Sei e das zu platzierende Intervall und L eine Teilldsung mit Hohe m. Wir nennen
eine Ebene k frei, wenn max, ) < I(e) gilt.“Aus Lemma wissen wir, dass auf jeder
Ebene nur max, ) benétigt wird, um eine Uberlappung mit e zu testen. Folglich kann
auf einer Ebene mit max, ) < [(e) kein Intervall in L eine Uberlappung mit e haben.
Und wegen Beobachtung [3.5| wissen wir: Nur die Ebenen oberhalb von ¢(a(e)) kommen
als zulédssig in Frage. Wir teilen die Suche nach der niedrigsten zuldssigen Ebene in zwei
Anfragen auf, die wir effizient beantworten kénnen:

Definition 4.1. Sei L eine Teillosung mit Hohe m, k € N und e ¢ L das zu platzierende
Intervall. Wir berechnen die niedrigste zuldssige Ebene fiir e mit zwei Anfragen:

e Finde Aufliegerebene p(a(e)) = max{k € [0,m] | l(e) < max, ) < 7(e)}.
e Berechne min{k’ € [p(a(e)) +1,m + 1] | max, ) <l(e)}.

Wir verwenden je einen spezialisierten RS-Baum mit unterschiedlichen Augmenten,
fir jede der zwei Anfragen aus Definition Wollen wir ein e € I\ L platzieren, so
bendétigen wir ¢(a(e)), um die niedrigste zuldssige Ebene zu finden. Daher widmen wir
uns zundchst der Berechnung von ¢(a(e)). Danach verwenden wir ¢(a(e)), um in einem
zweiten RS-Baum die niedrigste zuldssige Ebene zu finden.

4.1 Balancierte Baume

Wir schlagen zur Verbesserung der Laufzeit von GREEDY-LAYER-ASSIGNMENT einen
bindren Suchbaum oder kurz Baum vor. Dieser ist eine Datenstruktur, in der Knoten
verwaltet werden. In jedem Knoten ist ein Schlissel gespeichert. Jedem Knoten werden
bis zu zwei Kindknoten und ein Elternknoten zugeordnet. Der Baum besitzt genau einen
Knoten genannt Wurzel, der nicht Kind eines anderen Knoten ist.
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nil nil nil nil ni nil nil nil nil nil nil nil

Abb. 4.1: Ein Baum. In Rot ein lingster Wurzel-Blatt-Pfad, der bei einer erfolglosen Anfrage
fiir key = 6 abgeschritten wird.

Definition 4.2. Ein Baum B ist eine Datenstruktur, in der eine Menge von Knoten
verwaltet wird. Ein Knoten v € B ist ein Quadrupel (key, parent, left, right) mit key € R
und parent, left, right € B mit parent(v) # left(v) # right(v) # v. Dabei gilt stets:
parent(v') = v <= rel(v) = v mit rel € {left, right}. Weiter besitzt B genau einen
Knoten root € B, sodass kein v € B\ root(B) existiert mit right(v) = root(B) oder
left(v) = root(B). Es gibt keine zwei verschiedenen Knoten v,v' € B, sodass rel(v) =
rel(v') gilt mit vel € {left, right}.

Wenn v, v’ € B verschiedene Knoten sind, sodass left(v) = v" oder right(v) = v', dann
nennen wir v’ linkes respektive rechtes Kind von v. Umgekehrt heifit dann v Elternkno-
ten von v’. Es kann sein, dass einem Knoten kein Kind zugewiesen ist. Ebenso ist per
Definition root(B) kein Elternknoten zugewiesen. Fiir diesen Fall besitzt B einen
Platzhalter nil. Wir schreiben rel(v) = nil mit rel € {parent, left, right}. Wir sagen, ein
v € B ist ein Blatt, wenn gilt: right(v) = left(v) = nil.

Ein Pfad w = (v1,ve,...,v) der Lénge k in einem Baum ist eine Abfolge von Knoten
v; € Bmiti € Nund i € [1, k], sodass fiir Knoten v;, v; 11 entweder right(v;) = v;+1 oder
left(v;) = viy1 gilt. Der Pfad verlauft nach rechts, wenn right(v;) = v;11 gilt, andernfalls
verlduft er nach links. Wenn v;,v; € w und ¢ < j gilt, so nennen wir v; Vorfahr von v;
und v; Nachfahr von v;. Die Lange eines lingsten Pfades von root(B) zu einem Blatt
heifit Hohe h(B). Alle v € B\ root(B) sind Nachfahr von root(B) und root(B) besitzt
keine Vorfahren. Alle v € B\ root(B) heilen innere Knoten von B. Ein Teilbaum B' C B
ist eine zusammenhdngende Teilmenge der Knoten aus B. Zusammenhéngend heifit hier,
dass ein v € B’ existiert, sodass alle v € B’ \ v Nachfahr von v sind. In diesem Fall ist
v die Wurzel von B’ und wir schreiben root(B’) = v. Ist right(v) die Wurzel eines B,
so sprechen wir vom rechten Teilbaum von v, andernfalls vom linken Teilbaum von v.
Offensichtlich ist root(B) Vorfahr aller inneren Knoten.

Die Knoten in B unterliegen einer Ordnung. Fiir jeden v € B gilt: Die Schliissel aller
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Knoten im linken Teilbaum von v sind héchstens so grofi wie die Schliissel aller Knoten
in jedem rechten Teilbaum von v.

Definition 4.3. Ein Baum B heif$t geordnet, wenn fir alle v € B gilt: key(left(v)) <
key(right(v)).

Lemma 4.4. Seixz € R. Man kann in O(h(B)) Vergleichen testen, ob einv € B existiert
mit key(v) = x.

Beweis. Sei B ein geordneter Baum laut Definition f.3und vyo0t die Wurzel von B. Wenn
key(vroot) = x gilt, so ist die Anfrage offenbar beantwortet. Andernfalls gilt entweder
key(vroot) < x oder key(vyoot) > . Ohne Beschrankung der Giiltigkeit sei key(vroot) < .
Wegen Definition gilt fir alle Knoten im linken Teilbaum unter v;o0t, dass ihr Schliis-
sel hochstens so grof ist wie die Schliissel aller Knoten im rechten Teilbaum. Daraus folgt,
dass im linken Teilbaum kein Knoten existieren kann, fiir den key(v) = z gilt. In diesem
Fall wird die Anfrage im rechten Teilbaum fortgesetzt. Verfahrt man hier rekursiv, so
bildet die Anfrage einen Pfad durch B, dessen Lange durch h(B) beschriankt ist. Stofit
man dabei auf den gesuchten Knoten oder ein Blatt, so ist die Anfrage beantwortet. Da
man in jedem Schritt hochstens eine konstante Anzahl von Vergleichen benétigt, liegt
der Rechenaufwand fiir eine Anfrage in O(1) - h(B) € O(h(B)). O

Betrachten wir das Beispiel in Abbildung Hier wurde eine Anfrage nach einem
Knoten mit key = 6 gestellt. Der Pfad, den man bei so einer Anfrage abschreitet, ist
hier in Rot hervorgehoben. Die Effizienz einer Anfrage hangt von der Hohe des Baumes
ab. Es existieren Baume, die eine garantierte Hohe, relativ zur Anzahl der Knoten im
Baum aufweisen. Diese werden selbstbalancierend genannt. Beispiele fiir Baume, die diese
Eigenschaft implementieren und bei Einfiige- bzw. Loschoperationen aufrechterhalten,
sind unter Anderem RS-Baum, AVL-Baum (benannt nach Adelson-Velskii und Landis)
sowie bounded balance- oder BB[a]-Baum [AVL62, NR73, Bay72|.

Der RS-Baum ist ein héhenbalancierter bindrer Suchbaum, der auf Bayer[Bay72| zu-
riickgeht. Dort wird eine Baumstruktur, genannt symmetrischer, bindrer B-Baum be-
schrieben, deren Knoten durch eine von zwei moglichen Typen von gerichteten Kanten
verbunden sind: Vertikale 0- und horizontale p-Kanten (Anmerkung: Diese gerichteten
Kanten entsprechen unserer Zuordnung als Kindknoten. Eine gerichtete Kante (u,v) be-
deutet: u ist Elternknoten von v, v ist Kindknoten von u). Die Regeln, nach denen diese
Béaume balanciert werden, lauten wie folgt: Auf allen Wurzel-Blatt-Pfaden befindet sich
die gleiche Anzahl an J-Kanten. Alle Knoten, die keine Blétter sind, haben zwei Kinder.
Es gibt keine zwei aufeinanderfolgenden p-Kanten. Bayer bewies, dass sein Baum eine
garantierte Hohe von hochstens 2 - logy(n + 2) — 2 hat, wenn n die Anzahl an Knoten in
B ist. Die RS-Béume, wie sie heute in Lehrbiichern vorkommen, verwenden anstelle der
zwel Typen von Kanten die Farben Rot und Schwarz, welche den Knoten zugeordnet
werden. Diese Definition, die unter Anderem in Cormen et al. [CLRS09] verwendet wird,
geht auf Guibas und Sedgewick [GST§| zuriick.

Lemma 4.5. [CLRS09, Lemma 13.1] Ein Rot-Schwarz-Baum mit n inneren Knoten
hat Héohe h < 2 -logy(n + 1) und implementiert Suchen, Einfiigen und Loschen eines
beliebigen Knoten in O(logn).
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parent(y) right(parent(y)) = z

O

right(z) = right(y)

parent(z)

left(z) = left(y)

right(z) left(parent(z)) = right(z)

Abb. 4.2: Ein Baum, aus dem y geloscht werden soll. Dabei sei y rechtes Kind seines Elternk-
notens x und z der Knoten mit dem néchst-grofieren Schliissel als y. Nach der Neuzu-
ordnung der Eltern- und Kindknoten kann y aus dem Baum geléscht werden. Leere
nil-Knoten wurden weggelassen und Teilbdume als Dreiecke stilisiert.

Verwendet man einen RS-Baum, so ist auch nach wiederholten Einfiige- und Losch-
operationen die Hohe des Baumes durch O(logn) beschrankt. Wir werden in den fol-
genden Abschnitten zeigen, wie ein Baum mit leichten Anpassungen unsere Anfragen
beantworten kann. Dabei gehen wir im Folgenden stets davon aus, dass die verwendete
Datenstruktur ein selbstbalancierender Baum ist und die Eigenschaft aus Lemma {4.5
erfiillt. Abbildung zeigt, wie RS-Baume eine Loschoperation durchfithren. Dabei
werden stets nur eine konstante Anzahl an Operationen benétigt, um die balancierte
Eigenschaft aufrecht zu erhalten.

4.1.1 Bereichsabfrage in bindaren Suchbdaumen

Wir wollen die Laufzeit zum Lésen von GREEDY-LAYER-ASSIGNMENT verbessern. Der
RS-Baum stellt eine geeignete Datenstruktur dar, um dieses Ziel zu erreichen. Wir ha-
ben den Rechenaufwand, die niedrigste zuléssige Ebene fiir ein Intervall e € I\ L zu
berechnen, in zwei Anfragen aufgeteilt (siche Definition [4.1)): Berechne ¢(a(e)) und fin-
de die niedrigste freie Ebene, die groBer als p(a(e)) ist. Wir berechnen zuerst ¢ (a(e)).
Danach ldsst sich mit wenig Aufwand zeigen, dass ein leicht angepasster Baum auch die
zweite Anfrage effizient beantworten kann. Sei L eine Teillésung mit m Ebenen und B
ein Baum, sodass jede Ebene in L durch genau einen Knoten in B repréasentiert wird.
Offenbar gilt dann n = m, wenn n die Anzahl an Knoten in B ist. Wir wollen den Baum
nach max, ) ordnen. Sei ¢ € B derjenige Knoten, der Ebene i repriasentiert. Dann gilt:
key(i) = max, ;). Wir nennen diesen Baum B,ax(r)

Definition 4.6. Sei L eine Teillosung und {1,2,...,m} die Ebenen in L. Dann ist
Buax(r) €in RS-Baum mit den Knoten {1,2...,m} und fiir jeden v € B gilt: key(v) =
mMax, () -
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In Byax(r) gilt wegen Definition @ fir alle i € Bpax(g), dass alle Knoten im linken
Teilbaum von 7 zu niedrigeren Ebenen gehoren als alle Knoten im rechten Teilbaum von
1. Dies ist kein Widerspruch zur Ordnung des Baumes, da jede Ebene durch genau einen
Knoten reprasentiert wird. Eine Bereichsabfrage in einem Baum ist eine Suche nach
allen Teilbdumen die Knoten enthalten, deren Schliissel innerhalb eines Suchintervalls
[Zmin, Tmax) Mit = € R liegen.

Definition 4.7. Sei [Zwmin, Tmax] mit © € R ein Suchintervall und B ein RS-Baum.
FEine Bereichsabfrage an B sucht nach zwei Wurzel-Blatt-Pfaden p = (v1,ve,...vg) und
p = (V],v),...v;) mit vi = v} = root(B) und vy, v, sind Blatter. Fir zwei Knoten
Vi, Vip1 € p gilt: vig1 = left(vy), wenn xymin < key(v;) und vi1 = right(v;), sonst.
Fiir zwei Knoten vj,v;,, € p' gilt analog: vi, , = right(v}), wenn Tmax > key(v;) und
Vi = left(v]), sonst.

Lemma 4.8. Seien p,p’ Wurzel-Blatt-Pfade gemdfi Definition [4.7 in B und es gelte
v; = v; mit v; € p,vj € p'. Dann ist vj, | = vip1 mit v, € p,vip1 € P, wenn key(v;) ¢
[xmina xmax] gilt-

Beweis. Wir zeigen die Behauptung durch Induktion. Zu Beginn einer Suchanfrage gilt
v1 = v} = root(B). Dies entspricht genau der Definition und erfiillt die Behauptung. Sei
nun p = (vi,...v,041,...,0) und p’ = (v1,...0,v),4,...,v;). Dann sind die Such-
pfade p,p’ identisch auf den ersten [ Knoten in B. Nun ist noch zu zeigen, dass aus
key(vi) ¢ [Tmin, Tmax] stets folgt: vy = ] 41 Entweder ist key(vi)) < Tmin < ZTmax-
Dann gilt vy = right(v) = U2+1' Oder es ist Tmin < Tmax < key(vy). Dann gilt
vy = left(v) = v{H und die Behauptung ist bewiesen. ]

Wegen Lemma sind die zwei Pfade p, p’ offenbar identisch, bis zu einem hochsten
Knoten v; € pNp’ mit Zmin < key(vi) < Tmax. Wir nennen diesen Knoten vgpjit. Die beiden
Suchpfade der Bereichsabfrage unterscheiden sich demnach erst unterhalb von vgpy;;. Wir
schreiben vin fir vy € p und vmay fir vj, € p'. Die Pfade pmin = (Usplits - - - Umin) C P
und Pmax = (Vsplits - - - Umax) < p’ heiflen fortan linker respektive rechter Suchpfad einer
Bereichsabfrage. Wegen Lemma @ kénnen wir effizient in B nach vgplit, Vmax und vmin
suchen. Wir behaupten, dass der Rechenaufwand fiir eine Bereichsabfrage beschréankt ist
durch 2 - A(B) und somit in O(logn) liegt.

Lemma 4.9. Fine Bereichsabfrage kann in O(2- h(B)) € O(logn) beantwortet werden,
wenn B ein RS-Baum ist.

Beweis. Offenbar ist die Ldnge von puin respektive pmax gleich der Hohe des Baumes,
wenn vspliy = root(B) gilt. Dann ist unsere Behauptung erfiillt. Falls vg)i¢ verschieden
der Wurzel des Baumes ist, so muss offenbar zuerst vgyi; gefunden werden. Entsprechend
setzt sich die Bereichsanfrage dann aus drei Teilen zusammen: Finde vgpi¢, finde vmin
und finde vmax. Der Aufwand, vgpiiy zu finden ist offenbar beschrénkt durch h(B). Die
Lénge der Pfade ppin und pmax ist dann beschrankt durch h(B) minus die Lange des
Suchpfades pepiit = (100t(B), . .., Usplit). Sei |p| die Lénge eines Suchpfades in B. Dann
gilt: [pmin| + [Pmax| + [Psplit] < 2+ (R(B) — [pspiit|) + |Psplit| < 2+ h(B) und die Behauptung
ist bewiesen. O
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Wir wollen nun noch zeigen, dass alle Knoten, die rechts von pni, sowie links von
Pmax in B liegen, Schliissel innerhalb der Bereichsabfrage besitzen. Offenbar ist vgpi; die
Wurzel eines Teilbaumes von B und per Definition gilt: xpi < key(vsplit) < Tmax-
Wir sagen, ein Teilbaum B’ liegt innerhalb einer Bereichsabfrage, wenn fiir root(B’)
entweder gilt: root(B’) = right(v;) mit v; € Pmin, Vi # Vsplit Und 700t(B’) ¢ pmin. Oder
wenn root(B’) = left(v;) mit v; € Pmax, Vi 7 Vsplit und r00t(B’) ¢ Pmax-

Beobachtung 4.10. Alle Knoten v € B, die innerhalb einer Bereichsabfrage liegen,
gilt: Tyin < key(v) < Tmax-

Beweis. Seien pyin und pmax Suchpfade einer Bereichsabfrage. Sei root(B’) ein Kno-
ten innerhalb der Bereichsabfrage. Ohne Beschriankung der Giiltigkeit sei root(B') =
right(v;) mit v; € Pmin und v; # vVgplit. Denn dann gilt aufgrund der Ordnung in B fiir alle
Knoten v € B": Zmin < key(v). Da aulerdem v; € Pin, Vi # Usplit gilt, ist key(v) < Tmax.
Der Fall root(B') = left(v;) mit v; € pmax und v; # vgplit erfolgt analog. O

Wenn wir fiir ein Intervall e = [[,r] die Aufliegerebene ¢(a(e)) finden wollen, dann
entspricht dies einer Bereichsabfrage mit i, = [ und xgyax = . Wir kénnen so eine
Bereichsabfrage in O(logn) beantworten und wegen Beobachtung gilt dann fir alle
v € Bpax(r), die innerhalb der Bereichsabfrage liegen: xmin < r(e) < Tmax. Dann gilt
flir jede Ebene, deren korrespondierender Knoten in der Bereichsabfrage liegt, dass dort
ein zu e gerichtetes Intervall liegt. Wir konnen also effizient mit einer Bereichsabfrage
an Byax(r) die Ebenen in L ermitteln, die fiir p(a(e)) infrage kommen. Um nun die
hochste dieser Ebenen zu finden, wollen wir in jedem Knoten zusédtzliche Information
speichern. Im folgenden Abschnitt zeigen wir, wie man innerhalb einer Bereichsabfrage
effizient lokale Minima bzw. Maxima ermitteln kann.

4.1.2 Augmentierter Suchbaum

Wir suchen nach einer Datenstruktur, die uns gestattet, in einer Teillosung L fiir ein
Intervall e ¢ L die Aufliegerebene zu finden (siehe Definition |3.4)). Bisher haben wir
gesehen, dass ein selbstbalancierender binirer Suchbaum uns das dynamische Andern
von Mengen und die Suche nach einem bestimmten Schliissel in O(logn) erlaubt. Mit
einer Bereichsabfrage (Definition konnen wir effizient alle Knoten in B entdecken,
deren Schliissel innerhalb eines Suchintervalls liegen. Man kann einen Baum so anpassen,
dass mit einer Bereichsabfrage ein lokales Minimum oder Maximum ermittelt werden
kann. Wir beschrinken uns auf Maxima. Fiir Minima ist das Vorgehen analog. Eine
Augmentierung eines Baumes B ist eine Zusatzinformation, die neben dem Schliissel in
jedem Knoten gespeichert wird. Die Ordnung des Baumes geméfl Definition bleibt
davon unberiihrt. Die Augmentierung kann uns jedoch dabei helfen, innerhalb eines
Teilbaumes ein Maximum zu finden, ohne alle Knoten im Teilbaum zu betrachten.

Definition 4.11. Sei B ein Baum. Dann ist B augmentiert, wenn jeder v € B ein
Augment p € R besitzt, wobei u(nil) = —oo sei. Zusdtzlich sei in jedem Knoten ein
Mazimum dber alle i im darunter liegenden Teilbaum pmax(v) gespeichert, das wie folgt
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Vsplit

[xmin = 177 Tmax = 34}
I key:25 p©:13  max,,:29 I

U1 Pmin Pmax

key:22 p:22 maxy:29

V2

Ikey:23 w11l max,,:29
key:15 p:18 maxy,:25

U3

key:17 p:19 max,:24

Umin

Ikey:20 w17 max,:24 I

key:16 p:12 max,:—o0

Abb. 4.3: Bereichsabfrage in einem augmentierten bindren Suchbaum.

rekursiv definiert ist:

—00, falls v = nil

Himax (U) - {maX{ﬂ(l@ft(U))v /Lmax(left(v))a N(Tight(’l}))v /’Lmax(’/’ight(v))}? sonst

Beachte, dass dieses Augment auch key selbst sein kann. Dann ist pmax(v) das Ma-
ximum tiber alle Schliissel im Teilbaum, dessen Wurzel v ist. Wir sind an dem Fall
interessiert, dass p(v) # key(v) gilt. In By, (g) wird in jedem Knoten die Ebene, die er
repréasentiert, als u(v) gespeichert. Entsprechend ist das Augment pipax(v) die hochste
Ebene, die durch einen Knoten im darunter liegenden Teilbaum repréasentiert wird.

Lemma 4.12. Sei B ein augmentierter Baum und pmin, Pmax Suchpfade einer Bereichs-
abfrage. Wir konnen mit hochstens O(h(B)) € O(logn) Vergleichen das Mazimum tber
alle u(v),v € B mit xpin < key(v) < Tmax finden.

Beweis. Sei maxiemp eine Variable, die das Maximum von g iiber alle bisher betrachteten
Teilbdume von B speichert, und zu Beginn sei maxiemp = 0. Wir schreiten pp,in ab. Fiir
Pmax wird symmetrisch verfahren. Geméa$ Definition [£.7] kann fiir einen Knoten v € ppiy
gelten: key(v) < Zmin. Dann bleibt maxemp unverdndert. Gelangen wir an einen v € P,
mit key(v) > zmin, dann gilt wegen Beobachtung Wenn left(v) € pmin gilt, dann
sind alle Knoten im Teilbaum, dessen Wurzel right(v) ist, innerhalb der Bereichsabfrage.
Dann ist maxiyy,, = max{maxXtemp, lmax(7ight(v)), u(right(v))} das aktualisierte Maxi-
mum iiber alle bisher betrachteten Teilbdume innerhalb der Bereichsabfrage. Ist right(v)
ein Blatt, so gilt wegen pu(nil) = —oc: max’temp = max{maxiemp, —00} = MaXtemp. SOMit
ist es in O(1) Vergleichen méglich, fiir einen Teilbaum, der innerhalb der Bereichsabfrage
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liegt, das Maximum tiber p aufrecht zu erhalten. Wenn stattdessen left(v) ¢ pmin gilt,
so ist offenbar entweder v ein Blatt. Diesen Fall haben wir bereits abgehandelt. Oder
es ist right(v) € pmin. In diesem Fall verfahren wir analog dazu, wie oben beschrieben.
Symmetrisch gehen wir in ppax vor, was ebenso fiir jeden Knoten entlang des Suchpfa-
des und jeden Teilbaum innerhalb der Bereichsabfrage in O(1) méglich ist. Da wir mit
Lemma wissen, dass die Pfade in ihrer Lange durch O(h(B)) beschrankt sind, und
wir auf einem balancierten Suchbaum arbeiten, liegt der Rechenaufwand fiir ein lokales
Maximum tber p innerhalb einer Bereichsabfrage in O(logn). O

Wenn wir B,y (g) augmentieren, in dem wir fiir jeden v € By,ax(r) die Ebene als w(v)
speichern, die der Knoten repréasentiert, dann kénnen wir eine Bereichsabfrage innerhalb
der Ebenen, auf denen sich zu einem Intervall e ¢ L gerichtete Intervalle befinden, durch-
fithren. Mit dem Augment lasst sich dann effizient die hochste dieser Ebenen bestimmen.

Satz 4.13. [CLRS09, Satz 14.1] Sei B ein augmentierter RS-Baum mit n Knoten und
v € B. Wenn pimax(v) aus Informationen, die in left(v) und right(v) gespeichert sind,
neu berechnet werden kann, dann implementiert B die Operationen Suchen, Einfligen
und Léschen in O(logn).

Mit einem entsprechend Definition [£.14 augmentierten RS-Baum koénnen wir nun effi-
zient p(a(e)) berechnen. Die Abbildung [4.3| zeigt ein konkretes Beispiel einer Bereichs-
abfrage. Hier ist pmax (in Blau) nur angedeutet. Beachte auch, dass hier das Augment
ungleich dem Schliissel ist. Geméafl Beobachtung ist vgpiiy der hochste v in pyin bzw.
Pmax mit key(v) € [17,34]. Sei maxtemp = 0 das vorldufige Maximum iiber alle p(v)
innerhalb der Bereichsabfrage. Da key(vspi¢) innerhalb des Suchintervalls liegt, wird
maXeemp auf 13 gesetzt. Das Maximum, welches in vgp)i¢ gespeichert ist, kann von Kno-
ten stammen, die auflerhalb der Bereichsabfrage stammen. Daher wird hier nur zwischen
dem bisherigen Maximum und g (vspiit) das GroBere gewéhlt. In vy liegt der Fall vor, dass
left(v1) € Pmin gilt. Demnach sind alle Knoten in dem Teilbaum, dessen Wurzel right(vy)
ist, innerhalb der Bereichsabfrage. Da auch key(v;) im Suchintervall liegt, wird nun zwi-
schen dem bisher geltenden Maximum, p(vi), p(right(vi)) und max,(right(vy)), das
Groflere gewahlt. Entsprechend wird maxiemp auf 29 gesetzt. Weil key(v2) < Tmin gilt,
bleibt das bisherige Maximum unverdndert. In v3 gilt wie zuvor: left(vs) € pmin. Daher
sind alle Knoten im Teilbaum, dessen Wurzel right(vs) ist, innerhalb der Bereichsabfra-
ge. Zwischen maxXiemp, ((v3), p(right(vs)) und max,(right(vs)) wird das Grofiere gewéhlt
und maxX¢emp bleibt unverandert. Da vy ein Blatt ist, ist das darin gespeicherte Maxi-
mum —oo. Weil key(vmin) > Tmin ist, wird hier zwischen dem aktuellen Maximum und
1(Vmin) das GroBere gewéhlt und die Suche in ppi, terminiert mit maxiemp = 29.

Man verfihrt in ppax symmetrisch, indem man fiir alle Teilbdume, deren Wurzel lin-
kes Kind eines v € ppax sind, und die nicht selber in ppax liegen, das darin gespeicherte
Augment, das Maximum {iber die darunter liegenden Augmente sowie das aktuelle Ma-
ximum tiiber alle bereits betrachteten Teilbdume innerhalb der Suchanfrage und Knoten
auf den Suchpfaden, aufrechterhilt. Wenn wir By,.x(r) (siehe Definition anpassen,
sodass jeder Knoten die hochste Ebene eines Knoten im darunter liegenden Teilbaum
enthilt, dann kénnen wir wegen Lemmata und in O(logn) die Aufliegerebene
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eines Intervalls e ¢ L finden, wenn Brax(r) €in balancierter Baum ist. Denn diese ist,
geméf Definition die hochste unter den Ebenen, auf denen I(e) < max, ) < 7(e)
gilt, mit k € Bmax(R)'

Definition 4.14. Sei By (g) ein Baum gemdf$ Definition (4.6, Dann ist Byar) aug-
mentiert, wenn jeder v € Byax(r) €in p(v) und ein max, (v) besitzt, sodass p(v) = v gilt
und max,,(v) ist rekursiv definiert gemdf Definition |4.11]

Wenn wir ein Intervall e in einer Losung L mit m Ebenen auf der tiefsten, zuldssigen
Ebene k platzieren, dann éndert sich max, (), wenn k < m+1 gilt. Denn dann wird e auf
einer Ebene platziert, auf der bereits ein Intervall lag. Entsprechend ist dann r(e) der
rechteste Endpunkt auf Ebene k. In diesem Fall wird der Koten k zunéchst aus Byax(r)
geléscht. AnschlieBend wird ein neuer Knoten k mit p(k) = k und key(k) = max, ) =
r(e) eingefiigt. Wir miissen nun noch zeigen, dass wir das Augment bei Einflige- und
Loschoperationen in O(logn) aufrecht erhalten kénnen.

Lemma 4.15. Sei B ein balancierter Suchbaum gemdf Definition [{.1]] Wir kénnen
einen Knoten aus B loschen oder einfiigen und in O(logn) Rechenschritten das Augment
aufrechterhalten.

Beweis. Folgt aus Satz und Definition O

Lemma 4.16. Sei By, (r) ein augmentierter, balancierter, bindrer Suchbaum gemdfs
Definition L eine Teillosung und e ¢ L ein Intervall. Wir in konnen O(logn) die
Aufliegerebene p(a(e)) berechnen.

Beweis. Folgt aus Lemmata [£.12] und O

Wir konnten zeigen, wie mit geeigneten Datenstrukturen die Aufliegerebene effizient
gefunden werden kann. Nun wollen wir noch zeigen, dass unter den Ebenen, die oberhalb
der Aufliegerebene liegen, die niedrigste freie Ebene ebenfalls effizient gefunden werden
kann. Dazu verwenden wir erneut einen augmentierten RS-Baum und eine angepasste
Bereichsabfrage.

4.2 Niedrigste zuldssige Ebene

Wir wollen LAYER-ASSIGNMENT schneller 16sen und dazu die Laufzeit von Algorithmus
verbessern. Wir haben geméf Definition [4.1] den Rechenaufwand, um ein Intervall e ¢ L
auf die niedrigste, zulassige Ebene in einer Teillosung L zu platzieren, in zwei Anfragen
aufgeteilt: Finde die Aufliegerebene p(a(e)) und Finde die niedrigste freie Ebene, die
héher als p(a(e)) ist. Diese ist geméfl Beobachtung die niedrigste zulédssige Ebene
fiir e. Mit einem augmentierten, bindren Suchbaum kann die erste dieser Anfragen in
O(logn) beantwortet werden, wenn ein selbstbalancierender bindrer Suchbaum verwen-
det wird (siehe Lemma . Nun wollen wir einen Baum definieren, der uns auch die
zweite Anfrage effizient beantworten kann. Dieser sei ein augmentierter RS-Baum, der
geméfl Lemma alle grundlegenden Mengenoperationen effizient implementiert. Sei
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L eine Teillosung mit m Ebenen. Dann existiert fiir jede Ebene in L ein Knoten im
Baum, dessen Schliissel die Ebene ist, die er reprisentiert. Weiter sei in jedem Knoten
max,(x) gespeichert sowie das Minimum iiber alle max, ;) im darunter liegenden Baum.
Wir nennen diesen Baum By (,)-

Definition 4.17. Sei L eine Teillosung und {1,2,...,m} die Ebenen in L. Dann ist
Bhriin(y) €in augmentierter, bindrer Suchbaum mit den Knoten {1,2,...,m} und fir jeden
v € {1,2,...,m} gilt key(v) = v und p(v) = max,,). Dabei gelte pu(nil) = co. Weiter
sei in jedem Knoten v ein Minimum pmin(v) tber alle p(v') in dem Teilbaum, dessen
Wurzel v ist, gespeichert. Dieses ist wie folgt rekursiv definiert:

00, falls v = nil

(1) = {min{u(leﬂ(v)),umin(leﬁ(v)),u("“ight(v)%Mmin(ﬂght(”))}f sonst

Sei e ¢ L ein Intervall, das in L platziert werden soll. Sei v € Bhrin(p), sodass
p(ale)) < key(v) und p(v) < l(e) gilt. Dann ist v eine freie Ebene, da u(v) = max,,)
ist, und eine zuléssige Ebene, da auch noch key(v) < ¢(a(e)) gilt. Wenn p(a(e)) die
Aufliegerebene ist, dann lautet eine Bereichsabfrage an B, (), mit der man die nied-
rigste, freie Ebene oberhalb von ¢(a(e)) finden kann: [p(a(e)), co]. Dann gibt es nur
einen Suchpfad pyi,, sodass fiir alle Knoten v € Biin(y) im rechten Teilbaum von vgpit
sowie alle Knoten innerhalb von ppi, gilt: p(a(e)) < key(v). Anmerkung: Jeder Knoten
in Byin(p) repréasentiert exakt eine Ebene. Daher gilt auch die Ungleichheit anstelle von
plale)) < key(v).

Sei v € pmin mit right(v) & pmin und fimin(7ight(v)) < l(e). Dann existiert im Teilbaum,
dessen Wurzel right(v) ist, eine Ebene, die frei und zuléssig ist. Wir entdecken alle
Teilbdume, fiir die diese Eigenschaft gilt in O(h(Byin(y))). Wegen der Ordnung von
Brin(p) gilt fiir zwei Teilbdume, die beide eine freie Ebene enthalten, und die beide
innerhalb der Bereichsabfrage liegen: Alle Knoten in dem Teilbaum, der weiter links
liegt, gehoren zu niedrigeren Ebenen als alle Knoten im Teilbaum, der weiter rechts
liegt. Wir suchen dann nur in dem Teilbaum nach der niedrigsten zuldssigen Ebene,
der am weitesten links liegt unter den Teilbdumen, die eine freie Ebene enthalten und
innerhalb der Bereichsabfrage liegen. Innerhalb dieses Teilbaumes kénnen wir anhand
von pmin entscheiden, wo wir weiter suchen. Schreiten wir pmin ab, aktualisieren wir das
Minimum an jedem v € ppin, wenn ¢(a(e)) < key(v) und p(v) < I(e) gilt, und markieren
alle Teilbdume innerhalb von ppin, wenn ein solcher Teilbaum eine freie Ebene enthélt.
Wir schlagen daher folgenden Algorithmus vor, um in By, die niedrigste zuléssige
Ebene zu finden:

Teilbaum auswahlen Zunéchst wahlen wir den Teilbaum, der durchsucht wird. Dazu
sei L eine Teillssung und Byin(,) €in augmentierter RS-Baum geméf Weiter sei
e ¢ L ein Intervall und v,v’ € Bhiin(p) zwel Wurzeln von Teilbdumen, die innerhalb der
Suchanfrage liegen, sodass fimin(v) < I(€) und pmin(v") < I(e) gilt. Und es sei v Knoten
des linken Teilbaumes von parent(v’). Dann enthalten sowohl B’ mit root(B') = v als
auch B” mit root(B"”) = v’ je eine freie Ebene, die oberhalb von ¢(a(e)) liegt. Wegen
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der Ordnung von By, sind jedoch die Schliissel fiir alle Knoten in B’ hochstens so
grof} wie alle Schliissel in B”. Folglich wahlen wir, um eine minimale freie Ebene unter
den Ebenen zu finden, die oberhalb von ¢(a(e)) liegen, stets v aus. Da wir entlang von
Pmin Mmaximal (logn) solche Teilbdume betrachten, konnen wir den Teilbaum, der die
niedrigste zuléssige Ebene enthélt in O(logn) Zeit finden.

Teilbaum durchsuchen Sei nun B’ der Teilbaum, dessen Wurzel v ist und den wir im
vorigen Schritt gewéhlt haben. Wenn nun pmin(left(v)) < I(e) gilt, so enthélt der linke
Teilbaum von v eine freie Ebene und wir suchen rekursiv im linken Teilbaum von v
weiter. Andernfalls, und es gilt pmin(7ight(v)) < I(e), suchen wir rekursiv im rechten
Teilbaum von v weiter. Gilt stattdessen p(v) > I(e), so muss pimin(right(v)) < l(e) sein.
Sonst wiirde B’ keine freie Ebene enthalten. Dann ist v die niedrigste freie Ebene. Es ist
leicht zu sehen, dass auch diese Suche durch O(h(Biyin(,))) beschrénkt ist.

Die Bédume Bi,iy(,) und Bpax(r) enthalten je maximal n Knoten, wenn die Eingabe
aus n Intervallen besteht. In jedem Knoten werden key, p und pimax bzw. fimin, sowie
ein Zeiger auf parent, left, right gespeichert. Wahrend der Anfragen an B, () wird nur
ein vorlaufiges Maximum iiber die Ebenen gespeichert. Fiir die Anfrage an B, (r) wird
neben dem vorldufigen Minimum tiber die Ebenen oberhalb von ¢(a(e)) noch ein Zeiger
auf den linkesten Teilbaum, der eine freie Ebene enthélt, gespeichert. Zusammen liegt der
Speicherbedarf daher in O(n). Da wir fiir jedes e € I \ L die niedrigste zuldssige Ebene
in O(logn) Zeit finden kénnen, ist die Laufzeit von GREEDY-LAYER-ASSIGNMENT in
O(nlogn), wenn n die Anzahl an Intervallen in der Eingabe ist.

Satz 4.18. GREEDY-LAYER-ASSIGNMENT kann in O(nlogn) Zeit und O(n) Platz geldst
werden, wenn n = |I| die Gréfle der Eingabe ist.

Nun wollen wir noch zeigen, dass unsere Laufzeitschranke optimal ist. Dazu bedienen
wir uns einem Resultat, wonach das Sortieren von n natiirlichen Zahlen durch einen
vergleichsbasierten Algorithmus bis zu Q(nlogn) viele Vergleiche bendtigt.

Satz 4.19. [CLRS09, Satz 8.1] In jedem vergleichsbasierten Sortieralgorithmus sind bis
zu Q(nlogn) viele Vergleiche ndétig, um n natirliche Zahlen zu sortieren.

Um zu zeigen, dass die Laufzeit von GREEDY-LAYER-ASSIGNMENT optimal ist, neh-
men wir an, dass ein Algorithmus existiert, der das LAYER-ASSIGNMENT-PROBLEM in
Laufzeit o(nlogn) 16st. Dann zeigen wir, dass man mit so einem Algorithmus n natiir-
liche Zahlen vergleichsbasiert sortieren kann. Dies steht im Widerspruch zu Satz [£.19]
Folglich muss O(nlogn) eine scharfe untere Schranke zur Losung von LAYER- ASSIGNMENT
sein.

Satz 4.20. Die Laufzeitschranke von O(nlogn) fir GREEDY-LAYER-ASSIGNMENT ist
optimal.

Beweis. Sei X ein Algorithmus, sodass X (1) eine giiltige Losung fiir LAYER- ASSIGNMENT
ist, wenn I eine Menge von Intervallen ist. Weiter sei die Laufzeit zur Berechnung von
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X(I) in o(nlogn), wenn n = |I| gilt. Angenommen, wir wollten eine Menge A von n
natiirlichen Zahlen aufsteigend sortieren. Sei Apax = max{a € A} — min{a € A}. Wir
konnen Apax in O(n) € o(nlogn) berechnen. Nun erzeugen wir fiir jedes a € A ein
Intervall e = [a,a + Apax]. Sei I die so erzeugte Instanz. Die resultierende Menge von
Intervallen ist offensichtlich ein gerichteter Stapel geméafl Definition Nun lassen
wir X (I) fiir die so erzeugte Instanz berechnen. Wir kénnen nun die n Ebenen der Lo-
sung iterativ durchlaufen, und fiir jedes e,e’ € X(I) gilt: I(e) < I(e) = p(e) < p(€).
Da l(e) = a gilt, ist die Losung eine aufsteigende Sortierung von A, die in o(nlogn)
berechnet wurde. Dies steht im Widerspruch zu Satz O

Wir haben mit augmentierten RS-Béiumen die Laufzeit von Algorithmus (1] von O(n?)
auf O(nlogn) verbessert und konnten zeigen, dass diese Laufzeit optimal ist. Im kom-
menden Kapitel werden wir zeigen, dass Algorithmus [I] stets eine Losung mit optimaler
Hohe berechnet.
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5 Layer-Assignment als Farbeproblem

Bisher haben wir Mengen von Intervallen betrachtet, von denen jedes das horizontale
Geraden-Segment einer elektrischen Leitung darstellt. Diesen Intervallen wurden na-
tirliche Zahlen, genannt Ebenen zugeordnet, sodass die Leitungen kompakt und ohne
vermeidbare Uberkreuzungen gezeichnet werden konnten. Bei einer Instanz dieses Pro-
blems, das wir LAYER- ASSIGNMENT-PROBLEM nannten (siehe Kapitel , existiert eine
Aquivalenz zum Firben eines gemischten Intervallgraphen. Betrachten wir noch einmal,
was eine Farbung eines Graphen ist: Laut Definition gilt in einer Farbung, dass
zwei adjazenten Knoten wu, v unterschiedliche Farben zugeordnet sind. Die Farben waren
natiirliche Zahlen, ebenso wie die Ebenen, welche den Intervallen zugewiesen wurden.
Uberlappen sich zwei Intervalle, so befindet sich im korrespondierenden Intervallgraphen
eine Kante zwischen ihnen. Weiter galt, dass bei einer gerichteten Kante (u,v) fiir die
zugewiesenen Farben gilt: col(u) < col(v). Fiir zwei teilweise tiberlappende Intervalle
galt analog, dass das weiter links befindliche auf einer niedrigeren Ebene liegen muss,
wenn beide Intervalle rechtsgerichtet sind. Symmetrisch dazu muss das weiter rechts be-
findliche Intervall unten liegen, wenn beide Intervalle linksgerichtet sind. Wir fithren zwei
Graphen ein, die so konstruiert sind, dass sicherstellt wird, dass eine giiltige Farbung
jedes der beiden Graphen auch eine Losung von LAYER-ASSIGNMENT ist. Diese Graphen
heiflen Konfliktgraph und erweiterter Konfliktgraph und gehen auf Briickner [Bru2l] zu-
riick.

5.1 Der Konfliktgraph

Bei einer Instanz von LAYER-ASSIGNMENT handelt es sich um eine Menge von Inter-
vallen, zu denen auch ein Graph G existiert, der die Instanz abbildet. Wir wissen aus
Definition dass eine Losung L den Intervallen Ebenen zuordnet, sodass zwei sich
iiberlappende Intervalle auf unterschiedlichen Ebenen liegen. Dariiber hinaus gibt bei
LAYER-ASSIGNMENT jedoch eine weitere Bedingung, die wir abbilden miissen. Fir zwei
teilweise iiberlappenden Intervalle e, €’ gilt, dass e auf einer hoheren Ebene platziert sein
muss als €/, wenn e zu €’ gerichtet ist. Diese Bedingung lisst sich darstellen, indem wir
einen Konfliktgraphen K fir I erstellen. Dieser ist ein gemischter Graph K = (V, E ,E)
mit V' = I und fiir jedes Paar u,v € I, wenn u, v vollstdndig Gberlappen, existiert die
ungericht_(?te Kante {u,v} € E, und wenn u gerichtet zu v, existiert die gerichtete Kante
(u,v) € E.

Definition 5.1. Fiir eine Menge von Intervallen I ist K = (V, E, E) der Konfliktgraph
mit der Knotenmenge V- = I und fiir jedes Paar an Intervallen u,v € I, fir das uNv # ()
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Abb. 5.1: Eine kleine Instanz mit giiltiger Losung auf vier Ebenen. Jede Ebene ist mit einer
Farbe markiert. Rechts ist ein korrespondierender Graph zu sehen. Jedes Intervall
entspricht einem Knoten im Graph. Die Intervalle auf derselben Ebene sind stets
unabhéngige Mengen im Graph. Ungerichtete Kanten sind in Grau, gerichtete in
Schwarz dargestellt und mit Richtungspfeilen hervorgehoben.

gilt, ist die gerichtete Kante (u,v) € E, wenn l(u) < l(v) Ar(u) < r(v) gilt, und die
ungerichtete Kante {u,v} € E, wenn l(u) < l(v) Ar(u) > r(v) gilt.

Eine giiltige Farbung von K weist nun die Farben so zu, dass fiir eine gerichtete
Kante (u,v) € E das Intervall u eine ,groflere” Farbe als v erhdlt. Dies hat die Fol-
ge, dass fir das Farben von K Satz [2.28 nicht mehr gilt. Es gibt Konfliktgraphen, in
denen die benétigte Anzahl an Farben (und damit die Anzahl an Ebenen, die zum Zeich-
nen gebraucht werden) grofer ist als die Cliquenzahl. Betrachten wir dazu noch einmal
Abbildung b): Die Intervalle eq,es, e5 sind disjunkt, ebenso ez, es. Der zugehorige
Intervallgraph hat Cliquenzahl w(G) = 2. Der Konfliktgraph besitzt jedoch einen ge-
richteten Pfad der Lénge fiinf, und dies ist hier auch die optimale Hohe. Zwei Intervalle
kénnen auch dann eine Reihenfolge in der Loésung haben, wenn sie nicht {iberlappen.
Betrachten wir drei Intervalle a, b, ¢, wobei die Paare a,b und b, ¢ teilweise iiberlappen,
a und c jedoch disjunkt sind. Aus der teilweisen Uberlappung wissen wir, dass b iiber a
liegen muss und c iiber b. Daraus folgt aber, dass ¢ iiber a liegen muss. Die Beziehung ,,a
muss iiber b liegen* ist also transitiv. Um dies auszudriicken, fithren wir die transitiven
Kanten ein und gelangen so zum erweiterten Konfliktgraphen K.

Definition 5.2. Fiir eine Menge von Intervallen I ist K+ = (V, E, E) der erweiterter
Konfliktgraph mit der Knotenmenge V- = I und fir alle u,v € I existiert die ungerichtete
Kante {u,v} € E, wenn u und v vollstindig iberlappen und die gerichtete Kante (u,v) €
E, wenn u und v eine Reihenfolge laut Deﬁm’tion haben.

Mit dem erweiterten Konfliktgraphen haben wir jetzt die Moglichkeit, die Aquivalenz
zwischen dem Farben des erweiterten Konfliktgraphen und einer Lésung L von LAYER-
ASSIGNMENT zu zeigen.

Satz 5.3. L ist eine Losung fiir LAYER-ASSIGNMENT <= L ist eine giiltige Farbung
von K.
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Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass jede giiltige Zuordnung der Intervalle zu Ebenen auch
eine giltige Farbung des erweiterten Konfliktgraphen ist.

="

Eine Losung von LAYER-ASSIGNMENT erfiillt die folgenden Eigenschaften:

1. Die ,Ebenen* sind natiirliche Zahlen

2. Ist uNw # 0, so gilt: p(u) # p(v)
3. Ist u gerichtet zu v, so gilt: p(u) < p(v)

Dies sind genau die Eigenschaften einer giiltigen Farbung. Nun zeigen wir noch, dass
jede giiltige Farbung von K+ auch eine Losung fiir LAYER- ASSIGNMENT ist.
="
Umgekehrt erfiillt eine Firbung von KT folgende Eigenschaften:

1. Die ,Farben“ sind natiirliche Zahlen
2. Existiert die ungerichtet Kante {u,v}, so gilt: col(u) # col(v)
3. Existiert die gerichtete Kante (u,v), so gilt: col(u) < col(v)

Damit ist klar: Zwei Intervalle mit nicht-leerer Schnittmenge sind niemals in der selben
Farbe eingefirbt. Liegt auBerdem eine teilweise Uberlappung vor, ist das rechte der
beiden Intervalle , grofier gefarbt. O

Hat man nun eine Farbung des erweiterten Konfliktgraphen, so ist diese dquivalent
zu einer korrekten Zuordnung der Intervalle zu den Ebenen. Wir wollen im néchsten
Abschnitt mithilfe des erweiterten Konfliktgraphen zeigen, dass der Algorithmus aus
Kapitel [3] optimal ist.

5.2 Optimalitat des Greedy-Verfahrens

Wir behaupten, dass der Algorithmus stets eine Losung L mit der optimalen Hohe
generiert. Das heifit, dass L unter allen giiltigen Losungen minimale Héhe besitzt. Sei
I eine beliebige Eingabe und L eine Lésung mit Hohe m, die von GREEDY-LAYER-
ASSIGNMENT berechnet wurde. Wir konstruieren nun eine Teillésung genannt Treppe T
von Intervallen aus L, sodass T aus exakt m Intervallen auf m Ebenen besteht. Wir
zeigen, dass fiir T keine Losung mit weniger als m Ebenen existiert. Um die Treppe
zu konstruieren, nutzen wir, dass in einer GREEDY-LAYER-ASSIGNMENT (Kapitel
berechneten Losung fiir jedes Intervall e ein Stapel (siche Definition S existiert,
den wir Stufe nennen und der bestimmte Eigenschaften erfiillt. Wir definieren dazu den
Begriff Auflieger. Dieser ist das hochste zu e gerichtete Intervall, das in der Losung
unterhalb von e platziert wurde (vgl. Definition [3.4)).

Definition 5.4. Sei L eine Lisung, die von GREEDY-LAYER-ASSIGNMENT berechnet
wurde. Fir ein e € L ist der Auflieger a(e) das Intervall, welches zu e gerichtete ist,
sodass kein anderes Intervall oberhalb von a(e) zu e gerichtet ist.
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Lemma 5.5. Fiir jedes e € L ist der Auflieger eindeutig.

Beweis. Sei e ein beliebiges Intervall in L. Ein Intervall a € L ist laut Definition zZu
e gerichtet, wenn a und e teilweise iberlappen und e weiter rechts liegt als a. In diesem
Fall enthélt a den linken Endpunkt von e. Sei @ nun der Auflieger von e und es gelte
¢(a) = k. Dann kann es kein Intervall o’ mit ¢(a’) = k geben, das ebenfalls den linken
Endpunkt von e enthélt. Sonst gilt @ Na’ # () und wir haben einen Widerspruch zur
Definition einer giltigen Losung. Daraus folgt, dass e auf jeder Ebene nur von einem
einzigen Intervall eine gerichtete Kante haben kann und nur das héchste dieser Intervalle
ist der Auflieger. O

Definition 5.6. Flir eine Lésung L, die von GREEDY-LAYER-ASSIGNMENT berechnet
wurde und ein Intervall e € L ist die Stufe S C L von e ein Stapel, sodass e das oberste
Intervall in S ist. Dann erfillt S folgende Eigenschaften:

(i) e gehort zu S. Unter e folgt eine Menge von Intervallen auf konsekutiven Ebenen,
die zu e ungerichtete Kanten besitzen. Diese gehdren zu S.

(ii) Alle zu e ungerichteten Intervallen in S tberragen e zu beiden Seiten.

(i4i) Das unterste von den zu e ungerichteten Intervallen liegt auf der niedrigsten Ebene
oder es ezistiert a(e). Dann gehort a(e) zu S.

Wir schreiben S(e) und meinen die Stufe in L, deren oberstes Intervall e ist. Alle
Intervalle zwischen e und a(e) heilen Nicht-Auflieger-Intervalle von e bzw. von S(e).
Wir zeigen nun, dass es stets zu einem Intervall, das unter e liegt, das eine ungerichtete
Kante zu e hat und das vollstandig in e enthalten ist, einen Auflieger a(e) gibt.

Lemma 5.7. Seien e,s € L Intervalle einer Losung mit o(s) < ¢(e) und e ist zu beiden
Seiten breiter als s. Wenn fiir alle Intervalle v' mit p(s) < p(v') < p(e) und eNe’ £ 0
gilt 1(e’) < l(e) und r(e') > r(e), dann existiert ein Intervall a € L, das eine gerichtete
Kante zu e hat mit p(s) = ¢(a).

Beweis. Sei e das Intervall, welches in Schritt ¢ platziert wurde. Die Intervalle werden
von GREEDY-LAYER-ASSIGNMENT nach ihren linken Endpunkten aufsteigend sortiert
verarbeitet. Daraus folgt, dass in Schritt ¢ alle ¢ — 1 bereits verarbeiteten Intervalle
weiter links beginnen als e. Da s vollstédndig in e enthalten ist, muss der linke Endpunkt
von s weiter rechts liegen als der von e. Daher muss s in einem spéteren Schritt platziert
worden sein als e. In Schritt ¢ wurde e so tief wie moglich platziert. Daraus folgt, dass
auf der Ebene, auf der s platziert wurde, bereits ein Intervall s lag, das vor e verarbeitet
wurde und dessen linker Endpunkt entsprechend weiter links liegt als der von e. Da e
nicht auf der Ebene von s platziert wurde, muss entweder ein Intervall o’ existieren, das
zwischen e und s liegt und eine gerichtete Kante zu e hat. Dies widerspricht aber der
Annahme, dass alle Intervalle zwischen s und e vollstdndig mit e iiberlappen. Oder a
schneidet e. Nun muss aber a enden, bevor s beginnt. Sonst hétte s dort nicht platziert
werden diirfen. Dann miissen e und a teilweise iiberlappen und a ist gerichtet zu e. [
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Lemma 5.8. Zu jedem Intervall e in einer Losung L, die von GREEDY-LAYER-ASSIGN-
MENT berechnet wurde, existiert eine Stufe S(e).

Beweis. Sei e ein beliebiges Intervall in L. Liegt e auf der untersten Ebene von L, so
sind die Eigenschaften (i) bis (i) aus Definition [5.6) bereits erfiillt, wobei die Menge der
Nicht-Auflieger leer und e das unterste Intervall von S(e) ist.

Liegt e nicht auf der untersten Ebene, so muss ein Intervall ¢’ mit ¢(e’) = p(e) — 1
existieren und es gilt: e N e’ # (). Andernfalls héitte e tiefer platziert werden diirfen. Ist
¢’ gerichtet zu e, so ist ¢’ der Auflieger und Eigenschaften (i) bis (i7i) sind erfiillt, wobei
auch hier die Menge der Nicht-Auflieger leer ist.

Ist ¢ ungerichtet zu e, so gilt wegen Lemma Entweder ist €’ zu beiden Seiten
breiter als e. Dann ist ¢’ ein Nicht-Auflieger und Eigenschaften (7) und (i%) sind erfillt.
Andernfalls existiert weiter links auf der Ebene von €’ ein zu e gerichtetes Intervall a.
Dann ist a der Auflieger von e und Eigenschaft (iii) ist erfiillt. Die iibrigen Eigenschaften
sind auch hier trivial erfillt, da die Menge der Nicht-Auflieger leer ist.

Ist € ein Nicht-Auflieger, dann muss auch unter €’ ein Intervall existieren, das e schnei-
det oder €’ liegt auf der untersten Ebene. Da e in diesem Fall zu €’ eine ungerichtete
Kante hat, gilt erneut: Ist die Ebene unter €’ frei, so hétte e dort platziert werden miis-
sen. Daraus folgt, dass bereits ein Intervall ¢’ unter €’ liegt, das e schneidet. Dann ist
e’ ein Nicht-Auflieger, vollstandig in e enthalten oder der Auflieger von e.

Ist €” vollstindig in e enthalten, so existiert wegen Lemma ein Auflieger links
von €”. Dann ist auch Eigenschaft (iii) erfiillt. Oder e” ist breiter als e. Dann ist €”
ein Nicht-Auflieger und liegt auf der untersten Ebene. Andernfalls existiert erneut ein
Intervall unter ¢” und unser Kalkiil setzt sich rekursiv fort. Daraus folgt, dass stets
eine Menge von Intervallen unter e die Eigenschaften (i) und (i7) erfiillen, gefolgt vom
Auflieger oder der untersten Ebene, wodurch auch Eigenschaft (iii) erfiillt ist. O

Beobachtung 5.9. Sei S(e) eine Stufe. Alle Intervalle in S enthalten den rechten End-
punkt von a(e).

Beweis. Alle Nicht-Auflieger von e iiberragen e zu beiden Seiten. Da e eine teilweise
Uberlappung mit a(e) hat, ist der rechte Endpunkt von a(e) in e enthalten. Da e in allen
Intervallen zwischen e und a(e) enthalten ist, liegt auch der rechte Endpunkt von a in
allen Nicht-Aufliegern. a

Definition 5.10. FEine Treppe T C L ist eine Teillosung von L aus k Stufen Si...Sk
gemdf$ Definition sodass T = Ule S; gilt und fir zwei Stufen S; und S; in T gilt
i =j+1 genau dann, wenn S; = S(e) und S; = S(a(e)) ist. Die Menge der Auflieger
in T heifst A und ein €' ist in A, genau dann, wenn eine Stufe S(€') in T ist oder es
existiert eine Stufe S(e) in T, sodass ¢ = a(e) gilt. Die Menge der Nicht-Auflieger ist
A=T\A.

In Abbildung [5.3]ist eine Treppe zu sehen, die Stufen sind Stapel nach Definition [5.6]
Wir konstruieren T, beginnend mit einem Intervall e auf der obersten Ebene von L.
Unter S(e) folgt stets S(a(e)). Die Treppe endet, wenn das unterste Intervall einer Stufe
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€3

€1

(a) Intervall e4 liegt dem Stapel oben auf. Es miis-  (b) Da s nach e verarbeitet wurde und unter e

sen nicht zwingend alle Nicht-Auflieger unter- platziert wurde, muss ein Element a existieren,
einander ungerichtet sein. So sind e; und e3 welches die Ebene, auf der s liegt, versperrt,
zueinander gerichtet. In e2 haben wir ein zu es vor s endet und vor e verarbeitet wurde. Dieses
gerichtetes Intervall, den Auflieger von ey4. Intervall ist der Auflieger von e.

Abb. 5.2: Die abgebildeten Stapel sind Stufen laut Definition In Rot hervorgehoben ist die
z-Koordinate des rechten Endpunktes des Aufliegers, den alle Intervalle einer Stufe
gemeinsam haben. Alle von der roten Vertikalen gekreuzten Intervalle gehoren zu S.

Abb. 5.3: Eine Treppe. Sie beginnt mit S(e). Die Stufe darunter beginnt mit dem Auflieger a(e).
Hier sind s und s’ die Nicht-Auflieger in S(e). Die rechten Endpunkte der Auflieger
in T sind rot markiert. Jede Stufe gehort zum Auflieger der vorherigen Stufe.
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auf der untersten Ebene der Losung liegt. Wenn L Hohe m hat, dann besteht T" aus m
Intervallen auf m konsekutiven Ebenen.

Beobachtung 5.11. Wenn T mit einem Intervall auf Ebene m beginnt, so besteht T
aus exakt m Intervallen auf konsekutiven Ebenen.

Lemma 5.12. Sei A = (a1, a2,...,a;), A C T die Menge der Auflieger in T und |A| = k.
Dann existiert ein gerichteter Pfad (a1,as,...,ax) im Konfliktgraphen.

Beweis. Ohne Beschrankung der Giiltigkeit sei aj das oberste Intervall von T'. Laut
Definition ist S(ar) die oberste Stufe von 7. Die néchst-tiefere Stufe ist dann
S(a(ag))) = S(ax—1). Daraus folgt, dass zwei Auflieger in aufeinanderfolgenden Stufen
eine gerichtete Kante im Konfliktgraphen verbindet. Dann existiert auch ein gerichteter
Pfad, der im untersten Auflieger a; beginnt und in a; endet. O

FEine Konsequenz aus Lemma [5.12] ist, dass fiir jedes Paar an aufeinanderfolgenden
Aufliegern a; und a;41 gilt, dass a; frither beginnt und endet, als a;y1. Dies folgt aus
Definition [2.6] Diese Eigenschaft ist transitiv. Befindet sich ein Auflieger in 7' weiter
oben als a; 1, dann beginnt (und endet) er nicht nur weiter rechts als a;11, sondern auch
als a; und als jeder Auflieger unterhalb von a;. Wir halten dies in einer Beobachtung
fest:

Beobachtung 5.13. Sei A = (ay,a9,...,ax),A C T die Menge der Auflieger in T.
Dann gilt fir jedes Paar a;,aj,i < j: a;i(l) < ai+1(1) A ai(r) < aiy1(r)

Durch die Struktur von T" kénnen wir aufler zu den Aufliegern auch Aussagen iiber die
iibrigen Intervalle in 7" treffen. So ist aus Eigenschaft (i7) klar, dass ein Nicht-Auflieger
in einer Stufe der Treppe den ndchst-héheren Auflieger zu beiden Seiten Uberragt. Dies
bedeutet aber automatisch, dass ein Nicht-Auflieger alle Intervalle in der Stufe dariiber
sowie darunter schneidet.

Lemma 5.14. Sei A C T die Menge der Auflieger in T. Fir jeden Nicht-Auflieger
ec€T,ed¢ A existiert ein Auflieger a; € A, der zu e gerichtet ist oder e beginnt weiter
links als alle a € A.

Beweis. Wir betrachten Abb. Sei e € T,e ¢ A ein Nicht-Auflieger in 7. Laut
Eigenschaft (i7) ist e zu beiden Seiten breiter als der néchst-hohere Auflieger. Sei a;—1
der nichst-tiefere Auflieger in 7. Da mit Beobachtung[5.13]die Auflieger einen gerichteten
Pfad bilden gilt: Beginnt e weiter rechts als a;_1, dann ist a;_1 in jedem Fall gerichtet zu
e. Wenn nicht, gilt wieder wegen Beobachtung[5.13] dass a;—2 zu e gerichtet ist. Existiert
kein Auflieger, der zu e gerichtet ist, folgt sofort, dass e weiter nach links beginnt als alle
a€ A O

Lemma 5.15. Sei A C T die Menge der Auflieger in T. Fiir jedese € T, e ¢ A existiert
ein a; € A, zu dem e gerichtet ist, oder e endet weiter rechts als alle a € A.
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(a) Nicht-Auflieger e und €’ und der Ausschnitt (b) Nicht-Auflieger e und e’ und der Ausschnitt

aus T direkt darunter. Hier iiberlappt e den aus T direkt daiiber. Hier tiberlappt e den Auf-
Auflieger a._1 vollstandig, sowie a._2 teilweise lieger a. vollstandig, a.41 teilweise und hat
und hat keine Uberlappung mit a.—3. Dagegen keine Uberlappung mit a.+2. Dagegen ragt ¢’
endet e’ so weit links, dass es a._1 und ac_o so weit nach rechts, dass es a. sowie ae+1 voll-
vollstéandig, a._3 nur teilweise tiberlappt. stéandig, ae4+2 jeodch nur teilweise iiberlappt.

Abb. 5.4: Ausschnitte einer Treppe direkt unter beziehungsweise iiber den Nicht-Aufliegern e
und ¢’. Die Schnittmenge konsekutiver Auflieger ist grau hervorgehoben.

Beweis. Analog zu Lemma [5.14] und zu Abbildung [5.4] gilt fiir e, dass es a. auch nach
rechts iiberragt. Wegen Beobachtung [5.13]ist e entweder zu a;4 gerichtet, oder es ragt so
weit nach rechts, dass es a; 2 schneidet. Es gilt wieder: Entweder ist e zu a;42 gerichtet,
oder es schneidet auch den Auflieger dariiber. Daraus folgt, dass e entweder gerichtet ist
zu einem a € T, oder es endet weiter rechts als alle Auflieger. O

Wir behaupten nun, dass 7' eine Clique in KT ist. Um die Behauptung zu bewei-
sen, zeigen wir zuerst, dass die Menge der Auflieger A eine Clique bilden. Mithilfe der
Lemmata und zeigen wir dann, dass Jedes Nicht-Auflieger-Intervall in T eine
Clique mit A bildet. Anschlieflend zeigen wir, dass zwei Nicht-Auflieger eine Kante in
KT verbindet. Daraus folgt dann die Behauptung.

Beobachtung 5.16. Jeder gerichtete Pfad (e;, ... ej) in K ist eine Clique.
Beweis. Folgt direkt aus Definition [2.10] und Definition O

Lemma 5.17. Sei A C T die Menge aller Auflieger in T. Dann bildet A eine Clique in
KT.

Bewets. Folgt aus Beobachtung [5.16| und Lemma |5.12 O

Da A stets eine Clique in KT bildet, ist nun noch zu zeigen, dass jedes e € A eine
Clique mit A bildet, sowie das zwischen jedem Paar e,e’ € A eine Kante existiert. Wir
zeigen zunéchst, dass jeder Nicht-Auflieger eine Kante zu allen Aufliegern in T hat.

Lemma 5.18. Sei A die Menge der Aufiieger in T und e € T ein Nicht-Auflieger, dann
ist AUe eine Clique in K.

Beweis. Aus Lemma [5.17) wissen wir, dass zwischen jedem a € A eine Kante existiert.
Sei S(a;) die Stufe, in der e als Nicht-Auflieger vorkommt. Aus Definition ist klar,
dass e weiter links beginnt und weiter rechts endet als a;. Falls e frither endet als a;41,
dann liegt eine teilweise Uberlappung zwischen e und a;;1 vor. In diesem Fall existiert
ein gerichteter Pfad von e iiber a;11 und zu allen Aufliegern a; mit j > i + 1.
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Falls e spéter als a;41 endet, hat e auch eine ungerichtete Kante zu a;4;. Dann liegt
aber wieder eine Uberlappung von e mit a;;o vor. Diese kann wiederum vollstindig
oder teilweise sein. Entsprechend hat e eine gerichtete oder ungerichtete Kante zu a;2.
Fiihren wir das Kalkiil fort wird klar: Zwischen e und allen Aufliegern iiber a; existiert
eine gerichtete oder ungerichtete Kante in K.

Analog schneidet e auch a;_ 1. Auch hier gilt wieder: Ist die Uberlappung teilweise,
so existiert ein gerichteter Pfad von a; zu e und e hat eine Kante mit allen Aufliegern
unter a;. Ist die Uberlappung vollstéindig, so existiert eine ungerichtete Kante zwischen
e und a;_1. Dann liegt jedoch wieder eine Uberlappung mit a; 5 vor. Auch hier folgt:
Entweder hat e eine gerichtete oder ungerichtete Kante zu a;_o. Daraus folgt: Es existiert
eine Kante zwischen e allen Aufliegern a; mit j <i — 1.

Da die ungerichtete Kante zu a; bereits per Definition einer Stufe existiert, und eine

Kante von e zu allen a; mit j < ¢ und j > ¢ existiert, bildet e zusammen mit A eine
Clique in K. O

Lemma 5.19. Seien e und €' Nicht-Auflieger in T. Dann existiert entweder die unge-
richtete Kante {e,e'} oder die gerichtete Kante (e,e') in K.

Beweis. Sei e ein Nicht-Auflieger in S; und €’ ein Nicht-Auflieger in Sj mit ¢ > j. Wenn
i = j+1 gilt, dann ist S; die Stufe des Aufliegers von S;. In diesem Fall iiberragt ¢’ den
Auflieger von S; zu beiden Seiten und es existiert wegen Beobachtung [5.9| eine Kante
zwischen ¢’ und allen Intervallen in S;, also insbesondere auch zu e.

Sei also i > j+1. Dann existiert wegen Lemmal5.14]ein Auflieger in einer Stufe S mit
j' > j, den e teilweise iiberlappt oder e iiberragt alle Auflieger in den Stufen oberhalb
von Sj. Im letzteren Fall ist offensichtlich, dass e’ auch eine Uberlappung mit e hat. Im
ersteren Fall gilt: Wenn j’ > i ist, dann hat €’ eine vollstindige Uberlappung mit dem
Auflieger von S; und iiberlappt damit jedes Intervall S;, also auch e.

Wenn dagegen j’ < i gilt, so folgt aus Lemma analog, dass ein Auflieger in einer
Stufe S;s existiert, der eine gerichtete Kante zu e hat, oder e beginnt weiter links als alle
Auflieger unterhalb von S;. Im ersten Fall folgt sowohl aus i < j als auch daraus, dass
e alle Auflieger nach links iiberragt, dass e eine Uberlappung mit e’ hat.

Gilt hingegen ' > j, dann befinden sich die Auflieger von S und Sj oberhalb von S;
und unterhalb von S;. Dann existiert ein gerichteter Pfad von €’ iber S; und Sy zu e
und es existiert eine gerichtete Kante zwischen ¢’ und e in K. O

Wir haben in Lemma [5.17] gesehen, dass die Auflieger eine Clique im erweiterten
Konfliktgraphen bilden. Lemma sagt aus, dass jeder Nicht-Auflieger eine Clique mit
den Aufliegern bildet. Und schliefllich wissen wir aus Lemma dass auch jedes Paar
an Nicht-Aufliegern in KT durch eine Kante verbunden ist. Da die Menge der Nicht-
Auflieger A definiert war als T\ A, existieren keine Intervalle in T, die weder Auflieger
noch Nicht-Auflieger sind. Wir halten daher fest:

Lemma 5.20. T ist eine Clique im erweiterten Konfliktgraph K.

Beweis. Aus Definition folgt, dass alle Intervalle in T' entweder in A oder in A
liegen. Wegen Lemma gilt: A ist eine Clique in K*. Wegen Lemma folgt: Fir
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jedes e € A gilt: AUe ist eine Clique in K. SchlieBlich folgt aus Lemma Fiir jedes
e,e/ € A gilt: e und ¢’ sind durch eine Kante in K verbunden. Wenn jedes Paar an
Aufliegern durch eine Kante in K verbunden ist, ebenso jedes Paar an Nicht-Aufliegern
und wenn jedes Paar aus einem Auflieger und einem Nicht-Auflieger durch eine Kante
in K verbunden ist, dann ist 7" eine Clique in K. O

In Abbildung sehen wir eine Treppe laut Definition und den dazugehérigen,
erweiterten Konfliktgraphen K. Hier ist A in Rot markiert, e; und e; sind Intervalle
aus A. Die Auflieger a1, ..., as bilden einen gerichteten Pfad. Die einzigen ungerichteten
Kanten in diesem Beispiel sind {e;, a3} und {e;, a5 }. Diese existieren wegen Definition [5.6]
Da die gerichtete Kante (ag,e;) existiert, gibt es auch einen gerichteten Pfad von a;
bis e;. Ebenso existiert wegen der Kante (a4, e;) ein Pfad von a; bis e;. Da auflerdem
die Kante (ej, a4) existiert, gibt es auch einen gerichteten Pfad von e; zu e;. Da jeder
gerichtete Pfad eine Clique bildet (siehe Beobachtung , sind sowohl AU e; als auch
AUe; eine Clique. Da in diesem Beispiel auch noch ein gerichteter Pfad zwischen e; und
e; existiert, ist T eine Clique.

Wir nutzen nun die obigen Resultate um zu zeigen, dass der Algorithmus aus Kapitel [3]
stets eine optimale Losung berechnet. Da wir bereits mit Satz gezeigt haben, dass
das Farben von KT #quivalent zum Losen von LAYER-ASSIGNMENT ist, kénnen wir
jetzt argumentieren, dass keine giiltige Losung mit weniger Ebenen auskommt als von
GREEDY-LAYER-ASSIGNMENT berechnet wurde.

Satz 5.21. GREEDY-LAYER-ASSIGNMENT ist optimal.

Beweis. Sei I eine Menge von Intervallen und L eine Losung fiir I mit Hohe m, die
von GREEDY-LAYER-ASSIGNMENT berechnet wurde. Wir wéhlen ein Intervall e aus mit
p(e) = m. Nun existiert wegen Lemma und Beobachtung auch eine Treppe T,
deren oberstes Intervall e ist und die aus genau m Intervallen besteht. Aus Lemma [5.20]
folgt: Im erweiterten Konfliktgraphen von I ist T eine Clique. Somit gilt w(K™) = m.
Aus Satz folgt, dass eine giiltige Losung von LAYER-ASSIGNMENT stets auch eine
Farbung von KT ist. Da zwei durch eine Kante verbundene Knoten nie in der selben
Farbe gefirbt sein diirfen, und K eine Clique der Grole m enthiilt wird klar: Es existiert
keine Losung, die weniger als m Ebenen verwendet. Da L unter allen giiltigen Lésungen
minimale Hohe besitzt, ist GREEDY-LAYER-ASSIGNMENT optimal. O

Alle Aussagen und Resultat, die wir fiir rechtsgerichtete Intervalle gezeigt haben, sind
auch fiir eine Menge von linksgerichteten Intervallen giiltig. Die Beweise folgen symme-
trisch zu denen fiir rechtsgerichtete Intervalle. Wendet man die naive Implementierung
von GREEDY-LAYER-ASSIGNMENT laut Algorithmus [I] auf eine Eingabe an, die abstei-
gend nach den z-Koordinaten der rechten Endpunkte der Intervalle sortiert wurde, so
erhilt man eine giiltige Losung fiir den linksgerichteten Fall, in der sich ebenfalls eine
Treppe konstruieren lasst. Da wir fiir den erweiterten Konfliktgraphen gezeigt haben,
dass wir stets eine Fiarbung mit y(K ') Farben berechnen kénnen, und laut Satz
auch jede Losung von LAYER-ASSIGNMENT eine Fiarbung von K ist, gilt offensichtlich
stets w(K™T) = x(K™).
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Abb. 5.5: Eine Treppe T und der dazugehdérige, erweiterte Konfliktgraph K. Die Auflieger
sind rot dargestellt. Die Nicht-Auflieger in diesem Beispiel sind e; und e;

Korollar 5.22. Der erweiterte Konfliktgraph K ist perfekt.

Wir haben den erweiterten Konfliktgraphen KT kennengelernt und gezeigt, dass eine
Firbung von K™ stets auch eine Losung von LAYER- ASSIGNMENT ist. Dies haben wir
genutzt, um anhand einer Teillosung, die wir Treppe nannten, zu zeigen, dass GREEDY-
LAYER-ASSIGNMENT optimal ist. Nun wollen wir noch einen Ausblick auf offene Fragen
und weiterfithrende Themen geben.

49



6 Ausblick

In einen Kabelplan, wie er in Kapitel [I] definiert wird, kénnen sowohl links- wie auch
rechtsgerichtete Leitungen vorkommen. Eine Erweiterung von LAYER-ASSIGNMENT ist,
in einer Zeichnung beide Typen von Leitungen darzustellen. Dies fithrt zu einem Problem,
das wir BEIDSEITIGES LAYER-ASSIGNMENT nennen.

Definition 6.1. Beim BEIDSEITIGEN LAYER-ASSIGNMENT PROBLEM erhdlt man als
Eingabe eine Menge I" von rechtsgerichteten und eine Menge I' von linksgerichteten
Intervallen. Eine Losung L ist dann eine Funktion ¢ : I" UI' — N, die allen e € I" U T!
eine Ebene zuordnet, sodass fiir alle e,e’ € I"UI' mit eNe’ # 0 folgende Bedingungen
erfillt sind:

1. p(e) # p(€)
2. e, eI"Nle) <l(e)Ar(e) <r(e) = ple) < p(e)
3. el € I'Nl(e) <l(e) Ar(e) < r(e) = p(e) > ¢(e)

Abbildung zeigt einen moglichen Kabelplan, indem beide Typen von Leitungen
dargestellt sind. Hier wurde zunéchst mit GREEDY-LAYER-ASSIGNMENT eine Losung fiir
I" mit Hohe m, und eine Losung fiir I' mit Hohe m; berechnet. AnschlieBend wurden
die linksgerichteten Leitungen einfach oberhalb der rechtsgerichteten gezeichnet. Dazu
wurde fiir jedes e € I' die zugewiesene Ebene auf ¢(e) 4+ m, erhoht. Dies ist offenbar
eine giiltige Losung, da alle e € I" auf unterschiedlichen Ebenen als alle ¢/ € I' liegen.
Die Gesamtlosung hat Hohe m, + m;. Da wegen Satz die Losungen von I" und
I' optimal sind, ist eine Losung fiir I” U I' nach unten beschrinkt durch max{m,., m;}.
Daraus folgt, dass m, 4+ m; hochstens doppelt so grof} ist wie minimal moglich wére.

Korollar 6.2. BEIDSEITIGES LAYER-ASSIGNMENT kann mit Faktor 2 approzimiert wer-
den.

Aus den vorliegenden Resultaten ergeben sich folgende weiterfithrende Forschungsfra-
gen:

o Ist BEIDSEITIGES LAYER-ASSIGNMENT N P-schwer?
e Wenn ja: Wie findet man in Polynomialzeit eine Losung mit besserer Giite als 27

e Wie lassen sich die Graphen, die zu BEIDSEITIGEM LAYER-ASSIGNMENT Korre-
spondieren, charakterisieren?

e Wodurch ist die Farbezahl beschrankt?
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6 5 11 1 9 7 14 4 3 8 17 2 15121813 16 10

b) 1234567 8 9101112131415161718

6 5111 9 7144 3 8 17 2 1512181316 10

Abb. 6.1: Ein Kabelplan. Rechtsgerichtete Leitungen sind in Blau dargestellt, linksgerichte-
te in Orange. In (a) sind die Leitungen Geraden beliebiger Steigung zwischen obe-
rem und unteren Endpunkt. Die Zeichnung hat vermeidbare Kreuzungen und ist
uniibersichtlicher. In (b) sind Leitungen dargestellt durch vertikale und horizontale
Geraden-Segmente. Eine solche Zeichnung wird auch orthogonal genannt. Die links-
und rechtsgerichteten horizontalen Segmente wurden jeweils optimal gelést und da-
nach iibereinander gezeichnet.
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