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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird die Komplexitit des Zeichnens von Chord-Link Diagrammen, nach
dem Modell von Angori et al. untersucht. Dabei wird zunéchst die entsprechende Arbeit
»,Chord-Link: A New Hybrid Visualization Modell“zusammengefasst. Im Anschluss wer-
den die beiden Hauptprobleme des Papers erneut aufgegriffen und durch Reduktionen
bewiesen, dass beide NP-schwer sind.
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1 Einleitung

Graphen, die reale Beziehungen aus den verschiedensten Bereichen modellieren, weisen
héufig lokale, kompakte Cluster auf, wiahrend die globale Struktur eine weitaus geringere
Dichte vorweist. Zum Beispiel weisen biologische Zusammenhénge wie Protein-Protein-
Interaktionen und der Stoffwechsel, solche Strukturen auf. Auch bei Gra-
phen, die soziale Gefiige wie Zusammenarbeit oder Finanznetzwerke (Abbildung 1.2)
erfassen, lassen sich diese Eigenschaften erkennen.

Abb. 1.1: Graph einer Protein-Protein-Interaktion [CLCF19)

Die durch diese Graphen modellierten Zusammenhénge sind héufig zu komplex um
in einer iblichen Visualisierungsform, beispielsweise dem Node-Link Diagramm
, von einem Betrachter leicht gelesen und interpretiert werden zu kénnen.
Daher ist es sinnvoll, eine Darstellungsform zu wahlen, beziehungsweise zu entwickeln, die
die im Graphen vorhandenen Informationen {ibersichtlich darstellt und es dem Betrach-
ter so ermoglicht einfach und intuitiv an die notwendigen Informationen zu gelangen.

Diese Problematik wurde bereits in diversen Arbeiten aufgegriffen. Ein grundsétzli-
cher Ansatz ist dabei die Verwendung eines hybriden Darstellungsmodels. In hybriden
Darstellungsmodellen werden mehrere unterschiedliche Arten der Visualisierung kombi-



Abb. 1.2: Graph in der NodeLink Darstellung [ADM™19

niert. Die Darstellung von Graphen mithilfe dieser Systeme wurde bereits vielfach the-
matisiert. Ein relativ einfacher, jedoch effizienter Ansatz ist dabei das NodeTriz Modell.
Dabei werden ausgewéhlte Cluster mit Hilfe einer Ajdazentsmatrix dargestellt. Diese
ist in ein Node-Link Diagramm eingebettet. Auf diese Weise werden die dichten Clus-
ter iibersichtlich als Matrix dargestellt, wihrend der Gesamtzusammenhang weiterhin

erkennbar ist. (Abbildung 1.3) [HRFMO07]

Abb. 1.3: Ausschnitt eines Graphen in Node-Trix Darstellung [HREMQT]

Ahnlich dem Node-Trix Ansatz verwendet auch das TreeMatriz Modell Matrizen. Die-
ses Modell beschéftigt sich zusétzlich zu der {ibersichtlicheren Darstellung von dichten
Clustern auch mit deren Hierarchie. Dazu werden die Visualisierungsformen Node-Link,
Adjazenzmatrizen und Bogendiagramme, sowie weitere Strukturen zur Darstellung der



Baumstruktur, verwend

et. (Abbildung 1.4) [RMF12]

[ = z e W 1 o)

Abb. 1.4: Darstellung eines Graphen in TreeMatrix Darstellung [RME12

Sowohl NodeTrix als auch TreeMatrix visualisieren dabei zwar die Daten {ibersichtlich
und mit der Reduktion von Kreuzungen. Auf den ersten Blick ist es jedoch wenig intui-
tiv die Informationen aus den Matrizen zu entnehmen. Die beiden Darstellungsformen
helfen also zweifellos dabei, die Daten in Cluster einzuordnen und zu strukturieren. Eine
intuitive, optisch ansprechende Visualisierung ist durch sie allerdings nicht gegeben.

Abb. 1.5: Darstellung eines Graphen in HiGraph Darstellung [Har88]

Ein anderes hybrides System sind die so genannten Higraphs.(Abbildung 1.5) Zu Vi-
sualisierung werden hierbei Rechtecke verwendet, die Mengen an Knoten darstellen. Fiir
jeden Knoten und fiir jede nicht leere Menge werden Rechtecke erstellt. Befindet sich
ein Knoten in einer Menge, so ist er in deren Rechteck eingebettet. Zusatzlich wird die
Moéglichkeit zur Darstellung von kartesischen Produkten geboten. Dieses System aus
Rechtecken wird aulerdem mit konventionellen Kanten, das heifit Strecken zwischen



den Elementen kombiniert. Dadurch ergeben sich sehr effiziente Moglichkeiten, kom-
plexe Graphen einfach und {ibersichtlich zu visualisieren, oder auch Arbeitsabldaufe gut

abzubilden. [Har88)]
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Abb. 1.6: Darstellung eines Graphen in Intersection-Link Darstellung mit 5 Cliquen [ADLB™1

FEin weiteres System, dass sich Rechtecke zunutze macht, ist Intersection—Link.
Zur Zeichnung werden alle Knoten als Rechtecke dargestellt. Die Knotenmenge wird in
moglichst wenige, moglichst grofle Cliquen partitioniert. Die Rechtecke aller, sich in der
selben Clique befindlichen Knoten tiberlappen sich und visualisieren so die Kanten der
Clique. Alle anderen Kanten werden wie in der Node-Link Darstellung durch Strecken
zwischen den Rechtecken abgebildet.[ADLBT17]

Diese Beispiele sind nur ein Einblick in das bereits vielfiltig bearbeitete Gebiet der
hybriden Visualisierungsmodelle. Ebenso interessant wie die eigentlichen Modelle sind
hierbei die Anwendungsméglichkeiten und Algorithmen, die aus den gegebenen Graphen-
daten eben jene Abbildung erstellen. Dabei spielt die Komplexitiat der Algorithmen eine
wichtige Rolle fiir die Einsatzgebiete des Modells. Eine lange Laufzeit eines Algorithmus
ist dabei grundsétzlich negativ zu betrachten. Ein interaktives System beispielsweise, bei
dem ein Benutzer aus bestehenden Daten nach Belieben eine Abbildung aufbaut bend-
tigt eine moglichst kurze Berechnungsdauer, um dem Nutzer ein angenehmes Arbeiten
zu ermoglichen.

Ein eben solches interaktives System wurde auch im Rahmen des Chord-Link Modells
entwickelt. Chord-Link ist dabei ein hybrides Darstellungsmodell, das auf der Kombina-
tion von Node-Link (Abschnitt 1.1.1)) mit Chord-Diagrammen (Abschnitt 1.1.2)) beruht.
Ahnlich des Node-Trix Modells werden die dort als Adjazentsmatrix abgebildeten Daten
eines Clusters in Chord-Diagrammen dargestellt. Diese Chord-Diagramme bestehen aus
einem Kreis auf dessen Rand Knoten, beziehungsweise deren Kopien, positioniert sind,
die im Kreisinneren mit Sehnen verbunden werden. Der Benutzer erhélt einen Graphen
in Node-Link Form und kann aus diesem, durch die Auswahl von Knoten, nach seinen
Wiinschen Chord-Graphen erstellen.

Die besonderen Hindernisse bei dieser Darstellungsform liegen in der Erstellung der
Chord-Diagramme. Zur Erzeugung dieser, werden Kopien von Knoten, eines ausgewéhl-
ten Clusters, zunéchst auf einem Kreis verteilt. Der erste Algorithmus (Abschnitt 2.3))
ordnet die Kopien in einer moglichst giinstigen Reihenfolge. Dabei werden Kopien des




Abb. 1.7: Graph aus|Abbildung 1.2{in der ChordLink Darstellung [ADM™19

gleichen Knotens mdglichst nebeneinander platziert. Ein weiterer Algorithmus fiigt in
einem darauffolgenden Schritt Sehnen in das Diagramm ein, die die Kanten repréisentie-

ren . Dabei wird versucht eine moglichst geringe Anzahl an Kreuzungen
zu erzeugen. Die genaue Vorgehensweise wird in erléiutert.

Aufgrund des interaktiven Systems, sowie dem eigentlichen Hindernis des Erstellens,
ist in diesem Fall also die Effizienz um diese Graphen zu zeichnen umso wichtiger. Die-
se wird als Thema in dieser Arbeit aufgegriffen und offene Fragestellungen nach der
Komplexitéit der Probleme gelost.

1.1 Grundlagen
1.1.1 Node-Link

In dieser Darstellungsform sind die Knoten meist als Punkte, Kreise, Polygone oder Text
dargestellt. Die Kanten werden durch Strecken oder Kurven zwischen den zwei Objekten
ihrer Knoten visualisiert. Graphen werden oft standardméfig als Node-Link Diagramm
dargestellt, da sie grundsétzlich sehr intuitiv und einfach zu lesen sind.
Nachteil dieser Art von Zeichnungen ist jedoch, dass sie bei grofien oder komplexen
Graphen schnell uniibersichtlich werden. Im Fall des im Chord-Link Modell verwendeten
Algorithmus wird ein Node-Link Diagramm eines Graphen als Ausgangslage verwendet,

um aus bestimmten Clustern Chord-Link Diagramme zu erstellen. (Abbildung 1.7))

1.1.2 Chord-Diagramm

Als Chord-Diagramm oder auch Chord-Graph wird in dieser Arbeit eine besondere Form
der Chord-Diagramme bezeichnet. Diese wurden von Angori et al. in ,,ChordLink: A New
Hybrid Visualization Model“[ADMT 19| eingefiihrt. Da sich die Beweise dieser Arbeit auf
die dort vorgestellten Probleme beziehen, miissen entsprechend auch die selbe Art von
Diagrammen verwendet werden. Generell versteht man unter einem Chord-Diagramm
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Abb. 1.8: Graph in der Chord Darstellung mit angrenzenden Knoten [ADM™19]

einen geometrischen Kreis, auf dessen Rand die |V| Knoten des Graphen G = (V, E)
verteilt sind. Diese Knoten werden mit Sehnen im Inneren des Kreises miteinander ver-
bunden [Wes87]. Die genauen Definitionen, so wie Arten der Verbindung und Darstellung
der Knoten variieren dabei stark. Die hier verwendeten Chord-Diagramme bestehen aus
einem Kreis R. Auf dem Rand dieses Kreises R werden die Kopien der Knoten V als
Teilkreisstiicke, ohne Uberlappung platziert. Dabei existiert fiir jeden Knoten v € V min-
destens eine Kopie und ein Teilkreisstiick. Die Kanten E werden als Sehnen oder auch
Chords visualisiert. Diese Sehnen sind Kurven innerhalb des Kreises, die zwei entspre-
chende Kreisstiicke miteinander verbinden. Sollten von einen Knoten mehrere Teilstiicke
existieren, so kann ein beliebiges zum Einfiigen der Sehne verwendet werden. Mathema-
tisch kann der Kreis der Chord-Diagramme auch als zirkuldre Liste an Kopien betrachtet
werden. Dabei wird ein beliebiger Punkt gewéhlt. Von dort aus geht man den Kreis im
Uhrzeigersinn ab bis man am Ursprung ankommt und erhélt so eine Reihenfolge an
Kopien. Diese Reihenfolge als zirkuldre Liste ist eine mathematische Darstellung des
visualisierten Kreises.
Diese Betrachtungsweise wird in spateren Beweisen aufgegriffen.

1.2 Eigener Beitrag

Zunéchst werden in die Algorithmen und Ergebnisse der Arbeit iiber das
Chord-Link System zusammengefasst.

Ein offenes Problem, das bei der Vorstellung des Chord-Link Modells erwéhnt wird,
ist der Beweis uber die Komplexitdt der Probleme der perfekten Permutation, sowie
des Sehnen Einfiigens. Die dort verwendeten Algorithmen, welche in und
beschrieben werden, dienen lediglich als Heuristiken und liefern nur fiir
besondere Fille eine exakte Losung.

Der erste betrachtete Algorithmus versucht die Kopien, die sich auf dem Kreis eines



Chord-Diagramms befinden, so zu arrangieren, dass Kopien des gleichen Knotens mog-
lichst nebeneinander liegen. Dabei diirfen nur Knoten miteinander vertauscht werden,
welche zum selben Knoten auflerhalb des Diagramms adjazent sind. Dieses Problem wird
als Problem der perfekten Permutation bezeichnet. In wird mittels Reduktion
von Set-Cover gezeigt, dass dieses Arrangieren nur fiir Ausnahmefélle effizient moglich
ist. Die Reduktion bildet dabei eine Set-Cover Instanz als Reihenfolge von Knoten auf
einem Chord-Graphen ab. Findet man eine optimale Losung fiir die Permutation des
entstandenen Chord-Graphen, so gibt es eine intuitive Losung fiir die entsprechende
Set-Cover Instanz.

Anschlieend wird in ein Algorithmus fiir einen Spezialfall des Permutati-
onsproblems (Abschnitt 2.3)) betrachtet, der fir diesen eine exakte Losung liefert. Bei
diesem Fall handelt es sich um eine starke Einschrankung, die entsteht wenn die zu tau-
schenden Kopien lediglich mit zwei Knoten auflerhalb des Chord-Diagramms verbunden
sind. Weiter wird in eine Reduktion von SAT erliutert. Diese beweist, dass das
in beschriebene Problem des Einfiigens der Sehnen NP-schwer ist. Dabei
sollen die Sehnen moglichst ohne Kreuzung eingefiigt werden. Es wird dabei, von einer
SAT Instanz ausgehend, ein Chord-Graph erzeugt. Sollten alle Sehnen ohne Kreuzung
eingefiigt werden koénnen, so ist die SAT Instanz erfiillbar. Dabei ist zu beachten, dass
jede Kante mehrere Optionen haben kann. Des Weiteren ist durch diesen Beweis nicht
nur gezeigt, dass das Problem NP-schwer, sondern durch eine Ubertragbarkeit auf Maz-
SAT auch nicht beliebig gut approximierbar ist. Durch Max-SAT kann auflerdem gezeigt
werden, dass das Problem auch mit starken Einschrankungen immer noch NP-schwer ist.
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2 Zusammenfassung ChordLink: A New
Hybrid Visualization Model

Diese hier erwéhnten bisherigen Ergebnisse beziehen sich auf die Arbeit ChordLink: A
New Hybrid Visualization Model [ADM™19] von Angori et al., welches ein interaktives
System vorstellt und sich mit der Transformation eines Graphen in Node-Link Darstel-
lung in die eigens definierte Chord-Link Darstellung beschéaftigt. Im Folgenden werden
nun die notwendigen Grundlagen zur Verstédndnis des Papers erlautert, sowie die Her-
angehensweise und Ergebnisse zusammengefasst.

2.1 Ubersicht

S I -3
. e ™

. °
) Initiale Zeichnung ) Vervielfachen der Knoten (c) Permutation
d) Knotenvereinigung (e) Kanteneinfiigen

Abb. 2.1: Grundlegendes Vorgehen des Algorithmus zur Bildung einer Chord-Darstellung aus
einer Node-Link-Darstellung.

Das im Paper beschriebene System beschéftigt sich mit der Konstruktion von Chord-
Diagrammen aus Teilgraphen eines in Node-Link Darstellung visualisierten Graphen.
Der beschriebene Algorithmus kommt in diesem interaktiven System zur Verwendung,
bei dem der Benutzer zu Beginn initial eine Node-Link Darstellung eines Graphen
G = (V,E) gegeben hat. Der Nutzer wihlt eine Kreisregion K im Node-Link Dia-
gramm. M ist die Menge der Knoten, die in der gewédhlten Region K liegen. Aus dieser
Teilmenge M erstellt der Algorithmus ein, in das Node-Link Diagramm eingebettetes,
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Chord-Diagramm. Der Algorithmus gliedert sich dabei in vier Teile:

1. Vervielfachen der Knoten der Menge M auf K (Abbildung 2.1b))

2. Permutieren der entstandenen Instanzen auf K (Abbildung 2.1¢)

3. Vereinigung von Kopien des gleichen Knotens zu Kreisteilstiicken (Abbildung 2.1d))

4. Einfiigen der Kanten (u,v) € E, mit u.v € M als Sehnen (Abbildung 2.1el)

Diese werden in den kommenden Abschnitten beschrieben. Dabei wird festgestellt, dass
die Permutation nur fiir Spezialfille optimal in O(|E|?) gelést wird. Fiir das Einfiigen
wird lediglich eine Heuristik angegeben.

Als Grundbedingung ist auflerdem festgelegt, dass die Struktur auflerhalb des ent-
stehenden Chord Diagramms nicht verdndert werden darf. Das bedeutet, dass Knoten
die nicht in M, beziehungsweise Kanten die keinen Punkt in M haben, nicht verandert
werden durfen. Kanten, die lediglich einen Knoten in M haben, diirfen auflerdem nicht
verschoben oder gedreht werden und enden immer beim Schnittpunkt mit dem Rand
von K. Es darf jedoch die Kopie verdndert werden, bei der die Kante endet, was spéter
beim Permutieren zum Tragen kommt. Diese Einschrankungen sollen helfen, sich nach
dem Erstellen des Chord-Diagramms nicht neu orientieren zu miissen.

2.2 Vervielfachen

N N N
°
(a) Initiale Zeichnung (b) Erzeugen eines Strahls vom  (c) Vervielfachen des Knotens
Mittelpunk durch den Kno- am Schnittpunkt des
ten Strahls mit dem Rand von
K

Abb. 2.2: Vervielfachen eines nach innen gerichteten Knotens.

Beim Vervielfachen werden die Knoten der Teilmenge M auf den Rand der Kreisregion
K verschoben. Dabei wird zwischen nach auflen gerichteten Knoten und nach innen
gerichteten Knoten unterschieden. Nach auflen gerichtete Knoten sind alle Knoten v €
M, so dass eine Kante (v,u) € E existiert, mit u ¢ M. Die Menge der nach innen
gerichteten Knoten ist definiert als alle Knoten v € M, so dass fiir alle Kanten (v,u) € E
gilt, dass u € M. Es ist also festzustellen, dass Knoten, welche eine Kante zu einem
Knoten aulerhalb der Kreisregion haben, anders gehandhabt werden.

Zunéchst wird das Vervielfdltigen fiir nach innen gerichtete Knoten betrachtet. Hier-
zu wird eine gerade Linie ausgehend vom Mittelpunk der Kreisregion R durch den zu
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(a) Initiale Zeichnung (b) Vervielfachen der Knoten (c) Ersetzen der Kanten durch
am  Schnittpunkt jeder Teilstiicke
Kante mit dem Kreis

Abb. 2.3: Vervielfachen eines nach aufien gerichteten Knotens.

vervielfiltigenden Knoten v gelegt, welche den Rand der Kreisregion schneidet. An die-
sem Schnittpunkt der Linie und dem Rand von K wird eine Kopie v; des Knotens v
platziert. Dieses Vorgehen wird fir alle nach innen gerichteten Knoten
wiederholt.

Beim Vervielfédltigen der nach auflen gerichteten Knoten kénnen mehrere Kopien ent-
stehen. Fiir jeden nach aufien gerichteten Knoten v werden alle Kanten (v,u) € E
betrachtet, bei denen u ¢ M. Per Definition folgt, dass diese Kanten einen Schnittpunkt
mit dem Rand von K haben miissen. An jedem dieser n Schnittpunkte wird eine Kopie
v; von v erstellt wobei i € {1,...,n}.

Im letzten Schritt werden alle urspriinglichen Knoten aus M aus der Darstellung
entfernt, so dass lediglich die Kopien auf dem Rand von K erhalten bleiben.

2.3 Permutationsalgorithmus

A

Nej

5
9

= e
8

\

Abb. 2.4: Maximierung der direkt aufeinanderfolgenden Kopien desselben Knotens auf K durch
Vertauschung

In diesem Schritt wird die Reihenfolge der bei der Vervielfdltigung erzeugten Kopien
verdndert. Im Paper wurde festgestellt, dass es zu einer besseren Ubersichtlichkeit fiihrt,
wenn Kopien des gleichen Knotens nebeneinander liegen, und so praktisch als ein Knoten
betrachtet werden kénnen. Hierzu soll der Algorithmus eine Permutation der Kopien
finden, bei der moglichst viele Kopien der gleichen Knoten direkt nebeneinander liegen.
Aufgrund der zu Beginn getroffenen Einschriankungen, die die Ubersichtlichkeit erhalten
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Abb. 2.5: Alle Gruppen der adjazenten Knoten v;

soll, ist die einzige Operation, die dabei verwendet werden kann, das Vertauschen zweier
Kopien u;, w; mit u,w € M auf K. Zusatzlich muss fir v; und w; gelten, dass beide
adjazent zum gleichen Knoten v ¢ M sind. Fiir Knoten ohne Verbindung nach auflen
wurde im Paper keine Option zur Verschiebung erlautert.

Zunéchst wird fiir jeden Knoten v; fiir den gilt, dass

1. (¥ € M
2. Es existiert eine Kante (v;,u) € E mit u € M

eine Sequenz (u;1,u;2,...,u;k) an Kopien nach auflen gerichteter Knoten abgelesen.
Man erhélt diese Sequenz indem man die Kopien auf dem Rand von K im Uhrzeigersinn
abgeht und alle Kopien, die adjazent zu v; sind, hinzufiigt. Diese Sequenzen sind also
eine Reihenfolgen an Kopien, die zum gleichen Knoten auflerhalb von K adjazent sind.
Eine solche Sequenz wird Gruppe von v; genannt .

Die erlaubte Operation kann nun als das Tauschen von zwei Kopien u,w der Gruppe
von v; beschrieben werden.

Im folgenden sei L eine zirkuldre Liste welche die Kopien auf dem Rand von K im
Uhrzeigersinn enthélt. Dabei kann bei einer beliebigen Kopie begonnen werden. Fiir den
vorgestellten Algorithmus wird davon ausgegangen, dass alle Kopien jeder Gruppe in L
direkt aufeinanderfolgen . Folglich wurde im Paper lediglich ein Beweis
fiir diesen Fall gezeigt, welcher hier vorgestellt wird. Fiir diesen Spezialfall liefert der
Algorithmus ein exaktes Ergebnis. Ansonsten dient er lediglich als Heuristik. Die Giite
der Heuristik wurde nicht weiter behandelt.

Um das Optimierungsproblem aufzustellen, wird die Kostenfunktion yx(u, n(u)) aufge-
stellt. Dabei ist u € L die Kopie eines Knotens v und n(u) € L die nichste Kopie von v
in L. (Abb.

Fir die Kostenfunktion gilt:

0 keine andere Kopie zwischen v und n(u
X(u, n(u)) = { ) L )

14
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Abb. 2.6: Gruppen sortiert (links) und unsortiert (rechts)
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Abb. 2.7: Linker Pfeil: Kopie u, Rechter Pfeil: n(u)

Als By, Bo, ..., By wird anschlieend die Reihenfolge der Gruppen in L im Uhrzei-
gersinn definiert. Da davon ausgegangen wird, dass alle Kopien jeder Gruppe direkt
aufeinanderfolgend in L sind, muss es fiir jede Gruppe ein erstes und ein letztes Element
geben. Sei e; das erste und [; das letzte Element der Gruppe von v; (Abbildung 2.8b).
Dabei kann man die Feststellung machen, dass I; und e;11; immer aufeinanderfolgend
sind.

Ausgehend hiervon wird mit Hilfe der Kostenfunktion y(u,n(u)) das Optimierungs-
problem wie folgt definiert:

Finde Permutationen der Kopien innerhalb der Gruppen B; mit ¢ € {1,...,h}, so dass
> x(u,n(u)) minimal ist.
u€elL
Betrachtet man dies nun genauer, so kann man feststellen, dass die Kosten einer
Permutation lediglich vom ersten und letzten Element abhéngen, da fiir alle anderen
Kopien einer Gruppe die Kostenfunktion immer 1 betrégt.
Um die Gesamtkosten rekursiv zu berechnen, wird ein dynamisches Programm ge-
nutzt dass O;(u;,j, ui,.) berechnet. Dabei ist O;(u; j,u; ) die Kostenfunktion, unter der
Annahme, dass e¢; = u;; und l; = u; ., wobei u;, das k-te Element der Gruppe B; ist.
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(a) Erste Elemente der Gruppen (b) Letzte Elemente der Gruppen

Abb. 2.8: Erste und letzte Elemente aller Gruppen

Fiir jedes mogliche Paar u; j,u; . in B; gilt:

0 falls w1 57 = u;
Oi(um,uw) = Oi+1(ui+1,j'v ui+1,2') + { 1 sonst ! ’

Die optimale Losung ist dann gegeben, wenn die Kostenfunktion minimal ist, das heifit

Xopt = minulyj,uLzeBl Ol (ul,ja ul,Z)'

Diese Rekursion wird gelost, indem man ein beliebiges e; fix setzt. Dadurch stoppt
das Programm, sobald der Kreis abgegangen wurde. Fiir e; kann somit eine Tabelle
berechnet werden, die alle moglichen Permutationen mit e; als erstes Element mit den
dazugehorigen Kosten enthélt. Die Laufzeit der Berechnung der Tabelle betragt dabei:

Es gilt dabei:
1. m = |E|
2. h = Anzahl der Gruppen
3. k; = Anzahl der Kopien in Gruppe i

Im Folgenden muss fiir jedes mogliche ey die entsprechende Tabelle berechnet werden.
Aus allen Tabellen kann dann das minimale Ergebnis als optimale Losung verwendet
werden. Aufgrund der Berechnung jeder einzelnen Tabelle, mit der oben beschriebenen
Laufzeit, ergibt sich fiir den kompletten Algorithmus eine Laufzeit von O(m?), da es
maximal k; < m Kopien in jeder Gruppe geben kann.

Wie bereits erwihnt findet dieser Algorithmus nur fiir einen Spezialfall eine exakte
Losung. Der Beweis, dass dieses Problem in der Tat NP-schwer ist, ist in der Arbeit von
Angori et al. als mogliches zukiinftiges Thema erwihnt und wird in bearbeitet.
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(a) Initiale Zeichnung nach ) Setzen der Kreisteilsegmen- ) Annéhern der Grenzen pro-
Permutation te auf die maximale Grose portlonal zur Sehnenanzahl
d) Anpassen der Kreisstiicke e) Einfiigen auf K

Abb. 2.9: Vereinigung der Knoten. Im Beispiel ist die Sehnenanzahl fiir rot und blau eins und
flir griin zwei

2.4 Vereinigung der Kreisstiicke

In dieser Phase werden die Kopien, die sich auf dem Rand von K befinden in Kreis-
teilstiicke, im Paper auch Arcs genannt, umgewandelt. Dabei werden Sequenzen, also
mehrere direkt aufeinanderfolgende Kopien des selben Knotens w, zu einem Teilstiick
zusammengefasst. Dieses Teilstiick wird C, genannt. Da die externen Kanten nicht ver-
schoben werden koénnen, muss das Teilstiick mindestens alle Kopien der Sequenz iiber-
spannen. Um entstehende Liicken zwischen zwei auf K benachbarten Arcs Cy, und C, zu
iiberdecken werden die beiden benachbarten Endpunkte der Teilstiicke schrittweise an-
gendhert bis sie sich treffen und damit die Liicke schlieflen. Im spéteren Verlauf wird der
dadurch iiberspannte Bereich noch proportional zu den mit den Teilstiicken verbundenen

Sehnen aufgeteilt. (Abbildung 2.9))

2.5 Algorithmus zum Einfiigen der Sehnen

Wie in mehreren Arbeiten, welche auch im Paper angegeben waren, gezeigt wurde, ver-
schlechtert sich die Lesbarkeit einer Darstellung von Graphen mit einer zunehmenden
Anzahl an Kreuzungen zwischen den Kanten, bzw. mit kleinen Kreuzungswinkeln zwi-
schen den Kanten. Diese Erkenntnisse erhalten im letzten Schritt des Erstellens eines
Chord-Diagramms Einzug. Im letzten Teil werden die zuvor geldschten Kanten zwischen
den Knoten aus M als Sehnen wieder eingefiigt. Da fiir jeden Knoten v € M mehrere
reprasentierende Arcs existieren konnen, wird mithilfe dieses Algorithmus eine Kom-
bination gewéhlt, mit der die Anzahl an Sehnenkreuzungen minimiert wird. Sollte es
keine Moglichkeit geben die Kanten ohne Kreuzungen einzufiigen, so wird versucht den



4 4

(a) Initialer Chord-Graph (b) Zuerst werden alle Kanten (c) Die Kanten, die keine Kos-

mit nur einer Option einge- ten erzeugen, also keine
fugt Kreuzungen, werden einge-
figt

4 4
(d) Es wird die Kante mit dem (e) Alle Sehnen platziert
groBeren Kreuzungswinkel
eingefiigt.

Abb. 2.10: Graph mit den Knoten [1,2,3,4,5] und den Kanten
[(1,2),(2,3),(2,5),(3,4),(1,4), (4,5). Die zirkuére Liste ist [1,2,4,2,3, 5]

Kreuzungswinkel zu maximieren. Der im Paper beschriebene und hier zusammengefasste
Algorithmus dient hierbei lediglich als Heuristik und liefert keine exakte Losung.

Das gegebene Problem wird in ein Optimierungsproblem umgewandelt. Zunéchst wird
dafiir eine Kostenfunktion o aufgestellt. Seien e,. und e;, zwei Sehnen, die die Kan-
ten (w,z), bzw. (z,y) repriasentieren. Weiter wird als a(wz,Ty) der kleinste Winkel
bezeichnet, der bei der Kreuzung der beiden Sehnen e,,, und e;, entsteht. Da der Kreu-
zungswinkel a immer der kleinste ist, ist a(wz, Zy) €]0; 7/2]. Die Kostenfunktion ist wie
folgt definiert:

0 ew: und ez, kreuzen sich nicht

a(ews, epy) = {

1 —a(wz,7y) ~m sonst

Dadurch gilt im Falle einer Kreuzung, dass a(ew:, €zy) € [0, 5;1].
Das Optimierungsproblem gestaltet sich folgendermaflen. Es wird eine Sehnenmenge
S gesucht, die die Kanten zwischen den Knoten aus M abdeckt. Dabei muss

a(S) = Z a(ewzvexy)

{ewz,exy }ESXS

minimal sein.
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(a) Einfligen mit moglichst we-  (b) Gleicher Graph mit mehr
nig Kreuzungen Kreuzungen

Abb. 2.11: Gutes (a) und schlechtes (b) Beispiel zum Platzieren der Sehnen

Um dieses Problem zu l6sen, geht der Algorithmus nach einer Greedy-Strategie vor.
Dafiir wird die Menge der einzufiigenden Kanten Fj; in zwei Teilmengen Ejprq und Eygo
aufgeteilt. In Fjs; befinden sich dabei alle Kanten, fiir die es lediglich eine Moglichkeit
gibt, sie einzufiigen. Das heif}t, fiir beide Knoten dieser Kanten existiert nur ein reprasen-
tierender Arc. Folglich befinden sich in Ey alle Kanten, welche iiber mehrere potentielle
Sehnen verfiigen. Der Algorithmus beginnt, indem er alle Sehnen der Kanten aus Fyq in
beliebiger Reihenfolge einfiigt. Da fiir diese Sehnen nur eine Mdoglichkeit besteht ist die-
ses Vorgehen sehr einfach. Im Anschluss durchlduft der Algorithmus |Ejs2| Iterationen.
Jede Tteration 7 mit (1 < i < |Ej2|) entfernt dabei eine Kante aus Ejso und fligt eine
die Kante représentierende Sehne in die Zeichnung ein. Zudem wird Sy als die Menge
an Sehnen definiert, die nach Einfiigen der Sehnen fir Ej;q in der Zeichnung vorhanden
sind. Weiter ist S; die Menge an Sehnen, die nach der i-ten Iteration eingefiigt wurden.
Um auszuwéhlen welche Kante geloscht wird, werden zu Beginn jeder Iteration fiir jede
Sehne ¢ jeder Kante aus E(M) die Kosten berechnet, sollte ¢ in die aktuelle Zeichnung
eingefligt werden. Diese Kosten lassen sich also darstellen, als a(S;—1 U {c}). Im An-
schluss wird die Sehne mit den geringsten Kosten gewéhlt, in die Zeichnung eingefiigt
und die entsprechende Kante aus Fjso geloscht.

Sei S” die Menge aller potenziellen Sehnen der Kanten aus Ej;. Die Kosten «(S;—1 U
{c}) fir das Einfiigen einer Sehne ¢ koénnen einfach in O(|S;_1|) berechnet werden, da
die Kosten von «(S;_1) bereits aus der vorherigen Iteration bekannt sind. Weiter wird
festgestellt, dass |S;_1| = O(|E|). Die Laufzeit des Algorithmus lisst sich schlussendlich
mit der oberen Schranke O(|S’||Ey|?) begrenzen. Die Berechnung aller Kosten braucht
in jeder Iteration maximal O(|S’||Eps|). Da der Algorithmus zudem noch maximal |E)y|
Iterationen durchlauft, ergibt sich diese Laufzeitbegrenzung.

Wie bereits erwahnt liefert dieser Algorithmus keine Garantie fiir ein optimales Er-
gebnis. Im Ausblick auf weitere Forschungen wurde daher auch fir dieses Problem der
Beweis der NP-Schwere im Paper gelistet. Dieses wird in bearbeitet und mit
einer Reduktion von SAT bewiesen.
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3 Beweis der NP-Schwere des
Permutationsproblems

3.1 Problem der perfekten Permutation

Zunéchst wird noch einmal das zu lésende Problem der perfekten Permutation definiert.
Gegeben sei eine Menge von Farben C' und eine Menge von Gruppen B. Sei L eine
zirkulére Liste von Tupeln (¢, b) mit ¢ € C und b € B.

Fiir L sei L(7) das i-te Tupel der Liste. Weiter sei C'(i) = ¢ € L(i) und B(i) = b € L(1)
mit ¢ € C und b € B. Sei i,j € N. Fiir alle Tupel L(3), L(j) € L gilt (B(i) = B(j) —
C(i) # C(J)) N (C(i) = C(j) — B(i) # B(j)). Es gilt also, dass zwei Tupel nicht die
selbe Farbe und die selbe Gruppe haben kénnen. Die einzig erlaubte Operation ist dabei
das Tauschen zweier Tupel L(i), L(j) fir die gilt B(i) = B(j).

Problem 1 (Problem der perfekten Permutation). Finde eine Permutation von
L, so dass die Anzahl der Uberginge L(i), L(i + 1) mit C(i) # C(i + 1) minimal ist.

Lemma 1. Fine Permutation heifit dann perfekt, wenn die Anzahl der Tupel L(1), L(i+
1) mit C(i) = C(i + 1), durch die erlaubte Operation nicht mehr erhéht werden kann.

Wie bereits beschrieben lésst sich der Kreis von Chord-Diagrammen als zirkuldre Liste
beschreiben. Betrachtet man die Tupel gleicher Farbe als Kopien des selben Knotens so
ist zu erkennen, dass dies nur eine verdnderte Ausdrucksweise des bereits in [Abschnitt 2.3]
beschriebenen Problems ist.

Um folglich die NP-Schwere des Problems zu zeigen soll folgender Satz bewiesen wer-
den:

Satz 2. 3-Vertex-Cover ist auf das Problem der perfekten Permutation reduzierbar.

3.2 ldee

Zunichst wird kurz erlautert, wieso Set-Cover, auch mit der Einschrankung einer maxi-
malen Grofle fiir die Teilmengen, noch NP-schwer ist. Anschliefflend soll ausgehend von
diesem Problem eine Reduktion auf das Problem der perfekten Permutation erfolgen.
Dabei werden die einzelnen Teilmengen von Set-Cover als Reihenfolge von Elementen in
L dargestellt. Die einzelnen Elemente des Universums werden als separierte Elemente
ans Ende von L gesetzt. Ein Algorithmus fiir die perfekte Permutation wiirde dann die
Elemente des Universums auf die einzelnen Reihenfolgen an Elementen aufteilen. Jede
Teilmenge, deren Reihenfolge ein Element des Universums enthélt, wéire dann in einer
Set-Cover Losung vorhanden.
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3.3 Reduktion Vertex-Cover < Set-Cover

Wir wissen, dass Vertex-Cover auch fiir planare Graphen mit Grad 3 NP-schwer ist.
Aus der nun gezeigten Reduktion folgt demnach, dass auch Set-Cover mit 3-elementigen
Teilmengen NP-schwer sein muss. Ein solches Problem soll im Folgenden 3-Set-Cover
genannt werden.

Die Reduktionsfunktion f : (G = (V, E), k) — (U, S1, ..., Sn, k'), die ein Vertex-Cover
Problem in ein Set-Cover Problem transformiert sei wie folgt definiert: U = E

Fiir jeden Knoten v € V: erstelle Menge S, mit allen zu v inzidenten Kanten. ¥’ = k
Die Teilmengenmenge des Set-Cover Problems ist die Vereinigung aller .S,,. Das Univer-
sum U sind die in G vorhandenen Kanten. Es gilt, dass eine Losung fiir das eine Problem
direkt in eine Losung des anderen uberfithrt werden kann.

1. Losung fiir Vertex-Cover(G, k) = Losung fiir Set-Cover(f(G, k))
Wenn eine Menge W von Knoten mit |W| = k alle Knoten abdeckt, dann deckt
die Vereinigung X aller {S,|v € V} mit |X| = k alle Elemente in U ab.

2. Losung fur Set-Cover(f(G, k)) = Losung fiir Vertex-Cover(G, k)
Wenn eine Teilmenge Sy, , . . ., Sy, alle Elemente von U abdeckt, dann ist {v1, ..., vz}
ein Vertex-Cover fir G

[KT06]

3.4 Reduktion 3-Set-Cover < Perfekte Permutation

Sei Z eine Set-Cover Instanz mit Universum U und Familie von Teilmengen S, mit
S = {50, 51,...,5m}, wobei SyUS1U,...,US,, =U mit |S;| =3 und i € {0,...,m}. Sei
k die Grofle des kleinsten Covers. Die Funktion g : (U, S, k) — (L, C, B, k') transformiert
die Set-Cover Instanz wie folgt:

n = |U| + 5|9]

C={ci,co,...,cn,u}

B =UU{z},wobei z ¢ U

Sei L zudem eine zirkulédre Liste, deren Aufbau im folgenden beschrieben wird.

Tupel mit der Farbe u stellen das Universum da. Die Permutation von L soll sich am
Ende nur noch durch das Verschieben dieser Tupel verbessern lassen. Daher darf « als
einzige Farbe mehrfach in L vorkommen. Elemente der Gruppe z dienen als Trennele-
mente.

Fiir alle Elemente uy,...,uy € U definieren wir ein einzigartiges Tupel (u,u;) mit
jeA{1,...,|U|}. Fuge diese Tupel wie folgt in L ein:

(u,’U,l) 7(0172)7 (U,UQ) 7(0272)7..., (U, u|U‘) (C|U|JZ)
~—— S—— ——
Intervall von u1 Intervall von ua Intervall von u)y
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Die Tupel zwischen den Elementen der Gruppe z sollen als Intervalle von u; bezeichnet
werden. Diese Intervalle werden im folgenden auch wu-Intervalle genannt.

Anschlieflend wird fiir jede Teilmenge S; € S mit s1,s92,s3 € S; und i € {0,...,m}
folgende Reihenfolge an Tupeln an L angehéngt. Zur iibersichtlicheren Darstellung sei
n; = ‘U | + 51

(Cm+1v 51)7 (Cni+2’ 52)7 (an‘+3’ 83)’ (Cni+47 51)7 (Cni+57 Z)

Intervall von S;

Diese Reihenfolge ermdéglicht es, dass zwei Tupel (v, s;), (w, si) mit i # s, Sk, 55 € S;
und v,w € C garantiert nebeneinander liegen konnen. Die in L eingefiigte Tupelfolge
ohne das Tupel der Gruppe z sei als Intervall von S; definiert. Intervalle der Mengen
S0, - -, 9m werden im folgenden als S-Intervalle bezeichnet.

Es sollen aulerdem alle Intervalle, die im Zuge einer perfekten Permutation Tupel der
Farbe u enthalten, als verwendetes Intervall bezeichnet werden.

Lemma 3. Wenn die Tupel (u,u1),...,(u,uy|) auf q Intervalle aufgeteilt sind, dann
verringert sich die Anzahl der Farbwechsel um |U| — ¢

Bewets. Da alle u-Intervalle lediglich ein Element beinhalten kénnen keine zwei Elemente
der selben Farbe dort vorkommen. Diese konnen also ignoriert werden.

Fiir jedes Intervall der Mengen aus S gilt zu Beginn, dass kein Tupel die selbe Farbe
hat. Des Weiteren konnen in jedem Intervall nur 3 Tupel der Farbe u getauscht werden,
welche als einzige mehrfach vorkommt.

Tauscht man nun lediglich ein Tupel der Farbe u in das Intervall der Menge S; so
verbessert sich die Permutation nicht, da immer noch alle Farben unterschiedlich sind.

Innerhalb eines S-Intervalls konnen die Tupel garantiert so getauscht werden, dass alle
Tupel mit Farbe u nebeneinander liegen. Jedes weitere Tupel, dass in das Intervall von
S; verschoben wird verbessert die Permutation also um 1.

Sei t; die Anzahl an Tupeln mit Farbe u in dem Intervall von .S;. Die Permutation
verbessert sich also fiir jedes Intervall von S;, das ein entsprechendes Tupel der Farbe u
enthélt um ¢; — 1, da das erste Tupel keine Verbesserung bringt.

Die Verbesserung der Permutation lasst sich durch

m {ti —1 S; enthélt Tupel der Farbe u
i=0

0 sonst

mathematisch darstellen. Wie oben erkennbar ist m die Anzahl aller Intervalle, bezie-
hungsweise die Kardinalitdt von S.

Vereinfacht ldsst sich diese Summe als |U|— ¢ schreiben, da die Summe aller ¢; zwangs-
laufig |U| sein muss wovon ¢ - 1 abgezogen werden. O

Wie in gezeigt wird gilt, dass je weniger Intervalle verwendet werden, desto
besser ist die Permutation und desto weniger Teilmengen benétigt das Set-Cover.

Aus einer perfekten Permutation von L liefle sich wie dann folgt, eine minimale Lésung
fiir die Set-Cover-Instanz ablesen: Betrachte die Positionen der Tupel (u, u1), ..., (u, u|y))-
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. Tupel der S-Intervalle

Tupel der Farbe u

Platzhalter Tupel der Gruppe z ( )
1,2 (c2,2)
Ende der zyrkuléren Liste L A
(u, u2) Sl
(u,u1) p y
& c 5.2 A ! C z
:‘) (Cnpt5-2) ' ; (u, wjr11) (euj-1,2)
L i
i ! 4
\\ 1 /
L ! i ’
g 1 : .
Q’ 4
/\‘/& i ’l ./. (u, U|U‘)
1 7 |, 2
Lo ; bl 7"
l] i I'I ! \
i ! i ,'I
i ! i [ ()
i ! 1 I
i ! i i ( )
! i i i @ , S
i ! i n1+2, 52
; i " i i } Intervall von Sy
. 1 . 1 I
1 I 1 H M
i : i “ : (Cnit3: 53 S1, 82,83 € S1
| - i i
‘ i ’ !
' 1 i \ ! (Cm +45 31)
' [ \ !
\ . \ \
HE \ \
1 \ \
N N \ (cna+s,2)
g A3 \
(Cn,1+17 34) ' | \‘\
! 1 N
L A%
(Cnat2,56) 1 i .
[ A
(Cnat3:55) " i Tupel der Farbe u tauschen
. 1
84, 85,56 € Sy (€ny+a,54) " i
v Intervall von Sy

oy W

Ziel ist es moglichst groBe blaue (Farbe u) Teilstiicke zu erhalten

Abb. 3.1: Aufbau der zirkuldren Liste L

Jedes dieser Tupel (u,u;) muss entweder in ein Intervall einer Teilmenge S; verschoben

worden sein, oder in einem Intervall von u;. Aus folgt, dass wir die Tupel der
Farbe u, die noch in u-Intervallen sind in beliebige S-Intervalle getauscht werden kénnen,

da sich die Anzahl der verwendeten Intervalle dadurch nicht erhéht und die Permutation
sich dadurch auch nicht verschlechtert. Vertauscht man diese Tupel also in S-Intervalle,
so ist ein kleinstes Set-Cover die Menge aller S;, deren Intervall mindestens ein Tupel

mit Farbe w enthalt.
Sei k' = k die Anzahl der verwendeten Intervalle. Es gilt zu beweisen, dass:

Lemma 4. Die 3-Set-Cover Instanz A hat ein kleinstes Set-Cover der Grifie k <= In
etner durch g abgebildeten Liste L 4 lassen sich alle Tupel der Farbe u auf nicht weniger

als k Intervalle aufteilen.

23



U={a,b,c,d,e} Losung: S* = {{a,c,d},{b,d,e}}
—— ——

S ={{a,¢,d},{a,b,d},{b,d,e}} e cs
——— —— ——
Intervall von c3 o o cs
o0 O «
Intervall von c3 i ] L )

O ® '
R m
O X d

\
I Bl e
(M| a :

O .
a
(9] 0 n o ”tausche”
Intervall von co el
Intervall von c¢; Intervall von ¢;

Abb. 3.2: Beispiel fiir eine Set-Cover Instanz mit entsprechenden Chord-Diagrammen. Links
ungelost und rechts mit einer perfekten Permutation. Die Gruppen sind durch ver-
schiedene Formen visualisiert. Verwendete Intervalle sind in blau markiert.

3.5 Beweis der Giiltigkeit

Gegeben sei eine beliebige 3-Set-Cover Instanz A mit dem Universum U und den Teil-
mengen Si,...,S,. Die durch die Funktion g entstandene Liste sei L 4. Sei &* eine
minimale Losung fiir A. Tausche alle Tupel mit Farbe w in beliebige Intervalle der Men-
gen von §*, so dass die Tupel der Farbe w in einem Intervall immer nebeneinander liegen.
Die dadurch entstandene Permutation von L 4 ist perfekt. Dies soll nun gezeigt werden.

Aus obigem Lemma leitet sich ab, dass sich eine Permutation nur {iber die Reduzierung
der verwendeten Intervalle reduzieren ldsst. Folglich verbessert sich die Permutation nur
dann, wenn sich alle Tupel mit Farbe v von zwei oder mehr verwendeten Intervallen,
fortan definiert als SpgrrrrEe, auf die Intervalle der Menge (5* \ SDELETE) U SNEwW
aufteilen lassen, wobei |Sprrere| > |SNEW|-

Diese Permutation verwendet weniger Intervalle als |S*|. Die Mengen der verwendeten
Intervalle konnten als Losung fiir die Set-Cover Instanz A genutzt werden. Da S* jedoch
als minimal definiert ist, ist dies ein Widerspruch.

Gleichzeitig gilt, dass aus einer perfekten Permutation der Liste L 4 einfach ein mini-
males Set-Cover fiir A abgeleitet werden kann.

Sei §* die Menge der Mengen, der verwendeten Intervalle einer perfekten Permutation
von L4 mit |S’| = k. Verschiebe alle Tupel der Farbe u in S-Intervalle. Aus
folgt, dass die Permutation dadurch nicht schlechter wird. Da alle Tupel der Farbe wu,
die das Universum darstellen, verteilt wurden ist S’ ein Set-Cover fiir A. Wenn es ein
kleineres Set-Cover geben wiirde, so gibe es zwangsldufig auch Darstellungen dieser
Mengen, so dass alle Tupel mit u, darauf aufgeteilt werden kénnten. In diesem Fall wére
die Anzahl der verwendeten Darstellungen kleiner als k. Da k jedoch minimal ist, kann
kein kleineres Set-Cover fiir A existieren.
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4 Algorithmus zur Losung des
Permutationsproblems mit zwei Gruppen

4.1 Perfekte Permutation mit zwei Gruppen

Sei G eine Chord-Graph Instanz mit der Menge an Ursprungsknoten C' und den Gruppen
B = {b1,b2}. Es gilt, dass jedes Kreisteilstiick ¢ aus G durch die bijektive Funktion

V() — (e, b),

mit ¢ € C und b € B, als Tupel abgebildet wird. Zusatzlich ist als (t1,...,t,) die Rei-
henfolge der Kreisteilstiicke von G definiert. Dabei kann bei einem beliebigen Kreisstiick
begonnen werden, von dem aus dann der Kreis im Uhrzeigersinn abgegangen wird. Sei
L eine zirkuldre Liste an Tupeln, wobei L(i) mit i« € {1...,q} das i-te Tupel in L
beschreibt, die wie folgt, aus (t1,...,t,) hervorgeht:

Sei demnach (G) = L. . Als S ist die Menge an Paaren (ty,t;) definiert, fiir die gilt
v(tk) = (¢,b1) Av(t1) = (¢, b2). Zudem wird mit C(i) der Ursprungsknoten, sowie mit
B(1) die Gruppe des i-ten Tupels in L beschrieben.

Gesucht ist, wie schon zuvor, eine Permutation der Elemente von L, so dass die Anzahl
der Uberginge L(i), L(i + 1) mit C(i) # C(i + 1) minimal ist. Hierzu wird die Anzahl
der Ubergange mit C(i) = C(i + 1) maximiert (Lemma 1]). Weiterhin gilt auch, dass es
nicht mehrere Tupel mit gleichem Ursprungsknoten und Gruppen geben kann und die
einzig zugelassene Operation das Tauschen zweier Tupel mit der gleichen Gruppe ist.

4.2 Erlauterung

Folgender Satz soll nun bewiesen werden.

Satz 5. FEine perfekte Permutation der Kopien eines Chord-Graphen mit lediglich zwei
Gruppen, ist in effizienter Zeit zu finden.

Der Algorithmus sucht zunéchst die maximale Anzahl an gleichzeitig betrachtbaren
Wechseln. Ein Wechsel ist dabei definiert als Tupel zweier Indizes ¢, wobei ¢ = j — 1.
Ein Wechsel beschreibt einen Ubergang zweier Tupel mit unterschiedlichen Gruppen.
Die Gruppen der Elemente in L an den Stellen ¢ und j miissen also unterschiedlich sein.
Es diirfen nur Wechsel betrachtet werden fiir die gilt, dass keiner ihrer Indizes bereits in
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einem anderen betrachteten Wechsel vorhanden ist. Diese Wechsel geben spater an, an
welchen Stellen ein Ubergang zweier Tupel mit gleichem Ursprungsknoten méglich ist.
Prézise formuliert ergibt sich folgendes Lemma:

Lemma 6. FEsgilti=j+1undic {1,...,q}. Seit W eine Menge an Wechseln (i, j)
und w ein beliebiger Wechsel mit j € w @1 € w. Weiter gilt fir W :

(,j)eEW —wd W

Der erste Algorithmus sucht also die Menge W der Indizes aus L, wobei |W| maximal
ist.

Dabei arbeitet er nach dem Greedy-Prinzip und nimmt immer das erstbeste Objekt.
Man unterscheidet zwei Fille:

1. In L existiert mindestens ein Index i, so dass B(i) = B(i — 1): Man betrachte
das Teilsttick zwischen i € {1,...¢} mit B(i) = B(i — 1) # B(i + 1) und dem im
Uhrzeigersinn néchsten Index j € {1,...q} mit B(j) = B(j +1) # B(j — 1) mit
1 # j, so gibt es fiir die Tupel dazwischen zwei Moglichkeiten:

a) Anzahl Tupel gerade: In diesem Fall muss B(i) # B(j) sein. Der Listen-
abschnitt L(7) bis L(j) (inkl.) besteht ist aus Zweierpaaren der Gruppen
by und by mit x,y € {1,2}, x # y, die sich wie folgt aneinander reihen:

[Bz(i), By(i + 1)), [Bz(i + 2), By(i + 3], [Bx(j — 1), By ()]

Hier kénnen alle Tupel in Wechseln gleichzeitig betrachtet werden, indem im-
mer die Indizes der Zweierpaare genommen werden. Der Greedy-Algorithmus
beginnt beim ersten Tupel des Listenabschnitts und wéhlt den Wechsel (i, +
1). Da die Wechsel immer zwei Indizes enthalten springt der Algorithmus zwei
Indizes weiter und betrachtet folglich immer Paare (i + k,i 4+ 1 + k) mit z €
N+ wund k = 2 x z. Da diese Paare garantiert noch nicht betrachtet wurden
und nach Definition der Reihenfolge von oben, giiltige Wechsel sein miissen
wird der Algorithmus das Paar akzeptieren und zwei Indizes weiter gehen. Es
werden also die Indizes aller Tupel aufgeteilt, die Anzahl ist also maximal.

b) Anzahl der Tupel ungerade: Sei L(7) bis L(j) immer noch der betrachtete Lis-
tenabschnitt. Jeder ungerade Abschnitt hat folgenden Aufbau: [B(i), By (i +
D], [Bz(i+2), By(i +3)],...,[Bz(j —2), By(5 — 1)], [Bx(5)]. In wurde gezeigt,
dass der Teil [B,(i), By(i+1)], [Bz(i+2), By(i+3)], ..., [Bz(j —2), By(j — 1)]
perfekt aufgeteilt wird. Méchte man nun [Bg(j)] noch in einem Wechsel be-
trachten, so miisste man nach einen anderen Wechsel verwerfen. Die

Anzahl ist also maximal.

Da fiir alle Abschnitte gilt, dass mit dem Algorithmus die maximale Anzahl an
Wechseln ermittelt wird, muss dies folglich auch fiir L gelten, da die Anzahl der
Wechsel in L die Summe {iber alle Wechsel der Abschnitte ist.

26



2. In L existiert kein solcher Index: Sollte kein Index mit den gegebenen Bedingungen
existieren folgt daraus, dass L eine gerade Anzahl an Tupel besitzen muss, da sonst
garantiert zwei Tupel der gleichen Gruppe aufeinanderfolgen miissen. In diesem Fall
konnen wir einen beliebigen Startpunkt wéhlen, da sich die Tupel wie in a) gezeigt
vollsténdig aufteilen lassen.

Im zweiten Schritt des Algorithmus werden die Tupel auf die Wechsel verteilt. In
der Menge S sind alle Tupel als Paar enthalten, deren Ursprungsknoten zweimal in L
vorkommen. Der Algorithmus teilt diese Tupel auf die betrachteten Wechsel auf. Dabei
gibt es zwei zu betrachtende Szenarios:

1. |S] <= |W|: In diesem Fall kann jedes Tupelpaar mit [(c,b1), (c,b2)] und ¢ € C
nebeneinander platziert werden. Die Anzahl der Ubergange mit C(i) = C(i + 1)
kann also nicht mehr erhéht werden und die Permutation ist perfekt.

2. |S| > |W|: In diesem Fall werden so viele Paare wie moglich an die Stellen mit be-
trachteten Wechseln gesetzt. Da die Anzahl der Wechsel maximal ist, sind bereits
so viele Tupel mit selbem Ursprungsknoten wie moglich in L direkt aufeinanderfol-
gend. Fiir die iibrigen Paare gibt es keine Option sie glinstiger zu platzieren, ohne
dabei ein bereits vorhandenes Paar in L zu zerstéren. Auch hier ist die Permutation
also perfekt.

Es folgt daher das Lemma:

Lemma 7. Sei G eine Chord-Diagramm Instanz, sowie L die durch v(G) abgebildete
Liste. Sei |W| die Kardinalitdt der grofiten Menge an gleichzeitig betrachtbaren Wechseln
aus L. Dann gibt es bei einer perfekten Permutation in L genau |W'| aufeinanderfolgende
Tupel (a,by), (¢,ba) mit a = c

Fiir die tibrigen Kopien, welche nicht in einem Paar in S vorhanden waren, ist die
Position egal.
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4.3 Pseudocode

Input: Die Zirkuldre Liste L bestehend aus Tupeln (¢, b) mit b € {by, b2}, sowie

die Menge S wie bereits oben definiert
Result: Perfekte Permutation der Liste L, s.d. moglichst viele Tupel mit
gleichen ¢ direkt aufeinanderfolgen
/* maximale Anzahl an betrachteten Gruppenwechseln identifizieren

*/

1 Liste W = empty

N

[ B N

int i = beliebiger Index von L fiir den gilt L(i) € by, L(i — 1) € b, und x € {1,
/* Zwei Tupel der selben Gruppe hintereinander */

Falls ein solcher Index nicht existiert: ¢ = 0;

inta=0 /* Counter

/* wadhle greedy immer erstbesten Wechsel und fiige ihn zur Liste
hinzu

7 while a < |L| do

10
11
12

13
14
15

16

17
18
19
20

if B(a+1i) # B(a+i+ 1) then
W add (a+i, ati+1))

a=a+2
else
La:a—kl

/* Befiille die betrachteten Wechsel mit passenden Paaren
while S is not empty do

wéhle beliebigen Wechsel w = (n, m) aus W mit B(n) = by, B(m) = by
wéhle beliebigen Paar p = (p1,p2) aus S mit by € p1,be € po

/* w enthdlt die Indizes n fir Gruppe b; und m fir b

/* p enthdlt die ein Tupel p; mit b; und ein Tupel py mit by
tausche L(n) mit p; und L(m) mit po

entferne p aus S
entferne w aus W’

2}

*/

*/
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5 Beweis der NP-Schwere beim Einfiigen
der Sehnen

5.1 Uberblick

In diesem Kapitel soll gezeigt werden, dass das Einfiigen von Sehnen in ein Chord-
Graphen, s.d. die Anzahl der Kreuzungen minimal ist, NP-Schwer ist. Dazu wird SAT
auf dieses Problem reduziert. Anschliefend kann auflerdem gezeigt werden, dass das
Problem nicht beliebig gut approximierbar ist, also APX-schwer ist.

5.2 Problem der kreuzungsminimalen Sehnenmenge

Gegeben sei ein Graph G mit Knotenmenge V' und Kantenmenge E. Sei L eine zirkulére
Liste an Instanzen. Sei ¢ : L — V eine Abbildung, die jeder Instanz v’ € L einen Knoten
v € V zuweist. Es gilt |V| < |L|. Sei aufilerdem [v'| der Index der Instanz o' in L. Eine
Kreuzung zweier Sehnen /v, w'y’ existiert, falls [o/| < |w'| < [v'| < |¢/].

Problem 2 (Problem des kreuzungsminimalen Sehnenmenge). Finde eine Seh-
nenmenge S C (é), so dass

1. zu jeder Kante wv € E eine Sehne v'v' € S existiert, so dass ¢(u') = u und

o(v") =w.
2. die Anzahl an Kreuzungen aller Sehnen der Menge S minimal sind.

Um die NP-Schwere des kreuzungsminimalen Sehneneinfiigens zu zeigen, wird folgen-
der Satz bewiesen.

Satz 8. SAT ist auf das Problem des kreuzungsfreien Sehneneinfiigens reduzierbar.

Préaziser formuliert ldsst sich sagen, dass eine Abbildung F' — (Gp, Sp) existiert, so
dass die CNF-Formel F' genau dann erfiillbar ist, wenn eine kreuzungsfreie Sehnenmenge
existiert.

5.3 Reduktion

Um zu zeigen, dass das Problem des Sehneneinfiigens NP-schwer ist, wird mit SAT
reduziert. Sei F eine aussagenlogische Formel, in konjunktiver Normalform. Wenn die
Formel erfiillbar ist, so werden die Sehnen ohne Kreuzungen eingefiigt.
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Die Reduktionsfunktion sei g : (F) — (L, V, E). Sie transformiert die SAT-Instanz wie
folgt:

Seien ¢, . . ., ¢y, die Klauseln von F und =z, . .., z, alle in F vorkommenden Variablen.
Knoten fir xg Knoten fiir z; Knoten fur x,,
o A~ A~ ——
V= V0, - - -, U, Wo, U9, WL, UL ...y Wp,Up 5 S
einen Knoten pro Klausel zwei Knoten fiir jede Variable
E= (7}078), (U]_,S),...,(’Um,é’), (’U)Q,UO), (wlaul)v"'v(wnyun)

Kante zw. den zwei Knoten einer Variable

Des Weiteren geht die zirkuldre Liste L wie folgt aus F hervor:

Fiir jede Variable x; mit ¢ € {0, ...,n} seien zunéchst folgende Knotenmenge definiert:

Sei T; die Menge aller Knoten v; mit ¢; ist erfiillt, falls ; wahr ist.

Sei F; die Menge aller Knoten v; mit ¢; ist erfiillt, falls x; falsch ist.

Sei 7; eine Menge an Instanzen, so dass jede Instanz aus 7; durch ¢ auf genau einen
Knoten aus T; abbildet wird. Analog gilt dies fiir F; und F;.

Fiir jede Variable x; hinge folgende Reihenfolge an Instanzen an L an.

fi7 72) Di, ‘Fi) t’L

Seien dabei f;, t;, p; Instanzen, fiir die gilt ¢(f;) = ¢(t;) = w; und ¢ (p;) = ;.

Zuletzt muss noch eine Instanz s’ des Knotens s ganz am Ende der Liste eingefiigt
werden. Dieser fungiert als Startpunkt fiir die Kanten (vg,s), (vi,s),...,(vm,s), die
anzeigen, welche der Variablen ihrer Klausel cg, ¢y, ..., ¢y, erfillt ist.

Sollte Variable z; falsch sein, wird fir die Kante (w;,u;) die Sehne zwischen den
Instanzen f; und p; gewéhlt. Dadurch konnen die Sehnen der Kanten (vg, s), mit vy €
F;, ohne Kreuzung eingefiigt werden. Diese Kanten reprasentieren die entsprechenden
Klauseln ¢ welche x; in negierter Form enthalten. Analog ist, falls x; wahr ist, die
Sehne zwischen den Instanzen ¢; und p; zu wihlen. Dadurch kénnen dquivalent zu oben
alle Sehnen der Kanten (v, s) mit vy € T; ohne Kreuzung eingefiigt werden.

fi Yk i x; = falsch

x; = wahr

Abb. 5.1: Durch g entstehende Abbildung einer Variablen

Anschliefend wird nun folgendes Lemma bewiesen.

30



Lemma 9. Wenn die Formel F erfillbar ist, so figt ein potentieller Algorithmus die
Sehnen der Kanten aus E so ein, dass es keine Kreuzungen gibt.

Anhand der Wahl fur die Kanten (wp, ug), (wi,u1),. .., (wp, u,) kann dann abgeleitet
werden, ob die Variable den Wert wahr oder den Wert falsch annehmen muss, damit F
erfiillt ist.

F = (231 \/E\/aﬁg)/\(x_legV$4)/\(@Vﬂ\/x5)/\($2 \/:13_3\/:135)

Losung: x1,%2,x3, 24,5

t1 /2 J p,

? Y1,

Y2,

S p3
Ya,

s t3
Y, X
Y3s 5 ty Y3z
Es gilt: ¢(y;) = v; Yi, = k-te Instanz die auf v; abgebildet wird

Abb. 5.2: Beispiel: Abbildung einer KNF Formel mit entsprechender Umsetzung der einer mog-
lichen Loésung
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5.4 Beweis

Sei F die aussagenlogische Formel in konjunktiver Normalform. Sei B auflerdem eine
Variablenkonstellation, die fiir jede Variable xg, ..., z, aus F den Wert wahr oder falsch
enthéalt. Sei F mit B erfiillt.

Um zu zeigen, dass die Reduktion giiltig ist, soll zuerst gezeigt werden, dass sich aus B
ableiten ldsst, wie die Kanten F die aus der Funktion ¢ : () — (L, V, E) hervorgingen,
ohne Kreuzung als Sehnen in L eingefiigt werden kénnen.

Da F mit B erfiillt ist muss es fiir jede Klausel cg, ..., ¢;, mindestens eine Variable x;
mit 7 € {0,...,n} geben, mit deren Wert diese erfiillt ist. Diese wird représentiert von
v; Flge die Sehne fiir (w;, u;) wie oben beschrieben ein. Sollte Variable x; falsch sein
wird fiir die Kante die Sehne zu Instanz 1 f; gewahlt. Falls x; wahr ist, ist die Sehne
zwischen zwischen der Instanz 2 und der Instanz p; zu wéahlen. Dabei ist folgendes zu
beobachten:

Beobachtung 10. In der durch g entstandenen Liste L kénnen sich die Sehnen der
Kanten w;, u; und (wj,uj) miti,j € {0,...,n} nie kreuzen.

Da alle Instanzen der Knoten w;,u; entweder vor oder hinter w; und u; eingefiigt
wurden, kann die Definition der Kreuzung nicht erfillt werden.

Es miissen noch Sehnen fiir alle Kanten der Form (v, s) mit k € {0,...,m} gewéhlt
werden. Hierbei kann folgendes festgestellt werden:

Beobachtung 11. In einer durch g entstandenen Liste kénnen sich zwei Sehnen der
Kanten (v;, s), (vj,s) miti,j € {0,...,m} nie kreuzen.

Da s nur eine Instanz in L hat kann die Definition der Kreuzung nicht erfillt werden.

Wie oben erwihnt, gibt es fiir jede Klausel ¢ eine erfiillende Variable x;. Durch das
Einfiigen aller Instanzen der Knoten aus der Menge T; zwischen f; und der Instanz p; und
dem Platzieren der Instanzen zu Menge F; zwischen der Instanz p; und der Instanz 2, t;
muss eine der folgenden Reihenfolgen in L vorkommen. Sei y eine Instanz mit ¢(y) = vy

x; ist wahr — fi, ..., Yy, ..., Di, ..., L

x; ist falsch — fi, ... iy ooy y .ot

Sollte x; wahr sein folgt, dass p; und ¢; verbunden wurden. Die Sehne der Kante (v, s)
kann also zwischen der Instanz y und s’ gespannt werden. Dadurch ergibt sich fiir die
gewdhlten Instanzen der Sehnen, die die Kanten (vg,s) und (w;,u;) abbilden folgende
Reihenfolge:

YsooosDiyenostive.. s
Somit gilt:

lyl < Ipil < [t:] < 5]
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Daher kénnen sich die beiden Sehnen nicht kreuzen.

Sollte z; falsch sein folgt, dass p; und f; verbunden wurden. Die Sehne der Kante
(vg, s) wird auch hier zwischen der Instanz y und s’ gespannt. In diesem Fall gibt es
dhnlich zu oben folgende Reihenfolge:

fiv"'apiv"'aya"'>sl
Somit gilt:
|fil <lpsl <yl < 15|

Auch hier ist eine Kreuzung ausgeschlossen.
Es lasst sich auflerdem beobachten, dass:

Beobachtung 12. Wenn y, s’ eine Sehne von (vg, s) ist, dann kann sich diese nur mit
Sehnen der Kante zwischen w; und u; kreuzen.
Jede Sehne der Form y, s’ kann sich also nur einmal kreuzen.

Fiir alle Variablen xp,, x;,x; mit h,l € {0,...,n} \ {i} und h < i <1 gilt aufgrund
dessen, wie die Knoten in L eingefigt wurden, dass |fpl,|pnl, |th] < |fil, |pil, [ti], [y] <
Lfil, lpul, [ti] < |8'|. Dadurch kann fir die Sehnen der Kanten (v, s), (wy, uy) und (w;, us)
die Definition der Kreuzung nicht erfillt werden.

Zusammenfassend gilt also, dass Kanten der Form (wj;,u;) sich nicht untereinander
schneiden kénnen.(Beo. Ebenso kénnen sich alle Kanten der Form (v, s) nicht un-
tereinander schneiden.(Beo. Falls B erfiillend ist existiert fir jede Kante (vg, s) min-
destens eine Instanz y mit der die Sehne 7, s’ ohne Kreuzung eingefiigt werden kann.
Diese kann sich auBerdem auch nicht mit anderen Sehnen der Kanten (w;,u;) kreu-
zen.(Beo.

Somit kénnen alle Kanten aus E ohne Kreuzung eingefiigt werden, falls F von B erfiillt
ist.

Nun muss noch gezeigt werden, dass aus einer kreuzungsfreien Kombination an Sehnen
der Kanten aus FE eine erfiillende Variablenkonstellation C folgt.

Um die Sehnen der Kanten (vg, s) einzufiigen miissen Instanzen y1, . . ., yp,, mit ¢(yg) =
v und k € {0,...,m} gewéhlt werden, von welcher aus die Sehne gespannt wird. Jede
Instanz gy muss mindestens Element einer Menge 7; oder F; sein. Die Sehne der Kante
(w;, u;) wird so gespannt, dass sie alle potentiellen Sehnen zu den Instanzen in F; kreuzt,
falls x; wahr ist. Falls x; falsch ist schneidet sie alle potentiellen Sehnen zu den Instanzen
in 7;. Sei j,k,h € {0,...,m}. Es gelten folgende Aquivalenzen:

x; wahr <= Die Klauseln ¢; mit v; € T; sind erfiillt <= alle Sehnen der Kanten mit
Knoten v; kénnen ohne Kreuzung eingefiigt werden

x; falsch <= Die Klauseln c¢; mit v, € T; sind erfiillt <= alle Sehnen der Kanten mit
Knoten v kénnen ohne Kreuzung eingefiigt werden

Jede Klausel ¢;, hat mindestens eine Variable. Demnach ist v;, mindestens Element
einer Menge T; oder F;. Dadurch kann man die Aquivalenz vereinfachen:

33



Die Klausel ¢y, ist erfiillt <= die Sehne der Kante mit Knoten v;, kann ohne Kreuzung
eingefiigt werden.

Wenn also alle Sehnen ohne Kreuzung eingefiigt wurden folgt daraus, dass alle Klau-
seln erfillt sind. Weiter ldsst sich feststellen, dass die Formel nicht erfiillt sein kann,
wenn eine Kreuzung vorkommt, eine Klausel also nicht erfiillt ist. Da ein potentieller
Algorithmus die Anzahl der Kreuzungen minimiert, ist anzunehmen, dass es keine Mog-
lichkeit gibt die Sehnen ohne Kreuzung zu platzieren und die aussagenlogische Formel
nicht erfillbar ist.

5.5 Max-SAT

Satz 13. Das Finfiigen von Sehnen in ein Chord-Diagrammm, so dass die Anzahl
der Kreuzungen minimal ist, ist APX-schwer, selbst wenn fiir jede Sehne maximal zwei
Optionen zum Einfiigen bestehen.

Durch die oben erarbeitete Aquivalenz lisst sich zudem zeigen, dass das Problem auch
dann NP-schwer ist, wenn fiir jede Kante nur zwei Optionen bestehen. Weiter ldsst sich
dadurch auflerdem zeigen, dass das Problem sogar mindestens APX-schwer ist. Hierzu
wird das APX-vollstindige Problem Max-SAT verwendet [HZ]. Die aussagenlogische
Formel der Max-SAT-Instanz wird dazu wie bereits SAT mit g transformiert. Es gilt
also auch hier:

Die Klausel ¢, ist erfiillt <= die Sehne der Kante mit Knoten v, kann ohne Kreuzung
eingefiigt werden.

Aus Beo. geht hervor, dass jede Sehne der Kante (y, s’) maximal eine Kreuzung
haben kann. Daher gibt es auch fiir jede nicht erfiillte Klausel genau eine Kreuzung. Folg-
lich ist wenn die Anzahl der Kreuzungen minimal ist, die Anzahl der erfiillten Klauseln
maximal. Da Max-SAT auch NP-schwer ist, wenn jede Klausel nur zwei Variablen enthélt
und auBerdem APX-vollstindig liegt, folgt, dass das Einfiigen der Sehnen mindestens
genau so schwer ist.
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6 Fazit

Ziel dieser Arbeit war es, die Schwierigkeit beim Erstellen von Chord-Diagrammen nach
dem Vorbild von Angori et al. aus deren Arbeit iiber das Chord-Link Modell zu zeigen.

In wurde mit dem Beweis des Satzes

Satz 2. 3-Vertex-Cover ist auf das Problem der perfekten Permutation reduzierbar.

die NP-Schwere des Permutationsproblems bewiesen. Diese wurde bereits in der vor-
angegangenen Arbeit vermutet, jedoch nicht belegt. Dass diese Schwierigkeit erst bei
einer gewissen Komplexitit des Problems auftritt, konnte in gezeigt werden.
Dort wurde durch den Beweis von

Satz 5. FEine perfekte Permutation der Kopien eines Chord-Graphen mit lediglich zwei
Gruppen, ist in effizienter Zeit zu finden.

gezeigt, dass das Permutieren eines Chord-Graphen effizient moglich ist, sollte dieser
maximal zwei adjazente duflere Knoten besitzen.

Weiterhin offen ist die Frage ab, wann genau die Problematik NP-schwer ist. In den
gefiihrten Beweisen wurde gezeigt, dass die NP-Schwere gegeben ist, wenn die Grup-
penanzahl, die Anzahl der Elemente in jeder Gruppe und die Verteilung der Kopien auf
dem Kreis nicht eingeschrankt sind. Das Problem ist nicht mehr NP-schwer sobald die
Anzahl der Gruppen auf zwei limitiert wird. Es stellt sich also die Frage, mit welchen
Einschrinkungen eine effiziente Losung gefunden werden kann.

Weiter wurde in noch die Schwere des Einfiigens der Sehnen betrachtet.
Auch hier wurde bereits im Paper die NP-Schwere vermutet und es konnte mit einer
Reduktion

Satz 8. SAT ist auf das Problem des kreuzungsfreien Sehneneinfiigens reduzierbar.
gezeigt werden, dass das diese Vermutung zutrifft. Falls P # NP wurde durch

Satz 13. Das Finfiigen von Sehnen in ein Chord-Diagrammm, so dass die Anzahl
der Kreuzungen minimal ist, ist APX-schwer, selbst wenn fiir jede Sehne mazimal zwei
Optionen zum Einfiigen bestehen.

auflerdem belegt, dass diese Problematik in effizienter Zeit nicht beliebig gut losbar
ist, also nicht beliebig gut approximiert werden kann. Dies erschwert die Entwicklung
einer guten Heuristik merklich.

Im Gegensatz zum Permutationsproblem konnte hier bereits gezeigt werden, dass auch
starke Beschrankungen das Problem nicht vereinfachen. Zwar ist es moglich, eine kreu-
zungsfreie Kombination in effizienter Zeit zu finden, falls maximal zwei Optionen fiir
jede Sehne bestehen. Das Finden einer kreuzungsminimalen Zeichnung ist jedoch auch
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dann NP-schwer. Eine mogliche Einschrinkung, die das Problem vereinfachen konnte,
ware die Permutation des Chord-Diagramms einzuschrénken.

Obwohl dieses neue Wissen beweist, dass Einzelschritte des Frameworks bei der Zeich-
nung von Chord-Diagrammen nicht effizient 16sbar sind, kann dies kaum als grofles Hin-
dernis fiir diese hybride Darstellungsform angesehen werden. Dies ist zunéichst auf die
Grofe der als Chord-Diagramm darzustellenden Knotenmenge zuriickzufiihren. Die Vi-
sualisierung von grofien Knotenmengen als Chord-Graph ist weder vorteilhaft noch im
Chord-Link Modell vorgesehen. Sollte also ein exaktes Ergebnis forciert werden, so lie-
Ben sich exakte Losungen fiir die thematisierten Probleme mit optimierten Algorithmen
wahrscheinlich in annehmbarer Zeit generieren.

Sollten diese Zeiten jedoch fiir ein, wie im Paper vorgestelltes, interaktives System un-
geeignet sein, so ist die Verwendung von Heuristiken in diesem Falle durchaus sinnvoll.
Ob ein grofier Vorteil einer exakten Losung gegeniiber einer guten Heuristik besteht ist in
diesem Zusammenhang fraglich. Schlussendlich muss die Visualisierung fiir den Betrach-
ter verstdndlich und nicht mathematisch exakt sein. Die Entwicklung solcher Heuristiken
oder optimierter Algorithmen ist weiterhin ein interessantes Forschungsthema. Auch die
Fragestellung, ob sich speziell fiir das Einfiigen der Sehnen ein Algorithmus finden lésst,
der dem in beschriebenen Vorgehen in der Giite des Ergebnisses iibertrifft,
ist noch offen.

Eine Verbesserung, die das Zeichnen einfacher und die Ubersicht verbessern kénnte,
ware meiner Auffassung das Lockern der Struktur aulerhalb der Chord-Graphen. Ob sich
diese Vermutung jedoch bewahrheitet, kann anhand dieser Arbeit nicht geklart werden.

Im Allgemeinen kann also gesagt werden, dass das Chord-Link Modell durchaus den
angedachten Zweck erfiillt, unabhéngig von der Komplexitét des Zeichnens.
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