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Zusammenfassung

In dieser Arbeit beschéiftigen wir uns mit der Generierung von kubischen Graphen und
der Darstellung dieser mithilfe von Hindernissen, genauer einem einzigen Auflenseiten-
hindernis in der Ebene. Dazu definieren wir Operationen mit welchen wir rekursiv aus
kleineren kubischen Graphen Gréflere erzeugen kénnen. Danach erldutern wir die Funkti-
onsweise von McKays Kanonischer-Konstruktionspfadmethode, die uns erlaubt isomor-
phiefreie Mengen von Objekten zu generieren. Wir fahren fort, indem wir das zuvor
eingefithrte Verfahren fiir den Generierungsalgorithmus umsetzen, um isomorphiefreie
Mengen von kubischen Graphen zu erhalten. Wir benutzen eine SAT-Formulierung fiir
unsere generierten kubische Graphen, die uns eine Permutation von Knoten ausgibt, die
wir in einem konvexen Polygon anordnen kénnen. Diese Permutation nutzen wir dann
um eine 1-Hindernis-Darstellung der kubischen Graphen zeichnen zu kénnen.
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1. Motivation

Als Francis Guthrie im Jahr 1852, die uns als Vier-Farben-Satz bekannte Vermutung
erstmals aufstellte, als er eine Karte der Grafschaften Englands einfdrben wollte und
drei Farben offensichtlich nicht ausreichten, konnten man noch nicht erahnen, dass diese
Vermutung mehr als 100 Jahre spater zum ersten computergestiitzten mathematischen
Beweis fithren wiirde. Zum allerersten Mal in der Geschichte der Mathematik wurde also
im Jahre 1976 von Appel und Haken [AHR9] zum Beweisen des Vier-Farben-Satzes ein
mathematischer Beweis mithilfe von Computern gefiihrt, bei welchem eine sehr grofie
Anzahl von Fallunterscheidungen gepriift werden mussten. Uber die folgenden Jahre
konnte weiterhin die Anzahl der Fallunterscheidungen des Beweises immer weiter ver-
bessert werden [RSST96].

Auch wir wollen in dieser Arbeit iiber das Gebiet der Graphentheorie eine Briicke zwi-
schen Mathematik und Informatik schlagen. Wir werden in dieser Arbeit nicht nur Men-
gen kubischer Graphen isomorphiefrei generieren, sondern auch gewiinschte Darstellun-
gen dieser erzeugen.

Wir kénnen unter Zuhilfenahme von Computern durch einfache Art und Weise auch fiir
grofle Mengen kubischer hamiltonscher Graphen zeigen, dass sie alle eine notwendige
Bedingung fiir die Darstellung mit nur einem Hindernis erfiillen, wodurch sich unsere
Vermutung begriindet, dass sogar alle Graphen der Menge S, die alle kubischen hamil-
tonschen Graphen enthélt, mit nur einem Hindernis C' darstellen lassen. Dafiir nutzen
wir eine SAT-Formulierung des Problems, die einen Graphen G = (V, E), wobei |V| =n
in Form einer Adjazenzmatrix als Eingabe erhilt und uns ein n-stelliges Tupel mit den
Zahlen von 1,2,...,n, wobei diese die Anordnungen oder Reihenfolge der Knoten be-
schreibt, als Ausgabe zuriickgibt. Die Klasse dieser Graphen kann dabei nicht nur von
theoretischem Interesse fiir mathematische Probleme sein, sondern auch in der modernen
Chemie werden haufig Kohlenstoffverbindungen erforscht, die als kubischer Graph mo-
delliert werden konnen. Diese binden sich mit jeweils drei anderen Kohlenstoffatomen,
sodass Atome als Knoten und die Verbindung als Kanten dargestellt werden. Ein Bei-
spiel sind die mit einem Nobelpreis ausgezeichneten Fullerene [KHOTR5]. Aber auch in
der Graphentheorie sind oftmals kubische Graphen das kleinste oder einfachste Gegen-
beispiel fiir viele theoretische Probleme. Aus diesen Griinden ist die Erforschung dieser
Graphen und deren Darstellung mit einem oder auch mehreren Hindernissen interessant.

1.1. Problemstellung

Zuallererst wollen wir diesen Abschnitt beginnen, indem die benétigten Begriffen de-
finiert werden, um die Problemstellung, mit der wir uns beschéaftigen, formulieren zu
kénnen. Wir beginnen mit der Einfiihrung und Definition einer geradlinigen Darstellung



von Graphen in der Ebene. Diese Darstellung wird nur Gebrauch von der Position der
Punkte und Hindernisse machen.

Definition 1 (Hindernis-Sichtbarkeitsgraphen). Gegeben sei nun ein topologisch offenes,
sich nicht selbst schneidendes Polygon C und eine endliche Menge P von Punkten in
allgemeiner Lage im Komplement von C. Der Sichtbarkeitsgraph G’ = (C, P) hat einen
Knoten fiir jeden Punkt p € P und fiir zwei beliebige Punkte p und q genau dann eine
Kante pq, wenn die geradlinige Verbindung der Punkte p und q nicht durch das Hindernis
unterbrochen wird, also wenn C N pq = 0. Jede Kante pq, die durch das Hindernis
behindert wird, nennen wir Nicht-Kante. Fine geradlinige Zeichnung von G' = (C, P)
nennen wir Sichtbarkeitszeichnung. Wir nennen diese Darstellungen im Rahmen dieser
Arbeit auch Hindernisdarstellungen.

Sei G = (V, E) ein Graph mit Knotenmenge E und Kantenmenge V. Wir suchen dem-
nach nach einer Hindernisdarstellung G’ = (C, P) des Graphen G, also ein Hindernis C'
und eine Menge von Punkten P, sodass gilt G = G'.

Wir kénnen dabei zusétzlich zwischen Hindernissen in der unbeschrinkten Komponen-
te und im Komplement der unbeschrinkten Komponente unterscheiden. Wir sprechen
von Auflenseitenhindernis und Innenseitenhindernis.

Nun wollen wir die Familie der kubischen Graphen einfithren, mit der wir uns ausein-
andersetzen werden.

Definition 2 (Kubische Graphen). Ein kubischer Graph G = (V, E) ist ein Graph,
dessen Knoten v € V alle genau Knotengrad 3 haben. Kubische Graphen werden auch
als 3-reguldre Graphen bezeichnet. Dabei bezeichnet der Knotengrad eines Knoten v € V.
die Summe aller zu v inzidenten Kanten.

In dieser Arbeit soll insbesondere eine Teilmenge S der kubischen Graphen betrach-
tet werden. Ein kubischer Graph G sei genau dann Element dieser Klasse &, wenn er
zusétzlich die Eigenschaft hat hamiltonsch zu sein. Ein Graph ist hamiltonsch, wenn er
einen Zyklus enthélt, der jeden Knoten genau ein mal besucht.

Entfernen wir die Restriktion aus unserer Definition von Hindernis-Sichtbarkeitsgraphen
von einem einzelnen Hindernis zu einer Menge von vielen Hindernissen C' € C, so wird
das Problem zu einem Optimierungsproblem. Wir suchen somit eine minimale Anzahl
von Hindernissen, die eine Darstellung eines Graphen G als Sichtbarkeitsgraph erlaubt.

Definition 3 (Hinderniszahl). Die Hindernisanzahl H(G) eines Graphen G = (V, E)
ist die kleinste Anzahl einer Menge von Hindernissen C in einer beliebigen Hindernis-
darstellung von G.

Fiir unsere definierte Menge S soll nun gezeigt werden, dass jeder kubische Graph G €
S mit genau einem Hindernis, genauer einem Auflenseiten-Hindernis C, also 1-Hindernis
darstellbar ist. Wir vermuten, dass die gesamte Graphenklasse Hinderniszahl 1 hat, also
H(S) = 1. Dazu werden wir eine SAT-Formulierung der Problemstellung benutzen, mit
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Abb. 1.1.: Verschiedene Darstellungen des Graphen Cy mit verschiedenen Hindernissen

der wir die Realisierbarkeit in konvexer Lage priifen kénnen und falls moéglich, eine giiltige
Permutation als Ausgabe erhalten. Die genaue Vorgehensweise wollen wir im folgenden
Abschnitt [I.3] erlautern.

1.2. Verwandte Arbeiten

Erstmalig wurde der Begriff der Hinderniszahl eines Graphen von Alpert et al. [AKL10]
etabliert. Viele damit einhergehende Fragen iiber die Hinderniszahl von Graphen und
verschiedener Graphenklassen konnten auch schon beantwortet werden. Wéhrend es
offensichtlich ist, dass die Hindernisdarstellung eines Graphen stets durch eine obere
Schranke von O(n?) Hindernissen, wobei n die Anzahl der Knoten des Graphen be-
schreibt, beschrankt ist, existieren auch Graphen, die eine Mindestanzahl an Hinder-
nissen benétigen. Beispielsweise gilt fiir die Graphen, die wir mit G}, bezeichnen, fiir
geeignete Wahl von k, dass H(Gj ) = m. Dieser setzt sich aus einem vollstandigen
Graphen Gp und fir jede Teilmenge S, die genau 2m + 2 Knoten enthélt, wird ein
zusétzlicher Knoten hinzugefiigt und mit den Knoten aus S verbunden. Es stellt sich
aber hierdurch auch die Frage, ob es moglich ist die Hinderniszahl sogar durch eine li-
neare Funktion zu beschrénken. Bisher konnte diese Schranke auf O(nlogn) reduziert
werden [BCV15]. Als Familie von Graphen mit kleiner Hinderniszahl konnten bisher
auflenplanare Graphen, die dariiber hinaus eine Auflenseiten-Hindernis Darstellung ha-
ben, klassifiziert werden [AKL10]. Dariiber hinaus konnte die Klasse von Graphen mit
konvexer Hinderniszahl 1, bei welcher nur konvexe Hindernisse erlaubt sind, von Al-
pert et al. [AKL10] vollstindig als sogenannte nicht-doppeliiberlappende kreisformige
Bogen-Graphen charakterisiert werden. Viele interessante Problemstellungen sind aber
auch offen geblieben. Gibt es beispielsweise fiir jede Zahl n > 3 einen Graphen mit der
Hinderniszahl genau n? Falls ja, wie viele Knoten muss dieser Graph mindestens ha-
ben? Was sind die Hinderniszahlen von planaren Graphen, insbesondere des Ikosaeders?
Gibt es sogar (aufien)planare Graphen mit beliebig grofier konvexer Hinderniszahl? Mit



welcher Komplexitit konnen Graphen mit konvexer Hinderniszahl 1 entschieden wer-
den? Chaplick et al. [CLPW16|] konnten einige dieser Probleme bereits 16sen. So kann
man zeigen, dass jeder beliebige Graph mit maximal sieben Knoten eine Auflenseiten-
Hindernis Zahl von genau 1 hat, also eine Darstellung mit nur einem Hindernis. Erstaun-
lich ist dabei, dass Graphen mit nur 8 Knoten existieren, die eine Hinderniszahl von 2
haben, womit eine scharfe Schranke gefunden werden konnte. Weiterhin kann festgehal-
ten werden, dass die Klassen der Graphen mit Innenseiten-Hindernis-Darstellung und
Auflenseiten-Hindernis-Darstellung nicht vergleichbar sind. Dabei wurde ein Beispiel fiir
einen Graphen mit 11 Knoten mit giiltiger Innenseiten-Hindernis-Darstellung, aber ohne
AuBlenseiten-Hindernis-Darstellung gefunden [CLPWI6].

1.3. Vorgehensweise

Fiir die Realisierung unseres Vorhabens 1-Auflenhindernis-Darstellung kubischer Gra-
phen angeben zu koénnen, werden wir also zunédchst Algorithmen bendtigen, die alle
kubischen Graphen mit n Knoten ausgeben kénnen. Zusétzlich wollen wir bei der Ge-
nerierung der Graphen sicherstellen, dass alle Graphen paarweise nicht isomorph zu-
einander sind, da allein eine einzelne Berechnung der SAT-Formulierung fiir kubische
Graphen ab einer gewissen Grofle eine sehr rechen- und zeitintensive Operation darstellt
und deshalb eine mehrfache Berechnung des selben Graphen vermieden werden soll. Im
ersten Schritt werden wir die Generierung und die damit einhergehenden Schwierigkei-
ten der Generierung von kubischen Graphen theoretisch erldutern. Im zweiten Schritt
nutzen wir die Menge der generierten isomorphiefreien kubischen Graphen, um fiir alle
kubischen Graphen eine SAT-Formulierung unserer Problemstellung mithilfe des Cons-
traint Program Optimizers von IBMs CPLEX Studio zu berechnen. Diese liefert, falls
vorhanden, eine Permutation und mogliche Losung der Knoten als Ergebnis aus, die
notwendig ist, von der aber bisher noch nicht klar ist, ob sie auch hinreichend ist. Diese
Permutation von Knoten kénnen wir dann in konvexer Lage angeben und somit eine
1-Auflenhindernis-Darstellung finden.



2. Kubische Graphen

Wie bereits erwahnt, werden in dieser Arbeit insbesondere 1-Hindernis Darstellungen der
Teilmenge S, die alle hamiltonschen kubischen Graphen enthélt, betrachtet. Sei ein be-
liebiger kubischer Graph G = (V, F) mit |V| = n Knoten gegeben, dann konvergiert der
Anteil der kubischen Graphen, die hamiltonsch sind, gegen eins, wenn n gegen unendlich
geht |[GFFS21]. Einfach gesagt, ist es sehr wahrscheinlich, dass ein kubischer Graph mit
n Knoten zusétzlich einen Hamiltonkreis enthélt. Daher spricht nichts dagegen, auch
nicht-hamiltonsche kubische Graphen auf Auflenseitenhindernis-Darstellungen zu unter-
suchen. Wir werden jedoch feststellen, dass es Beispiele fiir nicht-hamiltonsche kubische
Graphen gibt, fiir die sich zunéchst sicher keine 1-Hindernis-Darstellung findet, in wel-
cher die Knoten alle in konvexer Lage liegen, jedoch trotzdem 1-Auflenseiten-Hindernis
darstellbar sind.

Deswegen beschrinken wir uns auf die Teilmenge S von kubischen Graphen, fiir die
eine 1-Auflenseitenhindernis-Darstellung in konvexer Lage vermutet wird. Graphen der
Klasse § konnen préazise mithilfe der LCF-Notation beschrieben werden. Wir wollen
hiermit die Notation einfithren.

2.1. LCF-Notation

Die LCF-Notation ist eine praktische Notation, die von Lederberg [Led65] fiir die Dar-
stellung von kubischen Hamilton-Graphen entworfen wurde. Die Notation wurde 1976
von Frucht und Coxeter [Fru77] erweitert und wird daher als LCF-Notation bezeichnet.
Die Notation gilt nur fiir Hamilton-Graphen, da sie ihre Symmetrie und Prignanz da-
durch erreicht, dass ein Hamilton-Zyklus in ein konvexes Polygon eingebettet wird und
die Knoten durch ein perfektes Matching erginzt werden.

Definition 4 (LCF-Syntax). Die Beschreibung eines kubischen Graphen in LCF-Notatio
hat folgende Form: n,[sg, $1, ... Sk]P

Semantik: Wir konstruieren zundchst einen Zyklus der Linge n mit den Knoten {vg, vy, ..
und den Kanten vivi4q fir 0 < i < n — 1, wobei alle Indizes modulo n zu lesen sind.
Zusatzlich werden nun die Sehnenkanten (v;, U(Si%k)%n) hinzugefiigt.

Dariiber hinaus enthalten einige Programme zur Bearbeitung von Graphen Funktio-
nen zur Erstellung eines Graphen aus seiner LCF-Notation. Beispielhaft sehen wir in
Abbildung wie ein kubischer Graph durch den Code generiert werden kann.

n

. ,’Unfl}
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Abb. 2.1.: Sukzessiver Aufbau des kubischen Graphen mit dem LCF-Code 8, [3, —3]*

2.2. Generierung von kubischen Graphen

Um ein ausschopfendes Testen aller kubischen Graphen zu ermoglichen, ist eine effi-
ziente Generierung im Zuge dieser Arbeit notwendig, da die Anzahl von Graphen in
Abhéngigkeit der Knoten exponentiell schnell wichst. Viele Methoden und Algorithmen
zur Generierung von kubischen Graphen sind bereits seit vielen Jahrzehnten bekannt.
Das erste Verfahren, auf welchem heute auch die schnellsten Algorithmen zur Generie-
rung basieren, wurde erstmals schon Ende des 19. Jahrhunderts von De Vries [DV89]
beschrieben.

Kanteneinfiigungen

Die von de Vries verwendete Idee ist, dass aus einem kubischen Graphen G’ = (V' E')
mit n—2 Knoten ein kubischer Graph G mit n Knoten erzeugt werden kann. Dazu nutzen
wir eine Operation, die wir Kanteneinfiigung nennen. Bei dieser wiahlen wir zwei Kanten
des Graphen €} und e} aus E’,wobei €| # ¢, und unterteilen diese jeweils durch neue
Knoten, die wir ve, und ve, nennen. Wir verbinden diese zwei neuen Knoten schliellich
durch eine neue Kante v¢, ve,. Es ist einfach zu erkennen, dass der resultierende Graph
nach dieser Operation auch wieder kubisch ist, da der Knotengrad der Knoten fiir alle
Knoten v € V' nicht beeinflusst wird.

/ v (b) Kantenentfernung \
, \ < , \
—» \ ,
N ’ (a) Kanteneinfiigung !
————

/ €2 \ /
, . ,

Abb. 2.2.: Kanteneinfiigungsoperation mit der neuen Kante v, v,

Definition 5 (Kanteneinfiigung). Gegeben seien zwei verschiedene Kanten uv, ab € E
eines Graphen G = (V, E). Unterteile die Kanten uv und ab durch jeweils einen neuen
Knoten x ¢ V' beziehungsweise y ¢ V. Fiige schlieflich die Kante xy zur Kantenmenge
E und die Knoten x,y zur Knotenmenge V hinzu.

Entsprechend kénnen wir die zur Kanteneinfligung inverse Operation Kantenentfer-
nung definieren.



Definition 6 (Kantenentfernung). Eine Kante e € E und beide inzidenten Knoten
lassen sich aus einem kubischen Graphen G = (V, E) entfernen, wenn der resultierende
Graph kubisch ist und auch nach Ausfihrung der Kantenentfernung nicht in mehrere
nicht-zusammenhdngende Komponenten zerfillt oder Multikanten enthdlt. Wir nennen
solche Kanten reduzibel.

Mit den beiden Operationen Kanteneinfiigung und Kantenentfernung besitzen wir
nun unsere Werkzeuge, die wir zu isomorphiefreien Generierung von kubischen Graphen
benétigen. Die genaue Funktionsweise unserer isomorphiefreien Generierung wollen wir
in Kapitel 3] und die genaue Implementierung der Kanteneinfiigungsoperation in Kapi-
tel @ erlautern. Weiterhin wollen wir in diesem Abschnitt weitere zum Verstindnis des
Generierungsalgorithmus notwendige Begriffe und Lemmata einfithren.

Kubische Primgraphen

Wir beginnen mit der Definition einer besonderen Teilmenge kubischer Graphen, die nur
aus irreduziblen Kanten besteht.

Definition 7 (Kubische Primgraphen). Ein kubischer Graph G = (V, E) ist prim, wenn
er keine reduziblen Kanten besitzt. Wir nennen solche Graphen auch kubische Primgra-
phen.

Wir charakterisieren die Klasse der kubischen Primgraphen Cp mit folgendem Lemma
nach Brinkmann et al. [BGMI11].
Wir benutzen folgende Definitionen fiir den Beweis der nachfolgenden Lemmata.

Definition 8 (K4-Varianten). Wir bezeichnen den Teilgraphen von Ky, von dem eine
beliebige Kante e entfernt wurde als K, . Wir nennen ihn auch Drachen und nennen die
beiden Knoten mit Grad 2 Verbindungsknoten. Analog dazu sei K derjenige Graph,
bei dem eine beliebige Kante e des Graphen K4 durch einen neuen Knoten v unterteilt
wurde.

Lemma 9 (Charakterisierung kubischer Primgraphen). Ein kubischer Graph G = (V, E)
ist genau dann prim, wenn jede Kante e € E eine Briicke ist, oder einer der zu e
inzidenten Knoten in einem K, Drachen enthalten ist.

Beweis. Sei xy € E eine Kante, die keine Briicke ist und keiner der zu e inzidenten Kno-
ten x,y in einem K, Drachen enthalten ist. In der Abbildung sehen wir die beiden
Fille die nun auftreten kénnen. Wenn die inzidenten Knoten der Kante e nun nicht in
einem Dreieck enthalten sind, dann ist e reduzierbar, wie in Fall (a) zu sehen. Anderer-
seits kann € V' in einem Dreieck enthalten sein, aber nicht in einem K, , dann ist aber
jede Kante des Dreiecks reduzierbar, siehe Fall (b). Die Riickrichtung ist trivial, denn
weder Briicken noch Kanten, die einen Knoten in K haben, konnen reduziert werden,
da der Graph sonst entweder in mehr als eine Zusammenhangskomponente zerfallt oder
es Multikanten zwischen Knoten geben wiirde. O
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Abb. 2.3.: Beide Fille, bei denen die Kante e auch reduzibel ist

Wir nutzen diese Charakterisierung von Primgraphen, um die Menge aller Primgra-
phen durch drei verschiedene Operationen, die wir Primoperationen nennen, generieren
zu kénnen.

Primoperationen

Wir beginnen folgenden Abschnitt durch Definition und Einfiihrung der Primoperatio-
nen. Die Definition der Operationen sei durch die Abbildung gegeben. Wir werden
durch das folgende Lemma zeigen, dass wir mit Hilfe der Primoperationen auf einfache
Weise alle kubischen Primgraphen generieren kénnen.

Lemma 10 (Generierung kubischer Primgraphen). Die Klasse der Primgraphen kann
durch rekursive Anwendung der Primoperationen auf dem Graphen K, generiert wer-
den, sodass alle durch die Konstruktionsoperation entstehenden kubischen Graphen, alle
existierenden Primgraphen enthalten.

\ /

b—d
N — / \
/%\ /
\ / \

a) Ky-Addition (c) Dracheneinfiigung

\ / » \ /
| aa—
/ \ / \

(b) Drachenunterteilung

~ -

Abb. 2.4.: Alle drei verschiedenen Primoperationen

Beweis. Wir miissen also zeigen, dass jeder Primgraph G = (V, E) mit mehr als 4 Kno-
ten auf einen kleineren Primgraphen durch eine der Reduktionen zurickzufithren ist.
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Dazu werden wir alle auftretenden Félle abarbeiten.

Angenommen G enthéilt eine Kante, dessen inzidente Knoten beide jeweils an verschie-
denen Teilen eines K I oder zwei K enthalten sind. Falls einer der Knoten der Kante
e in einem K endet, so konnen wir diese auf die zweite Operation (b) zuriickfiihren.
Es ist offensichtlich, dass der resultierende Graph im ersten Fall entweder eine Briicke
enthélt oder im Falle, dass beide Knoten in einem K, enthalten waren, selbst wieder
einen Knoten in K, besitzt. Fiir den Fall, dass beide Knoten in einem K I enthalten
sind, kommt einzig Operation (a) in Frage.

Fiir den néchsten Fall nehmen wir an, es gebe keine Kanten mit Knoten in K j oder K .
Dann hat jede Kante, die nicht in einem K, enthalten ist nur einen Knoten in K, oder
ist selbst eine Briicke. Die Existenz von K impliziert, dass Operation (a) ausgefiihrt
werden kann und die neue Kante wird entweder eine Briicke oder ihre beiden Endpunkte
jeweils in einem K, haben, womit der reduzierte Graph auch wieder prim ist.

Wenn es keine Teilgraphen Kj gibt, dann gibt es eine Kante e mit einem Endpunkt in
einem K, die auf einem Zyklus liegt. Dann kann die Reduktion (c) auf K, angewendet
werden, der einen Knoten von e enthélt. Der resultierende Graph ist zusammenhéngend,
weil e keine Briicke ist, und wird selbst auch prim sein, weil die neuen Kanten Briicken

sind oder die Knoten eines K, enthalten, wenn dies fiir die inzidenten Kanten auch galt.
O]

Abb. 2.5.: Konstruktionsbaum aller kubischer Graphen mit bis zu 8 Knoten. Wobei die Knoten
mit durchgezogener Linie die beiden Primgraphen darstellen und die Einfarbung der
Kanten angibt fiir welche Kanten eine Kanteneinfiigung vorgenommen wird.



Es ist dabei anzumerken, dass die Klasse der kubischen Primgraphen unter der Kon-
struktionsoperationen nicht abgeschlossen ist und das Lemma nur besagt, dass wir durch
die Konstruktionsoperationen sicher alle Primgraphen abgesucht haben. Somit muss je-
der durch die Primoperationen erzeugte kubische Graph nachtréglich auf reduzible Kan-
ten gepriift werden. Fithren wir beispielsweise eine Dracheneinfiigung fiir den Graphen
K, aus, so erhalten wir den kubischen Graphen mit 10 Knoten und dem LCF-Code
[4,2,3,—2,—4,-3,2,2,—2,—2], der nicht prim ist. Beide anderen Primoperationen fiih-
ren jedoch zu den beiden einzigen Primgraphen mit jeweils 8 und 10 Knoten.

Nach Definition dieser Graphenklasse von kubischen Primgraphen kénnen wir durch
unsere Kanteneinfiigungsoperation alle kubischen Graphen generieren. Wir konstruieren
die Klasse kubischer Graphen, indem wir alle Primgraphen generieren und dann fiir diese
Kanteneinfiigungen vorzunehmen.

Beispielhaft soll nun der Konstruktionsbaum fiir alle kubischen Graphen bis 8 Knoten
gegeben sein, siehe Abbildung

Schwierigkeiten

Die Klasse der zusammenhdngenden kubischen Graphen ist unter der Kanteneinfiige-
operation abgeschlossen, sodass die einzige Schwierigkeit die zeitaufwindigen Routinen
sind, die sicherstellen, dass nur paarweise nicht-isomorphe Graphen erzeugt werden. Wir
verwenden die in Kapitel [3] beschriebene kanonische Konstruktionspfadmethode. Wir
werden diese zunédchst im folgenden Abschnitt allgemein und auf unser Beispiel ange-
wendet beschreiben.

Eine weitere Schwierigkeit sind kubische Graphen, die keinen Hamiltonkreis enthal-
ten. Denn auch fiir diese ist das Finden von Hamiltonkreisen ein NP-schweres Problem
[GEFS21]. Allerdings kénnen wir diese zunéchst ignorieren, da wir uns auf die Graphen
der Menge S fokussieren.

Um dieses Problem zu l6sen, benutzen wir eine Methode, die auf McKay zuriickgeht.
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3. Kanonische Konstruktionspfadmethode

Die Kanonische Konstruktionspfadmethode ist ein Verfahren, genauer gesagt eine Algo-
rithmenskizze von McKay [McK98], mit welcher viele unterschiedliche kombinatorische
Objekte, die eine rekursive oder induktive Konstruktionsstruktur aufweisen, sogar mit
Ausschluss von Isomorphie erzeugt werden kénnen. In einigen Féllen kann auf das Tes-
ten von Isomorphie komplett verzichtet werden, in anderen Féllen beschrankt sich dieses
jedoch auf sehr kleine Teilmengen von Objekten. Kombinatorische Objekte konnen dabei
beispielsweise auch Graphen sein. Wir wollen diese Methode, die wir zur Generierung
der kubischen Graphen nutzen, parallel theoretisch und auch praktisch fiir unser Beispiel
einfithren. Wir beziehen uns dabei auf die Zusammenfassung von Stolee [Sto12].

3.1. Objekte, Augmentierungen und Reduktionen

Gegeben sei eine Familie von kombinatorischen beschrifteten Objekten £, aus welcher
wir nach bestimmten Objekten suchen. Sei eine passende Definition eines Isomorphismus
zwischen diesen kombinatorischen beschrifteten Objekten gegeben. Die Aquivalenzklas-
sen unter der Definition des Isomorphismus bezeichnen wir mit ¢ als die Menge der
unbeschrifteten Objekte. Wir definieren zusétzlich eine Abbildung P : £ — {0, 1}, die
fiir ein Objekt X € L genau dann P(X) = 1 ist, wenn X eine bestimme Eigenschaft
erfiillt. Wir wollen also alle Objekte X generieren, fur die P(X) = 1 ist. Wir nehmen
an, dass fiir alle unbeschrifteten Objekte X € U und alle X, X’ € X stets die Gleichung
P(X) = P(X') gilt.

Wir benétigen eine Basismenge von Objekten B C L, wobei fiir je zwei Elemente
X,Y € B gelten soll, dass X und Y nicht isomorph sein diirfen. Aus dieser Basismenge
kénnen wir durch folgende Operationen unter Einbezugnahme der Abbildung P sukzes-
siv unsere gewiinschten Objekte generieren.

Fiir jedes einzelne beschriftete Objekt X € L definieren wir sowohl eine Menge von
Augmentierungen A(X) als auch eine Menge von Reduktionen R(X). Beide Mengen
von Operationen sollen jeweils genug Informationen enthalten, um zu beschreiben wie
kleinere Objekte zu Grofleren augmentiert werden, respektive wie grofiere Objekte zu
Kleineren reduziert werden kénnen.

Dariiber hinaus muss es zwischen beiden Operationen eine Bijektion ¢ : |J A(X) —
Xel

€
U R(Y) geben, sodass eine fiir eine Augmentierung A € A(X) gilt §(4) = R € R(Y)
YeL

genau dann, wenn Y aus X durch Augmentierung hervorgeht und X aus Y durch Re-
duktion von Y zuriickzufiihren ist.
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Abb. 3.1.: Augmentierungs- und Reduktionsoperationen fiir das kleinste kubische Beispielob-
jekt des Graphen Kj.

Beispiel: Als Basismenge B benétigen wir zunéchst die Menge aller kubischen Primgra-
phen, auf der wir unsere Augmentierungs- und Reduktionsoperationen ausfiihren kénnen.
Der Grund, warum wir nicht parallel kubische Graphen und kubische Primgraphen gene-
rieren konnen, erldutern wir in Abschnitt wenn wir auf die auftretenden Fallstricke
aufmerksam machen.

Eine Augmentierung eines kubischen Primgraphen oder eines allgemeinen kubischen
Graphen haben wir bereits als Kanteneinfiigung definiert. Wir kénnen also eine Aug-
mentierung A(G) eines kubischen Graphen G = (V| F) als einfaches Tripel des Graphen
und zweier Kanten (G, uv,xy) angeben, wobei uv,zy € E. Analog dazu definieren wir
die inverse Operation der Reduktion, welche wir als Kantenentfernung eingefithrt haben.
Diese geben wir als einfaches Tupel (G, uv) an, wobei uv € E. In Abbildung sehen
wir beispielhaft die Menge aller Augmentierungsoperationen mit |A(K4)| = 15 und die
Menge aller Reduktionsoperationen mit |R(Ky)| = 6. Allgemein gilt fiir einen kubischen
Graphen G = (V, E) der Grofe |V| = n: |A(G)| = (n(n —1))/2 und |R(G)| = 3n/2.

Selbstverstdndlich fithren viele verschiedene Augmentierungen zu paarweise isomor-
phen Graphen. In diesem Fall fithren sogar alle Reduktionsoperationen zu ungiiltigen
FErgebnissen, da Ky der kleinste kubische Graph ist. Praktisch ist dabei die Definiti-
on der Kanteneinfligungsoperation, da wir aus Abschnitt wissen, dass ein kubischer
Graph G nach einer Augmentierung selbst wieder kubisch ist, was dazu fiihrt dass die
Eigenschaft der Funktion P(G) stets erfiillt bleibt. Auch die Bijektion zwischen beiden
Operationen ist einfach nachzuvollziehen.
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3.2. Augmentierungen und Orbits

Wie wir bereits an Abbildung gesehen habe, treten weiterhin Probleme auf, die dazu
fihren kénnen, dass paarweise isomorphe Objekte generiert werden. Viele Augmentie-
rungen oder auch Reduktionen fithren zu paarweise isomorphen Objekten.

Wir wollen dazu zunéchst beschreiben, wie wir genau einen Reprasentanten eines jeden
unbeschrifteten Objektes generieren und wie dieser Isomorphismus zu behandeln ist.

Sei ein unbeschriftetes Objekt X € U und zwei beschriftete Objekte X und X’ € X,
die folgende Bijektionen aufweisen: mx x/ : A(X) = A(X') und px x : R(X) = R(X'),
sodass folgendes gilt:

o Fiir alle Y € A(X) gilt: Sei W das Objekt, sodass §(Y) € R(W), und W’ das
Objekt, sodass d(mx x/(Y)) € R(W'), dann sind W und W’ isomorph zueinander.

o Fiir alle Z € R(X) gilt: Sei W das Objekt, sodass 6 (Z) € A(W), und W’ das
Objekt, sodass d(px,x/(Z)) € A(W'), dann sind W und W' isomorph zueinander.

Diese Eigenschaft erlaubt uns augmentierte und reduzierte Objekte A(X’) und R(X)
auch fiir unbeschriftete Objekte X € U zu definieren. Wir wollen dies erneut an unserem
Beispiel zeigen.

Beispiel: Seien zwei kubische Graphen G = (V, E) und H = (V', E’) gegeben. Diese sei-
en isomorph zueinander iiber eine Bijektion 7: V' — V', dann wird eine Augmentierung
(G,uv,zy) € A(G) auf (H,ab,cd) abgebildet, wobei {ab,cd} = {7(e) : e € {uv,zy}}.
Analog werden die Kantenentfernungen definiert. Dann haben jeweils zwei isomorphe
Graphen G und H eine Bijektion 7¢ g : A(G) — A(H) zwischen beiden Augmentierun-
gen.

Dariiber hinaus miissen wir nun auch Augmentierugen entfernen, die zum selben grofie-
ren Objekt fithren wiirden. Falls ein Objekt X iiber zwei verschiedene Augmentierungen
A, A" € A(X) augmentiert werden soll, miissen wir also zuerst ausschlieen, dass die
beiden Augmentierungen A und A’ zueinander isomorph sind, da ansonsten auch §(A)
und §(A’) isomorph sind. Durch die Berechnung von Automorphismengruppen, kénnen
wir diese Félle ausschlieflen.

Beispiel: Leider kann es passieren, dass dennoch Duplikate erzeugt werden. Wir zei-
gen an unserem Beispiel die zu umgehenden Schwierigkeiten auf. Es kann zwei von-
einander disjunkte Pfade im Konstruktionsbaum von nicht-isomorphen Augmentierun-
gen geben, die das gleiche unbeschriftete Objekt erzeugen. Wie bereits erwdhnt er-
zeugt eine Dracheneinfiigung fiir den Graphen K4 den Graphen mit dem LCF-Code
[4,2,3,—2,—4,-3,2,2,—2, 2], jedoch ist dieser nicht prim, und wird ebenfalls besucht
werden, wenn wir eine Kanteneinfiigung fiir einen Graphen G mit 8 Knoten ausfiihren.
Diese Problematik umgehen wir, indem wir zunéchst nur die Klasse der kubischen Prim-
graphen aufbauen. Jedoch ist nicht ausgeschlossen, dass dieser Fallstrick ebenfalls bei
zwei Nicht-Primgraphen auftreten kann.
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3.3. Kanonische Label

Um diese Problematiken zu vermeiden, die dazu fiihren, dass mehrere beschriftete Re-
prasentanten einer Isomorphieklasse bei der Suche besucht werden, benutzen wir die
Berechnung von Automorphismengruppen, die es uns erlauben Invarianten zu berech-
nen.

Sei eine Familie von kombinatorischen beschrifteten Objekten £ gegeben, wobei U
die Menge der unbeschrifteten Objekte darstellt. Ein Kanonische Beschriftung ist ei-
ne Funktion ¢ : £ — L, wobei fiir U € U und jedes beschriftete Objekt L,L" € U
die beiden beschrifteten Objekte (L) und ¢(L’) identisch sein miissen. Mithilfe dieser
Abbildung, die aus einem beschrifteten Objekt L ein anderes beschriftetes Objekt ¢(L)
erzeugt werden kann, kénnen wir also Invarianten fiir unbeschriftete Objekte berechnen.

Um solche Berechnungen durchfithren zu koénnen, wurde die nauty-Bibliothek von
McKay entwickelt, um kanonische Beschriftungen effizient berechnen zu kénnen. Der
Algorithmus definiert die Funktion ¢, und ist nicht trivial. Eine vollstdndige Beschreibung
des nauty-Algorithmus und der kanonischen Beschriftungsfunktion ¢ ist im Paper von
Hartke und Radcliffe nachzulesen. [HR09]

3.4. Kanonische Loschfunktion

Um das fundamentale Konzept zur Vermeidung von Isomorphismen dieser Such- und
Aufbautechnik zu beschreiben, kommen wir schlielich zur kanonischen Ldschfunktion.
Wir definieren diese folgendermaflen:

Definition 11. Die kanonische Loschfunktion ist eine Abbildung mit del(X) : L —

U R(X), sodass del(X) € R(X) und fiir zwei isomorphe Objekte X und X', sodass
XeL

gilt del(X) ~ del(X").

Durch die Riickwértsverfolgung der kanonischen Loschungen del(X) ist eine eindeutige
Folge von Augmentierungen rekonstruierbar, die diesen Loschungen nur in umgekehrter
Reihenfolge entsprechen. Die genaue Definition und Erklarung der Loschfunktion ist in
McKays Paper ersichtlich [McK98].
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4. Implementierung der
Kanteneinfiigungsoperation

Die Implementierung des Generierungsalgorithmus mit dem Namen snarkhunter wurde
2011 von Brinkmann et al. [BGM11] entworfen und umgesetzt. Es existieren viele weitere
Algorithmen zur Generierung von kubischen Graphen wie beispielsweise minibaum von
[Bri96]). Jedoch handelt es sich bei Brinkmanns Algorithmus um den bisher schnellsten.

In diesem Abschnitt erkldren wir die theoretische Implementierung der Kanteneinfii-
gungsoperation, die wir mithilfe der Kanonischen-Konstruktionspfad-Methode umsetzen.

Wir unterteilen die Generierung in zwei Teile, indem wir zwischen kubischen Gra-
phen mit und ohne reduzierbaren Dreiecken unterscheiden. Diese Unterteilung erlaubt
es uns, da ein bedeutend grofler Anteil kubischer Graphen mindestens ein reduzierbares
Dreieck enthalt, die Effizienz des Algorithmus zu erhéhen. Dazu definieren wir zunéchst
reduzierbare Dreiecke.

Definition 12 (Reduzierbare Dreiecke). Gegeben sei ein kubischer Graph G mit einem
Kreis der Liange 3. Dieser Kreis, der aus drei Kanten und drei Knoten besteht, ist genau
dann reduzierbar, wenn mindestens eine der Kanten reduzierbar ist. Wir nennen solche
Kreise der Linge 8 reduzierbare Dreiecke.

In Abbildung kénnen wir ein reduzierbares Dreieck sehen. Genauer kénnen wir
sagen, dass ein zufélliger kubischer Graph mit Wahrscheinlichkeit von ungefédhr 0, 74 ein
reduzierbares Dreieck enthélt. Genaueres zum Auftreten von reduzierbaren Dreiecken in
kubischen Graphen beschreibt Wormald et al. [Wor99] im Paper {iber allgemein regulére
Graphen.

4.1. Kubische Graphen mit reduzierbaren Dreiecken

Betrachten wir die Kanteneinfiigungsoperation fiir zwei Kanten, die einen gemeinsamen
Knoten besitzen, so konnen wir diese auch so interpretieren, als dass der gemeinsame
Knoten durch ein Dreieck ersetzt wird. Siehe Abbildung[4.1] Infolgedessen ist die Kanten-
einfligung nicht mehr von beiden gewéhlten Kanten abhéngig, sondern nur noch durch
den gemeinsamen Knoten der durch das Dreieck ersetzt wird. Wir nennen diese Ope-
ration Dreieckseinfiigung. Analog dazu kénnen wir die hierzu inverse Operation einer
Dreiecksersetzung, bei der wir ein reduzierbares Dreieck durch einen einzigen Knoten
ersetzen.

Schliefllich ist auch die zur Dreiecksreduzierung inverse Operation zu definieren. Ge-
geben sei also ein Graph G = (V, E)) mit reduzierbaren Dreiecken, wobei |V| = n und
n > 6.
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Abb. 4.1.: Dreieckseinfiigung und Dreiecksersetzung an den Kanten uv und ww

Abb. 4.2.: Sonderfall des Teilgraphen ext(Ky), bei der nur eines der Dreiecke reduziert werden
kann.

Nehmen wir eine Dreieckseinfiigung fiir alle Knoten S C V vor, so kann es vorkommen,
dass paarweise isomorphe Graphen benétigt werden. Um das Testen auf Isomorphie zu
umgehen, definieren wir eine Aquivalenzrelation fiir die erweiterbare Knotenmenge und
fiihren Dreieckseinfiigungen fiir jeweils einen Reprisentanten jeder Aquivalenzklasse ein.

Definition 13 (Erweiterbare Knotenmenge).

e Fulls es einen Automorphismus v von G mit v(S) = S’, dann ist S =5’

e Fulls |S| = |S’| und (S\S")U(S"\S) die Menge der Verbindungsknoten eines K,
aus G ist, sodass jeweils eine Menge S, S’ genau einen der Knoten enthdlt, dann

ist S =.9".

Lemma 14 (Isomorphismus der Dreieckseinfiigung). Gegeben seien ein kubischer Graph
G = (V, E) und zwei erweiterbare Knotenmengen S und S’. Wir bezeichnen die Graphen,
die wir nach Ausfiihrung der Dreieckseinfiigung erhalten mit D sy = (V(a,s), E(q,s))
und D g sy = (Vig,s1), E(a,s1y) fiir die erweiterbaren Knotenmengen S und S’. Dann sind
die resultierenden Graphen D(G,S) und D(G,S") genau dann isomorph, falls S = S'.

Beweis. Falls S = S’ konnen wir nach Definition der erweiterbaren Knotenmenge einfach
einen Isomorphismus zwischen beiden Graphen konstruieren. Fiir die Riickrichtung neh-
men wir an, dass ein Isomorphismus v zwischen beiden Graphen D(G,S) und D(G, S")
existiert. Wir betrachten vorher den Teilgraphen ext(K, ) (siche Abbildung eines
kubischen Graphen, bei dem nur eines der reduzierbaren Dreiecke reduziert werden kann,
wobei offensichtlich ist, dass unabhéngig von der Wahl, beide Reduktionen den gleichen
Graphen erzeugen. Die Abbildung muss dabei die Menge der Teilgraphen von ext(K )
von D(G, S) auf die Menge der Teilgraphen ext(K, ) von D(G,S’) abbilden und analog
alle reduzierbaren Dreiecke von D(G,S) auf die reduzierbaren Dreiecke von D(G,S").
Wir betrachten nun eine Abbildung ¢ : V(g s) — V(g,s), indem die griine Kante siehe
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Abbildung [£.3] kontrahiert und die entsprechenden Knoten auf die verbleibenden Knoten
abgebildet werden. Ebenso verfahren wir mit den Kanten von reduzierbaren Dreiecken.
Analog definieren wir die Abbildung ¢’ : Vig,s7))—v- Wir erhalten durch Anwendung des
Isomorphismus v und der beiden Abbildungen ¢ und ¢ eine Permutation vy der Knoten
V von G, sodass vo(¢(v)) = ¢'(y(v)) fir alle v € Vi g, die ein Automorphismus fir G
ist. Genauer wird S durch die Abbildung ~y auf S’ abgebildet. Ausnahmen sind falls
die Menge S einen Knoten w aus einem Drachen enthélt und keinen anderen. In beiden
Féllen ist nach Definition jedoch S = 5. O

Abb. 4.3.: Abbildung der Knoten von ¢’ : Vg s/))—v

Durch diese Eigenschaft kénnen wir jedes reduzierbare Dreieck gebiindelt reduzie-
ren und definieren daher eine gebiindelte Dreiecksreduktion als gleichzeitiges Ausfithren
der Dreiecksreduktion fiir alle reduzierbaren Dreiecke. Da jeder kubische Graph mit re-
duzierbaren Dreiecken, der aus einer gebiindelten Dreiecksreduktion hervorgeht, daher
eindeutig bestimmt ist, halten wir folgenden Erkenntnis in einem Korollar fest.

Korollar 15 (Generierung durch Dreieckseinfiigung). Sei jeweils ein Vertreter jeder
Isomorphieklasse zusammenhdngender kubischer Graphen bis zu n — 2 Scheitelpunkten
gegeben. Dann erzeugt eine gebiindelte Dreieckseinfligung fiir jeweils einen Reprdsen-
tanten jeder Aquivalenzklasse der erweiterbaren Knotenmengen, die zu einem kubischen
zusammenhdngenden Graphen mit n Scheitelpunkten fihrt, genau einen Reprisentanten
fiir jede Isomorphieklasse von kubisch zusammenhdngenden Graphen mit n Knoten, die
reduzierbare Dreiecke enthalten.

Als niitzliche Konsequenz aus dem Korollar kénnen wir folgern, dass fiir Graphen mit
reduzierbaren Dreiecken also kein Test auf Isomorphie benétigt wird. Es bleibt daher
nur die Berechnung Automorphismengruppen, um jeweils einen Vertreter der Aquiva-
lenzrelation iiber die erweiterbaren Knotenmengen zu finden.

Die Berechnung dieser Automorphismengruppen wird dabei durch das Unterprogramm
nauty vorgenommen. Eine genaue Beschreibung der Berechnung von Automorphismen-
gruppen kann im Paper von Mckay [MP14] nachgeschlagen werden. Brinkmann et al.
[BGM11] erkléren in ihrem Paper weitere Eigenschaften zur Optimierung der Laufzeit,
indem die rechenintensive Berechnung der Automorphismengruppen durch nauty mog-
lichst vereinfacht wird.
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4.2. Kubische Graphen ohne reduzierbare Dreiecke

Bisher haben wir uns trotz der ausfiihrlichen Einfithrung der Kanteneinfiigungsoperation
in Kapitel[2lund der beispielhaften Erklarung der Kanonischen-Konstruktionspfadmethode
in Kapitel |3| die Implementierung nur durch Dreieckseinfiigungen durchgefiithrt. Nun
wollen wir die Kanteneinfiigungsoperation so einsetzen, dass wir sicherstellen, dass kei-
ne reduzierbaren Dreiecke bei der Augmentierung entstehen. Wir nennen ein solches
Kantenpaar augmentierbar. Wieder miissen wir jedoch sicherstellen, dass nur paarweise
nicht-isomorphe Graphen generiert werden. Um dies umzusetzen, definieren die Auto-
ren ein 7-Tupel (xg,x1, T2, T3, 24, 5, 26) fir jede reduzible Kante, die Invarianten der
kombinatorischen Objekte darstellen. Dabei ist die Wertigkeit lexikografisch absteigend
angeordnet, sodass zg die grofite Wertigkeit hat. Fiir die genaue Umsetzung verweisen
wir auf das Paper von Brinkmann et al. [BGMI11].

Korollar 16 (Isomorphismus reduzibler Kanten). Es seien zwei zusammenhdngende
kubische Graphen G = (Vg,Eq) und H = (Vy, Eg) mit reduziblen Kanten gegeben.
Seien eqg,er diejenigen reduziblen Kanten, von G und H, die beide die lexikografisch
grofste Tupel zugewiesen bekommen haben. Dann ist vy(eq) im gleichen Orbit wie ey
unter der Automorphismengruppe von H. Die Reduktion beider Kanten eq, ey fihrt zu
zueinander isomorphen Graphen.

Der Algorithmus wiirde auch funktionieren, wenn nur die letzten zwei Stellen des 7-
Tupels mithilfe von der Automorphismengruppen mit nauty berechnet werden, jedoch
fihren Brinkmann et al. Optimierungen durch die zusédtzlichen Invarianten xg bis x4 ein,
die sich schneller berechnen lassen und damit den Algorithmus beschleunigen [BGM11].

Lemma 17 (Generierung durch Kanteneinfiigung). Wenn fir einen Vertreter jeder Iso-
morphieklasse aller kubischen Graphen mit n—2 Knoten die Kanteneinfiigeoperation auf
ein Kantenpaar in jedem Orbit von erweiterbaren Kantenpaaren angewendet wird, wird
ein nicht primer kubischer Graph mit n Knoten und ohne reduzierbare Dreiecke genau
dann akzeptiert, wenn das Tupel (xo, . ..,xs) mazimal ist. Dann wird genau ein Vertreter
jeder Isomorphie Klasse von zusammenhdngenden nicht-primen Graphen mit n Knoten
und ohne reduzierbare Dreiecke konstruiert und akzeptiert.

Aus beiden Korollaren kénnen wir folgenden Satz folgern:

Satz 18 (Generierungsalgorithmus). Seien alle kubischen Primgraphen bis n Knoten
gegeben. Dann generiert der beschriebene Algorithmus genau einen Reprisentanten jeder
Isomorphieklasse tiber alle kubischen Knoten mit bis zu n Knoten.

Beginnen wir mit allen kubischen Primgraphen mit bis zu n — 2 Knoten, so kénnen wir
durch rekursive Anwendung der soeben beschrieben Operationen von Dreieckseinfiigun-
gen und Kanteneinfiigungen jeden kubischen Graphen mit genau einem Reprisentanten
jeder Isomorphieklasse bis zu n Knoten konstruieren. Dabei konstruieren wie beschrieben
aus allen Graphen mit ¢ Knoten alle Graphen mit 7 + 2 Knoten, wobei 4 < i <n — 2.
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5. Durchfiihrung und SAT-Formulierung

5.1. Generierung mit snarkhunter

Wir nutzen die aktuellste Implementierung des snarkhunter Algorithmus, der unter
[BGM] ebenfalls zum Download zur Verfiigung steht. Die Ausgabe erfolgt in Form von
einzelnen Dateien als Menge von Adjazenzmatrizen jeweils fiir alle Graphen mit n Kno-
ten. Diese Adjazenzmatrizen kénnen wir als Eingabe fiir die SAT-Formulierung nutzen.

5.2. Constraint Programm: SAT-Formulierung

Die SAT-Formulierung geht auf Klesen [Kle] zuriick und basiert auf folgender logischer
Formel, die sich die geschlossene Anordnung der Knoten in einem Zyklus in einer Per-
mutation zunutze macht. Die Knoten werden auf einem Kreis oder genauer auf einem
Polygon eingebettet.

A l\/ ( A uwgéE)\/ V ( A uwgéE)}
zyeVey¢E [vElz,y) \u€z,v],we(v,y] vE[yY,v) \uEly,v],we(v,x]

Fiir jedes Knotenpaar der Knoten z und y, die nicht durch eine Kante verbunden sind,
also fiir jede Nicht-Kante soll mindestens eine der folgenden beiden Statements erfiillbar
sein. Es muss einen Knoten v innerhalb der Folge der Knoten von x und y geben, sodass
alle Knoten von z bis v und ab v bis y Nicht-Kanten sind. Analog funktioniert der rechte
Teil der Formel.

Wir kénnen nun aus der logischen Formel eine SAT-Formulierung herausarbeiten, die
wir entsprechend implementieren kénnen. Die Implementierung der SAT-Formulierung
erfolgt in IBMs CPLEX STUDIO, der einen Constraint Program Solver anbietet, der
die Erfullbarkeit der Formulierung testet. Ist die Formel erfiillbar, so erhalten wir eine
Permutation als Ausgabe. Gibt es keine Losung fiir die Formulierung, so gibt es auch
keine 1-Auflenhindernis-Darstellung des Graphen mit Knoten in konvexer Lage. Die For-
mulierung ist also eine notwendige Bedingung.
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6. Auswertung und Ausblick

6.1. Ergebnisse

Durch die Generierung mit snarkhunter erhielten wir zunédchst folgende Mengen von
kubischen Graphen und deren Anzahl, die folgender Tabelle entnommen werden kénnen.
Dabei ist der Anteil der kubischen Primgraphen &uflerst klein und das Verhaltnis nimmt
mit steigender Knotenanzahl immer weiter ab [BGM11].

’ V| Kubische Primgraphen Kubische Graphen

4 1 1
6 0 2
8 1 )
10 1 19
12 1 85
14 3 509
16 2 4060
18 ) 41301

Abb. 6.1.: 1-Auflenhindernisdarstellung in konvexer Lage eines kubischen Graphs mit 14 Kno-
ten. (a) Anordnung der Knoten wie sie dem Algorithmus {ibergeben werden. (b)
Ausgabe der Permutation durch die SAT-Formulierung und Anordnung in einem re-
gelméafigen 14-Eck. Wobei die zwei roten gestrichelten Kanten noch zu Nicht-Kanten
gemacht werden miissen. (¢) Vergrofierung der Liicken zwischen den Knoten 5 und
6, sowie 9 und 14, sodass die zwei roten gepunkteten Nicht-Kanten auch durch das
Auflenhindernis behindert werden.

Durch Ausfiihren der SAT-Formulierung fiir alle kubischen Graphen bis 16 Knoten
mithilfe von CPLEX Studio, konnten wir zeigen, dass wir fiir alle kubischen Graphen,
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bis auf den Petersen-Graphen eine 1-Hindernis-Darstellung mit Knoten in konvexer Lage
nicht ausschliefen kénnen. Wir wissen jedoch, dass die Auflenseiten-Hinderniszahl des
Petersen-Graphen dennoch 1 ist. Berman et al. [BCET17| geben dazu eine Zeichnung mit
Knoten an (siehe Abbildung, die allerdings nicht in konvexer Lage liegen. Zusammen
mit der Erkenntnis dieser Tatsache kann bisher festgehalten werden:

Satz 19 (Generierungsalgorithmus). Die Aufenseiten-Hinderniszahl eines Graphen stimmt
im Allgemeinen nicht mit der Aufenseiten-Hinderniszahl eines Graphen mit Knoten in
konvezer Lage tberein.

Um zu zeigen, dass es fir alle anderen kubischen Graphen bis zu 10 Knoten eine 1-

Hindernisdarstellung gibt, haben wir die Sichtbarkeitsreprésentationen aller dieser Gra-
phen im Anhang (siehe Abbildung angehingt.
Viele dieser kubischen Graphen kénnen sogar so dargestellt werden, dass die Knoten
in einem gleichseitigen n-Eck angeordnet werden. In einigen Fallen ist jedoch eine klei-
ne Verschiebung der Knoten notwendig. In seltenen Fallen kommt es aber auch dazu,
dass Knoten stark von ihrem urspriinglichem Platz verschoben werden miissen. Dabei ist
nicht trivial, welche Knoten wie verschoben werden miissen, da es nach dem Verschieben
dazu kommen kann, dass andere Nicht-Kanten entstehen.

Petersen-Graph 1-AufBlenseitenhindernis-Darstellung des Petersen-Graphen

Abb. 6.2.: Standarddarstellung des Petersen-Graphen und 1-Auflenseitenhindernis-Darstellung
des Petersen-Graphen, bei dem die Knoten allerdings nicht in konvexer Lage liegen.

Alligemeiner Petersen-Graph

Das Auftreten des Petersen-Graphen, fiir den dadurch nachweislich keine Auflenseiten-
Hindernisdarstellung mit Knoten in konvexer Lage existiert, verleitet zu der Vermutung,
dass die Familie der Allgemeinen Petersen-Graphen weiterer solcher Félle hervorbringen
konnte. Die verallgemeinerte Petersen-Graphenfamilie wurde 1950 von Coxeter [Cox50]
eingefiihrt und erhielt 1969 ihren Namen von Watkins [Wat69].

Definition 20 (Allgemeine Petersen-Graphen). Ein Graph G = (V, E) aus der Familie
der allgemeinen Petersen-Graphen ist definiert als Tupel G(n, k) durch die Knotenmenge
V = {ug,u1,...up—1,00,01,... 051} und die Kantenmenge E = {u;u;y1,u;v;, vit; g}
Die Indizes sind dabei modulo n angegeben und k < n/2.
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0] LD ek

G(6,1) und G(6,2) ) und G(7,2)

G(8,1), G(8,2) und G(8,3)

Abb. 6.3.: Alle kubischen Graphen der allgemeinen Petersen-Graphfamilie mit 12, 14 und 16
Knoten.

Der bekannte Petersen-Graph wird somit als G(5,2) angegeben. Doch alle Graphen
mit G(9, k), wobei k < n/2 besitzen eine Darstellung mit nur einem einzigen Auflensei-
tenhindernis in konvexer Lage.

Auch die Vermutung, dass allgemeine nicht-hamiltonsche Petersen-Graphen, wobei der
kleinste nach dem Petersen-Graphen, der nicht-hamiltonsche G(11,2) ist, konnte auch
durch Testen des Graphen mit 22 Knoten gezeigt werden, dass wir auch in diesem Fall
eine Losung nicht ausschlieen kdnnen. Jedoch konnten wir sogar eine 1-Auflenhindernis-
Darstellung in konvexer Lage finden, sieche Abbildung im Anhang.

Snarks

Auch die Auswertung anderer besonderer kubischer Graphen, den sogenannten Snarks,
zu welchen auch der Petersen-Graph als kleinstes Beispiel zahlt, fiihrte wieder zu giiltigen
Losungen fiir die SAT-Formulierung, sodass wieder die notwendige Bedingung fiir eine
1-AuBlenhindernis-Darstellung in konvexer Lage des Graphen erfiillt ist.

Dabei ist ein kubischer Graph genau dann ein Snark, wenn sein chromatischer Index
4 ist. Beispiele fiir die néchsten kleinen Snarks mit jeweils 18 Knoten sind die beiden
Blanusa-Graphen und deren 1-Hindernis-Darstellung. Siehe Abbildung

6.2. Ausblick

Wir halten also fest, dass wir allein fiir den bekannten Petersen-Graphen G(5,2) aus-
schlieflen koénnen, dass eine Hindernisdarstellung mit Knoten in konvexer Lage exis-
tiert. Zusammen mit der Tatsache, dass der Graph dennoch Hinderniszahl 1 hat, wissen
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i

Erster Blanusa Snark Zweiter Blanusa Snark

Abb. 6.4.: Beide Blanusa-Graphen mit valider Kantenfarbung mit vier Farben

wir, dass die Auflenseiten-Hinderniszahl eines Graphen im Allgemeinen nicht mit der
Auflenseiten-Hinderniszahl eines Graphen mit Knoten in konvexer Lage iibereinstimmt.

Interessant bleibt, ob weitere kubischen Graphen existieren, bei denen eine 1-Hindernis-
Darstellung mit Knoten in konvexer Lage ausgeschlossen ist, oder ob der Petersen-Graph
der einzige Graph mit dieser Eigenschaft ist. Es bietet sich vor allem die Untersuchung
von weiteren nicht-hamiltonschen kubischen Graphen an oder auch die weitere Unter-
suchung groferer Vertreter der Familie der Snarks oder der Graphen mit Umfang (engl.
girth) groBer oder gleich 5, welches beides Eigenschaften sind, die auch der Petersen-
Graph erfiillt.

Es lassen sich aber noch viele weitere interessante kubische Graphen mit groflerer
Knotenanzahl untersuchen. Auch der Pappus-Graph mit 18 Knoten liefert eine Permu-
tation fiir die wir eine 1-Auflenhindernis-Darstellung finden kénnen, die sogar auf einem
gleichméfBigen 18-Eck eingebettet werden kann.

Ist eine Verbesserung der SAT-Formulierung zu erreichen, lassen sich durch Paralleli-
sierung vielleicht auch alle kubischen Graphen mit 18, 20 oder sogar 22 Knoten testen.

Zusétzlich lieflen sich vielleicht auch Algorithmen entwickeln, die inkrementell Knoten
verschieben konnen, um die Keile die in der 1-Hindernis-Darstellung zu vergroflern bis
eine Losung gefunden werden kann. So kénnte man den letzten Schritt auch automati-
sieren und auch schneller zu mehr 1-Hindernis-Darstellungen gelangen.
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A. Ausgabe

Beispielhaft zeigen wir die Ausgabe des Constraint Solvers des Graphen aus Abbildung
Es werden Laufzeit, Speicherverbrauch, Suchtypus etc. ausgegeben.

<<< setup

<K< generate

M- CP Optimizer 20.1.0.0 --
I Satisfiability problem - 196 variables, 2 constraints

I Initial process time :
' . Log search space

! . Memory usage

20.01s (1
156.0 (be
157.6 MB

9.95s extraction + 0.06s propagation)
fore), 156.0 (after)
(before), 157.6 MB (after)

! Using parallel search with 16 workers.

! Branches

1,000
1,000
1,000
1,000

487

! Number of branches

! Number of fails

I Total memory usage

Non-fixe

32.92s

: 10,309
: 2.8 GB

d W Branch decision
4 1 F 0 != p#2#11
4 2 F 0 !'= p#2#11
2 3 0 = p#13#12
4 4 1 = p#13#8

5 0 = p#3#6

(2.8 GB CP Optimizer + 0.0 GB Concert)

| Time spent in solve : 37.24s (17.29s engine + 19.95s extraction)

! Search speed (br. / s) 1,279.3

! ____________________________________________________________________________
<<< solve
OBJECTIVE: no objective
perm = [1 1374212 11 10 5 6 8 9 14 3]

<L post process

<<< done
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B. Sichtbarkeitsreprasentationen
verschiedener kubischer Graphen

Abb. B.1.: Sichtbarkeitsreprisentation aller kubischer Graphen mit bis zu 10 Knoten (aufgelis-
tet von rechts nach links und von oben nach unten geméafl der Generierungsreihen-
folge) mit Knoten in konvexer Lage. Mit zusétzlicher Angabe der kleinen Verschie-
bungskorrekturen. Mit zusétzlicher Zeichnung des Petersen-Graphen (oben links)

fiir den es keine Darstellung gibt.
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Abb. B.2.: G(11,2) der zweitkleinste nichthamiltonsche kubische Graph aus der Familie der

Allgemeinen Petersen-Graphen mit seiner 1-Hindernis-Darstellung in einem nicht
regelméBigen 22-Eck.
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Abb. B.3.: Pappus-Graph mit |V| = 18 Knoten, bei dem die Knoten sogar auf einem gleichsei-
tigem 18-Eck eingebettet werden kénnen.
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