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Zusammenfassung

In dieser Arbeit untersuchen wir das geometrische Problem, Strecken, welche zwischen
zwei parallelen Geraden verlaufen, optimal in Orthogonaldarstellung, also als Folge aus-
schliefflich vertikaler und horizontaler Segmente, zu zeichnen. Die Problemstellung findet
im Bereich des lagenbasierten Graphenzeichnens bei der Kantenfihrung, genauer bei der
Verbindung zwischen Knoten, die auf verschiedenen Lagen angeordnet sind, Verwen-
dung. Vor allem in technischen Anwendungen, wie dem automatischen Zeichnen von
Schaltplénen, wird auf dieses Verfahren zuriickgegriffen. Wir abstrahieren dieses geo-
metrische Problem so, dass es als kombinatorisches beziehungsweise als graphentheore-
tisches Problem aufgefasst werden kann. Die Grundlage der Problembetrachtung bil-
det ein Konfliktgraph, durch den wir die Abhéngigkeiten der Strecken, die gezeichnet
werden miissen, darstellen und die Validitdt dieser Darstellungen sicherstellen kénnen.
Wir beweisen, dass sich die Problemlésung auf bekannte graphentheoretische Probleme,
wie das Féarbeproblem oder die Bestimmung einer minimalen azyklischen Orientierung,
zuriickfithren lasst. Zusétzlich zeigen wir auf, dass dieser Graph perfekt ist, die zugrun-
deliegenden Probleme also theoretisch effizient 16sbar sind. Des Weiteren stellen wir eine
Bijektion zwischen der Menge moglicher Eingaben und perfekten Matchings im vollstan-
digen Graphen vor.

Durch die theoretische Modellierung, sowie die Ubertragung auf andere Probleme,
konnte ein detaillierter Uberblick iiber die Gesamtheit der Probleme, deren Lésung fiir
eine optimalen Darstellung des orthogonalen Kantenverlaufs notwendig ist, gewonnen
werden.
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1 Einleitung

Im Maschinenbauwesen verwenden Techniker spezielle Schaltpldne, um die Funktiona-
litdt von Maschinen zu iiberpriifen. Diese Schaltpldne bestehen aus einzelnen elektro-
nischen Komponenten, bei denen die spezifischen Ports mit Kabeln verbunden werden.
Das Augenmerk bei der Darstellung dieser Schaltpline liegt in einer moglichst prézisen
Représentation der Verschaltung, die zugleich lesbar und iibersichtlich fiir die Techniker
sein muss. Diese sind mit handgefertigten Zeichnungen solcher Pléne vertraut.
zeigt einen solchen Schaltplan, der im orthogonalen Zeichenstil angefertigt
wurde. Dieser ist dadurch gekennzeichnet, dass Knoten in Form von Rechtecken auf ei-
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Abb. 1.1: Ein handgefertigter Schaltplan. Beschriftungen wurden bewusst unkenntlich gemacht
oder entfernt [WZBW20].

nem — in der finalen Darstellung nicht sichtbaren — Gitter platziert werden und Kanten,
als Folge ausschlieflich vertikaler und horizontaler Segmente — welche alle entlang der
Linien des Gitters verlaufen — gezeichnet werden. Diese Kanten verbinden dabei jedoch
nur Knoten, die auf unterschiedlichen horizontalen Ebenen angeordnet sind.

Der Sugiyama-Algorithmus [STT8I] ist ein Verfahren zur Anfertigung solcher lagenba-
sterter Zeichnungen, also Zeichnungen, in welchen die Knoten auf horizontalen Geraden,
auch Lagen genannt, angeordnet werden. Das Ziel dieses Verfahrens ist es, Hierarchien
moglichst genau wiederzugeben. Walter et al. [WZBW20] beschéftigen sich in ihrer For-
schungsarbeit mit genau dieser Aufgabe und bauen dazu auf dem Sugiyama-Algorithmus
auf, um solche Schaltplidne darzustellen.

Der Sugiyama-Algorithmus teilt das Erstellen einer Zeichnung in mehrere Phasen auf.
Wir wollen die letzte Phase des Algorithmus, die Erstellung des Kantenverlaufs, genau-
er betrachten. Zu Beginn dieser Phase ist die Position aller Knoten und Ports bereits



genau festgelegt. Die Aufgabe besteht demnach darin, Kabel zwischen den zu verbin-
denden Ports einzuzeichnen. Damit der Kabelverlauf nachvollziehbar bleibt, muss die
Anordnung dieser Kabel gewisse Kriterien erfiillen, um eine optimale Kabelfithrung zu
garantieren. Die Kabelfiihrung beeinflusst die Lesbarkeit eines Schaltplans mafgeblich.
Eine schlecht konstruierte Kabelfithrung erschwert es dem Techniker, zusammenhéngen-
de Komponenten zu identifizieren, und erhcht somit auch die Gefahr, Fehler zu begehen.

Walter et al. [WZBW20] 16sen dieses Problem mit einem Greedy-Algorithmus, weisen
jedoch darauf hin, dass dies nicht immer zu optimalen Darstellungen fithrt. Wir wollen
deshalb in dieser Arbeit ein geometrisches beziehungsweises kombinatorisches Problem,
das der optimalen Kabelfiihrung zugrunde liegt, vorstellen und genauer betrachten.

1.1 Problemstellung

Eine Probleminstanz X ist eine Menge bestehend aus n Strecken. Jede Strecke wird durch
ein Tupel (t,b) € N? beschrieben, das die x-Koordinaten des Start- und Endpunkts der
Strecke definiert. Die Start- und Endpunkte der Strecken liegen auf den Basisgeraden T’
und B, die parallel zur x-Achse angeordnet sind, so dass fiir eine Strecke (t,b), jeweils
t die Koordinate des Endpunkts auf der Basisgerade T und b die Koordinate des Start-
punkts auf der Basisgerade B festlegt und die beiden Koordinaten ¢ und b unter allen
Koordinaten anderer Strecken eindeutig sind. Zu beachten ist hierbei, dass die Basisge-
rade T iiber B angeordnet ist. Wir bezeichnen deshalb ¢ und b auch als obere und untere
Koordinate.

Gesucht ist nun eine Darstellung der Strecken x1,...,x, € X, welche die folgenden
Validitatskriterien erfiillt:

(V1) Die Darstellung erfolgt im Orthogonal-Stil, also als Sequenz von ausschliefflich ho-
rizontalen Teilstiicken (HT) und vertikalen Teilstiicken (VT).

(V2) HTs liegen auf parallelen horizontalen Geraden ¢4, ...,¢, € L, die in dieser Rei-
henfolge zwischen B und T angeordnet sind. Fortlaufend nennen wir die Gerade
¢; auch Ebene i.

(V3) VTs dirfen andere VTs nicht schneiden.
(V4) HTs dirfen andere HTs nicht schneiden.

(V5) Die Darstellungen von zwei Kanten diirfen sich héchstens einmal schneiden.

visualisiert eine Probleminstanz und eine Darstellung, welche die Vali-
ditétskriterien erfiillt. Verletzen die Darstellungen von zwei Strecken gegenseitig keines

dieser Kriterien, so sind die Darstellungen untereinander valide. Um eine moglichst struk-
turierte und tibersichtliche Darstellung zu erzeugen, wollen wir ein weiteres Kriterium
fiir eine Darstellung einfiihren:

(V*) Es existiert keine andere valide Darstellung der Probleminstanz, die weniger Ebe-

nen — wie in [Punkt (V2)|beschrieben — verwendet.
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Abb. 1.2: Die linke Abbildung visualisiert eine Probleminstanz in der beschriebenen Umge-
bung. Die rechte Abbildung zeigt eine Darstellung dieser Probleminstanz, welche die
beschriebenen Validitatskriterien erfiillt. Blaue horizontale Linien stellen HTs und
graue vertikale Linien V'Ts dar.

Eine valide Darstellung einer Probleminstanz, welche dieses Kriterium erfiillt, bezeichnen
wir fortlaufend auch als optimal. zeigt zwei valide Darstellungen einer

Probleminstanz, von welchen nur eine optimal ist.
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Abb. 1.3: Fiir eine Eingabe kann es mehrere Darstellungen geben, welche die Validitédtskriterien
erfiillen.

1.2 Verwandte Literatur

Sugiyama et al. [STT81] haben in den frithen 80er Jahren den Grundstein fir das la-
genbasierte Zeichnen — die Art des Zeichnens wird deshalb auch als Sugiyama-Stil be-
zeichnet — gelegt. Lagenbasiertes Zeichnen ist eine Methode, Hierarchien, welche durch
gerichtete Graphen beschrieben werden, grafisch darzustellen.

Das Verfahren wurde seitdem stetig verbessert und an die individuellen Bediirfnisse
verschiedener Branchen angepasst. Vor allem in technischen Bereichen, wie beispielsweise
der Visualisierung von Datenfluss in Programmcode [SSv14], der Darstellung von Ven-
tilationsnetzwerksystemen in Kohleminen [jDL14], jedoch auch bei der Visualisierung
von Evaluationsstrukturen [OKS™17], findet die Sugiyama-Methode Verwendung.

Walter et al. [WZBW20] bauen auf die Sugiyama Methode auf, um Schaltpldne kom-
plexer und individuell konfigurierter Maschinen zu zeichnen.

Das Problem, welches wir in dieser Arbeit betrachten und in [Abschnitt 1.1 beschrieben
wird, hangt mit der letzten Phase des Sugiyama Verfahrens zusammen, dem edge-routing,
also dem Einzeichnen der Kanten zwischen den Knoten. Walter et al. [WZBW20] 16sen
dies mithilfe eines greedy-Algorithmus. Dazu werden als erstes die linksldufigen Stre-
cken betrachtet und nach der Koordinate der Startpunkte sortiert. In dieser Reihenfolge



werden die HTs der Strecken nun auf der untersten verfiigbaren Ebene angeordnet. An-
schliefend werden die rechtslidufigen Strecken in der gleichen Reihenfolge jeweils auf der
hochsten verfiigbaren Ebene angeordnet. Anschliefend werden die HTs der rechtslaufi-
gen Strecken gemeinsam so weit wie moglich nach unten gezogen. Der Algorithmus hat
eine quadratische Laufzeit in Abhéngigkeit der darzustellenden Strecken, 16st das Pro-
blem jedoch nicht immer optimal. Es kann also vorkommen, dass eine Darstellung mehr
Ebenen nutzt, als eigentlich notwendig waren.

1.3 Beitrag

Diese Arbeit beschiftigt sich mit der Entwicklung eines Losungsansatzes des in [AD]
[schnitt 1.7 beschriebenen Problems.

Wir beginnen in [Kapitel 2| mit einigen Grundlagen, die fir das Verstéandniss der Arbeit
notwendig sind.

AnschlieBend sollen in grundsitzliche Eigenschaften der Problemstellung
und der geforderten Losung erarbeitet werden. Wir koénnen dabei zeigen, dass sich
Strecken in Orthogonaldarstellung, bis auf einen Fall, mit nur einem HT eindeutig be-
schreiben lassen. Um diesen Sonderfall auszuschliefen, schrinken wir die betrachteten
Probleminstanzen so ein, dass dieser Fall nicht auftritt. In stellen wir eine
Bijektion zwischen diesen eingeschriankten Probleminstanzen der Lénge n und perfekten
Matchings im vollstdndigen Graph K, vor.

In entwickeln wir ein Modell, das Probleminstanzen verlustfrei reprisentiert
und die individuellen Abhéngigkeiten — die wir genauer als Konflikte definieren — zwi-
schen den Strecken einer Instanz abbildet. Als Grundlage dient die Betrachtung einer
Probleminstanz als Intervallmodell, indem jede Strecke durch ein Intervall dargestellt
wird, welches den Bereich beschreibt, in dem das HT der Strecke verlauft. Zusammen
mit den Validitatskriterien werden wir so eine konkrete Richtlinie ableiten, durch die wir
Konflikte zwischen den Darstellungen verschiedener Strecken feststellen kénnen. Wir be-
trachten eine Strecke als Knoten innerhalb dieses Konfliktgraphen, in dem zwei Knoten
genau dann benachbart sind, wenn die Darstellungen der Strecken in Konflikt stehen.

Aufgrund einer beobachtbaren transitiven Eigenschaft dieser Konflikte konnen wir
einen erweiterten Konfliktgraphen konstruieren, der alle Abhéngigkeiten zwischen den
Strecken abbildet. Wir werden zeigen, dass jede valide Darstellung einer Probleminstanz
eine Farbung auf den zugehorigen erweiterten Konfliktgraphen induziert. Um zu zeigen,
dass das zugrunde liegende Farbeproblem fiir den erweiterten Konfliktgraphen effizient
gelost werden kann, beweisen wir, dass dieser Graph perfekt ist. Anschlieflend stellen
wir eine dquivalente Problemreprasentation in Form einer azyklischen Orientierung vor.
Anhand dieser Eigenschaft zeigen wir eine Dualitét zwischen der Farbung und der azy-
klischen Orientierung von Graphen.



2 Graphentheoretische Grundlagen

In diesem Kapitel werden einige Konzepte und Begrifflichkeiten erkléart, die zum Ver-
stdndnis der Arbeit notwendig sind.

Ein Graph ist ein Tupel G = (V, E') aus einer Knotenmenge V' und einer Kantenmenge
FE. Wir nennen den Graphen ungerichtet, falls gilt:

EQ(Z)—{{U,U}CV]U#U}.

Wir nennen den Graphen gerichtet, falls gilt:
ECV xV={(u,v)|uveV}.

Im gerichteten Fall beschreibt (u,v) € E eine Kante, deren Startknoten uw und End-
knoten v ist. Fiir einen Graphen G bezeichnen wir die Kantenmenge mit E(G) und
die Knotenmengen mit V(G). Zwei Knoten nennen wir adjazent oder benachbart genau
dann, wenn eine Kante existiert, welche die Knoten verbindet. Analog sind zwei Kanten,
die einen gemeinsamen Knoten enthalten, adjazent. Zu G nennen wir den Graphen G zu
der Knotenmenge V(G) und der Kantenmenge

E(G) ={(v,u) :v#uund (v,u) ¢ E}

den Komplementgraphen von G. Fiir eine Teilmenge der Knoten V/ C V(G) nennen wir
den Graphen G[V’] mit der Knotenmenge V' induzierten Subgraph von G genau dann,
wenn fiir alle Kanten e = {u,v} € F gilt:

{u,v} € E(G[V']) genau dann, wenn u,v € V'.

Eine Teilmenge M € E(G) der Kanten eines Graphen G, in welcher keine zwei Kanten
aus M adjazent sind, nennt man Matching. Das Matching heifit maxzimal, falls fiir jede
Kante e ¢ M gilt, dass M U {e} kein Matching ist, und perfekt, falls 2 - |M| = |V (G)|
gilt. Ein Pfad p = (v1,...,vi) ist eine Knotenfolge, so dass fir i =1,...,k — 1 gilt:

{’Ui, Ui+1} cF.

Die Léange |p| von p ist die Anzahl an Kanten, die der Pfad hat. Ein Pfad ist induziert
genau dann, wenn aufler den Kanten, die entlang des Pfades verlaufen, keine anderen
Kanten zwischen Knoten des Pfades existieren.

Einen Pfad, bei dem Start- und Endknoten gleich sind, bezeichnen wir als Kreis.

Ein gerichteter Graph G ist azyklisch genau dann, wenn G keine Kreise besitzt.



Eine surjektive Abbildung o : V' — 1,..., k heiit Knotenfdrbung, falls fiir jedes Paar
adjazenter Knoten u, v gilt: o(u) # o(v).

Die minimale natiirliche Zahl k, fiir die gilt, dass eine Knotenfarbung fiir G mit k
Farben existiert, heifit chromatische Zahl von G und wird mit x(G) abgekiirzt.

Eine Clique ist eine Teilmenge der Knotenmenge C' C V(G), so dass fiir alle Paare
verschiedener Knoten u, v € C' gilt, dass v und v adjazent sind. Die Gréfle der maximalen
Clique wird Cliquenzahl genannt und auch durch w(G) abgekiirzt. Fiir jeden Graphen
G gilt grundsatzlich:

X(G) z w(G).

Eine Teilmenge U C V heifit unabhdingige oder auch stabile Menge, falls kein Paar
unterschiedlicher Knoten u,v € U existiert, so dass u und v adjazent sind.

Ein Graph G = (V, E) heifit perfekt, wenn fiir jeden induzierten Teilgraphen H von G
gilt: w(H) = x(H). Aquivalent zu dieser Definition ist die Eigenschaft, dass kein indu-
zierter Teilgraph von G ein ungerades Loch, also ein Kreis ungerader Lange mindestens
5, oder ein ungerades Antiloch, also das Komplement eines Kreises ungerader Lénge
mindestens 5, ist [CRaT06].



3 Grundlegende Problemeigenschaften

In diesem Abschnitt sollen die grundséatzlichen Eigenschaften des Problems genauer be-
trachtet werden.

Dazu zeigen wir zunéchst, dass sich die Orthogonaldarstellung jeder Strecke in einer
optimalen Lésung, bis auf einen Sonderfall, durch ein einzelnes HT eindeutig beschreiben
lasst. Daher schranken wir die betrachteten Probleminstanzen so ein, dass dieser Fall
nicht auftritt, und stellen anschlieffend eine Bijektion zwischen der Menge moglicher
Probleminstanzen und perfekten Matchings im vollstandigen Graph K, vor.

3.1 Kanten in Orthogonaldarstellung

Eine Kante in Orthogonaldarstellung ist eine Folge abwechselnd vertikaler und horizon-
taler Teilstiicke und ldsst sich formal als n-Tupel ¢ = (v1,...,7,) beschreiben, so dass
jeder Eintrag ein Teilstiick repréasentiert. Ein Teilstiick kann beispielsweise durch die
Angabe des Start- und Endpunkts mit

vi = ((Startkoordinate, Startebene), (Endkoordinate, Endebene))

definiert werden.

Nutzen wir diese Definition, so ist ein Teilstiick ; genau dann horizontal, wenn die
Startebene gleich der Endebene ist. Analog ist ein Teilstiick vertikal, wenn die Startko-
ordinate gleich der Endkoordinate ist.

Da innerhalb der Basisgeraden T und B kein Teilstiick verlaufen darf — siehe
denn wir kénnen 7" und B als HTs auffassen — folgt, dass das erste und letzte Teilstiick
jeweils vertikal verlaufen muss.

Wir wissen, dass es ausreicht, entweder ausschlieflich die VTs oder die HTs anzuge-
ben, um eine Orthogonaldarstellung eindeutig zu beschreiben, denn betrachten wir ein
Teilstiick ~; 41 einer Orthogonaldarstellung, so verbindet es die Teilstiicke +; und 7;49.
Der Endpunkt des Teilstiicks «; ist also genau der Startpunkt von 7,41 und der End-
punkt von ;41 genau der Startpunkt von ~;40. Das Teilstiick ;41 ist dementsprechend
durch den Endpunkt von 7; und den Startpunkt von ~; 12 eindeutig festgelegt.

Da das erste und letzte Teilstiick jeweils vertikal ausgerichtet ist, gibt es mehr Vs
als HTs. Entsprechend ist die Darstellung mittels HTs kiirzer. Fortlaufend wird deshalb
ausschliellich die Beschreibung mittels HTs verwendet.

Eine einzelne Strecke lidsst sich immer mit einem HT darstellen. Wollen wir jedoch
mehrere Kanten darstellen, so konnen die Kantendarstellungen, wie zeigt,
Validitatskriterien verletzen.
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Abb. 3.1: Die rechte Abbildung stellt eine Verletzung des Validitatskriteriums [Punkt (V3)|dar,
weil nicht mehr eindeutig erkennbar ist, welche Start- und Endpunkte miteinander
verbunden werden.

Nun stellt sich die Frage, wie viele HTs gebraucht werden, um zwei beliebige Strecken
in Orthogonaldarstellung darzustellen.
Wir zeigen nun, dass es nur einen Fall gibt, in dem fiir eine valide Darstellung von

zwei Strecken mehr als ein HT pro Strecke notwendig ist. zeigt diesen
Fall.
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Abb. 3.2: Die Strecken e, e’ stehen in einer Konstellation, durch die mindestens zwei HTs fiir
die Darstellung einer der beiden Strecken notwendig sind.

Lemma 1. Seien e,e’ Strecken, so dass die obere Koordinate von e mit der unteren
von € und die untere von e mit der oberen von €' tibereinstimmt, so gibt es keine valide
Darstellung mit jeweils einem HT.

Beweis. Seien e = (t,b),e¢’ = (t',b'),t = und ¢’ = b. Fiir eine beliebige Platzierung der
HTs von e, ¢’ auf Ebenen £,/ € N gilt:

e Falls ¢ > /', so schneidet das obere VT von e’ das untere VT von e.
o Falls ¢/ > ¢, so schneidet das untere VT von €’ das obere VT von e.
e Falls ¢ = /', so schneiden sich die HTs.

Jede mogliche Platzierung verletzt also eines der Validitétskriterien[I.1] entsprechend ist
eine Darstellung mit einem HT nicht mdoglich. O

Wir wissen also, dass die in dargestellte Konstellation mindestens zwei
HTs fiir die Darstellung einer der beiden Strecken notwendig macht.

Zusétzlich wollen wir jetzt zeigen, dass sich zwei Strecken, welche diese Konstellation
nicht aufweisen, mit jeweils genau einem HT darstellen lassen.

Lemma 2. Falls zwei Strecken e, e’ nicht die in Lemma |1| beschriebene Konstellation
aufweisen, lassen sie sich mit jeweils einem HT darstellen.

11



Beweis. Seien e = (b,t) und e = (¥,t'), dann ist mindestens die untere Koordinate
einer Strecke ungleich der oberen Koordinate der anderen Strecke, denn sonst wére die
Konstellation wie in Lemma, [I1

Gelte nun, dass t ungleich b’ ist, so kann das untere VT von ¢’ das obere VT von e
nicht beriithren. Wir wollen nun zwei Falle unterscheiden:

Falls ¢’ gleich b ist, so konnen wir das HT von ¢’ iber dem von e platzieren. Dadurch
beriihren sich die HTs nicht, das obere VT von e’ schneidet keinen Teil der Darstellung
von e und das untere VT von e schneidet keinen Teil der Darstellung von €’. In diesem
Fall ist die entstandene Darstellung also valide.

Falls ¢’ ungleich b ist, so wissen wir, dass es zu keiner Beriihrung zwischen V'Ts kommen
kann. Wenn wir die HTs auf verschiedenen Ebenen anordnen, so wird folglich maximal
das Validitatskriterium, das einen Mehrfachschnitt verbietet, verletzt. In diesem Fall

schneidet demzufolge ein VT jeder Kante das HT der anderen Kante.
stellt dies schematisch dar. Wir platzieren das HT von e nun auf der Ebene ¢; und

! !
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Abb. 3.3: Die linke Abbildung zeigt eine Kombination zweier Strecken, bei der alle Koordinaten
unterschiedlich sind. Rechts werden beide Platzierungsmoglichkeiten dargestellt. Die
valide Darstellung ist hervorgehoben und die ungiiltige ist angedeutet sichtbar.

das HT von ¢’ auf der Ebene £;;;1. Falls es nun zu einem Mehrfachschnitt kommt, so
schneidet also das obere VT von e das HT von €’ und das untere VT von ¢’ das HT von
e. Platzieren wir nun das HT von ¢’ auf der Ebene ¢;_1, ist dieser Konflikt behoben, denn
das HT von €’ wird jetzt von keinem VT mehr geschnitten. Die entstandene Darstellung
ist also in beiden Féllen valide. O

Der in beschriebene Fall kann nur entstehen, wenn es Strecken e, e’ gibt,
bei welchen die untere Koordinate von e gleich der oberen von €’ und die obere von e
gleich der unteren von €’ ist. Die Voraussetzung fiir diesen Fall ist somit, dass e und €’
in entgegengesetzte Richtung laufen.

Wir bezeichnen eine Strecke als rechtsldufig, wenn die obere Koordinate der Kante
grofler als die untere ist. Analog ist eine Strecke linksldufig, wenn die obere Koordinate
kleiner als die untere ist.

Im Laufe der Arbeit betrachten wir das Problem fiir Eingabedaten, deren Strecken alle
in dieselbe Richtung laufen. Infolgedessen verhindern wir dieses und weitere Probleme,
welche mit unterschiedlich orientierten Strecken einhergehen. In einer orthogonalen Dar-
stellung werden die Strecken dann in rechts- und linkslédufige unterteilt und anschlieend
in getrennten Blocken gezeichnet. Strecken, welche dieselbe untere und obere Koordinate
haben, sind hier nicht relevant, denn wir kénnen sie immer mit nur einem VT optimal
darstellen.
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Auflerdem wollen wir festlegen, dass jede Koordinate, welche die Position eines Start-
oder Endpunkts einer Strecke beschreibt, in keiner Beschreibung einer anderen Strecke
auftritt, also in der gesamten Probleminstanz nur einmal vorkommt.

Die Allgemeinheit geht durch diese Beschrankung nicht verloren, denn wie wir in [Ab]
sehen werden, lasst sich eine Konstellation, in welcher eine Koordinate in
der Beschreibung von zwei Strecken genutzt wird, so anpassen, dass Abhéngigkeiten der
Strecken unverdndert bleiben, die mehrfache Belegung einer Koordinate jedoch verhin-
dert werden kann.

Fortlaufend gilt demgeméaf, dass sich jede Strecke einer Probleminstanz mit genau
einem HT darstellen ldsst. Wir wollen deshalb den Begriff Darstellung noch einmal
konkretisieren.

Definition 3. Sei X eine Probleminstanz, dann nennen wir die Abbildung o : X — N
eine Darstellung von X, wenn o jeder Strecke x € X die Fbene zuweist, auf der das
zugehorige HT angeordnet wird.

3.2 Eigenschaften der Menge moglicher Eingaben

Innerhalb dieses Abschnitts wollen wir eine Bijektion zwischen der Menge moglicher
Eingaben aus n rechtsldufigen Strecken und Matchings im vollstandigen Graphen Ky,
also eine Funktion, die jedem Matching in Ko, genau eine Probleminstanz zuordnet,
vorstellen.

Im haben wir festgelegt, dass jede Koordinate in der Beschreibung von
mazximal einer Strecke vorkommt. Da fiir die Beschreibung einer Strecke zwei Koordina-
ten notwendig sind, werden fiir eine Probleminstanz mit n Strecken genau 2n verschie-
denen Koordinaten benotigt.

Bisher haben wir eine Probleminstanz mit Blick auf die konkreten Koordinaten be-
trachtet, die von der Instanz verwendet werden. Entscheidend fiir die Struktur einer
Probleminstanz sind jedoch nicht die konkreten Koordinaten, sondern die Reihenfolge
der Start- und Endpunkte der Strecken.

zeigt eine valide Darstellung fiir zwei Probleminstanzen, die sich in
den konkreten Koordinaten, nicht aber in der Reihenfolge der Start- und Endpunkte
unterscheiden.

T o oo T o oo
(] e
0y ls e N —
€2
A A - p—
€9 €3 €3
B oo o B o—0-0

Abb. 3.4: Zwei valide Darstellungen von Probleminstanzen, welche die gleiche Reihenfolge der
Start- und Endpunkte, jedoch unterschiedliche Koordinaten haben.

Sortieren wir die Koordinaten, welche die Start- und Endpunkte eine Probleminstanz
beschreiben, aufsteigend als cq,...,co, und ersetzen jede der Koordinaten ¢; durch 4,
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so entspricht das ausschliefflich einer Verschiebung, nicht aber einer Umordnung der
Start- und Endpunkte. Eine Losung dieser Instanz entspricht also einer Losung der
Ursprungsinstanz, in welcher die gleichen Verschiebungen der Start- und Endpunkte
vorgenommen wurden.

Daraus folgt, dass die Start- und Endpunkte jeder Probleminstanz so verschoben wer-
den konnen, dass ausschliefllich die Koordinaten {1,...,2n} verwendet werden. Eine
solche Probleminstanz nennen wir auch normiert. Weiterhin ist &,, die Menge aller nor-
mierter Probleminstanzen mit genau n Strecken. Jede Probleminstanz enspricht also
einer verschobenen Variante einer der normierten Probleminstanzen aus X,.

Wir wollen die Koordinaten solcher Instanzen X € X, als Knoten in einem Graphen
G x auffassen. Eine Strecke e = (t,b) lisst sich folglich durch die Knoten ¢ und b sowie
eine Kante zwischen diesen Knoten im Graphen G x beschreiben.

Da wir rechtslédufige Strecken betrachten, lésst sich eine Strecke so eindeutig definieren,
denn wir wissen, dass die obere Koordinate grofier als die untere ist, die Zuordnung ist
also eindeutig.

Die Kantenmenge E(G ) besteht demzufolge aus genau n Kanten, so dass kein Paar
von Kanten in E adjazent ist. Da zusétzlich 2|E(Gx)| = 2n = |V| gilt, ist E(Gx) ein
perfektes Matching in Gx.

Wir wollen nun zeigen, dass es einen Graphen G’ gibt, in welchem fiir jede Problemin-
stanz X € A&, gilt:

E(Gx) ist ein perfektes Matching in G'.

Fiir diesen Graphen G’ muss demgemaf gelten:
V(Gx)=V(G") und E(Gx) C E(G").
Daraus folgt fiir die Kantenmenge von G':

E(G) = |J E(Gx).
Xex,

Die Kantenmenge E(G’) stellt also alle moglichen Kanten zwischen den Knoten V(G’)
dar, demnach gilt:

B(G') = (V(f/)> — {{u,0} CV(G) |u o}

Der vollsténdige Graph Ky, zu der Knotenmenge V(G x ) hat genau diese Kantenmenge.
AuBlerdem gilt fiir jede Probleminstanz X € X);:

V(GX) = V(Kgn) und E(GX) C E(Kgn)

Die Kanten E(Gx) sind infolgedessen ein perfektes Matching in Ko),.

Die stellt ein solches perfektes Matching grafisch dar. Jede normier-
te Probleminstanz X € A&, lasst sich also durch genau ein perfektes Matching in Koy,
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Abb. 3.5: Die durch ((1,4),(2,8),(3,6),(5,7)) festgelegte Probleminstanz als perfektes Mat-
ching im K.

beschreiben. Diese Zuordnung ist eindeutig, denn falls zwei verschiedene normierte Pro-
bleminstanzen das gleiche Matching hatten, wiren alle Strecken der beiden Instanzen
gleich. Folglich kénnten die Instanzen nicht unterschiedlich sein.

Das beschriebene Verfahren liefert also eine Bijektion zwischen genau einer normierten
Probleminstanz und einem perfekten Matching in Ko,.

Dadurch ldsst sich die Anzahl verschiedener Eingaben fester Linge genau angeben.

Ein perfektes Matching in Ko, ldsst sich als Partitionierung der Knoten in n Mengen
My, ..., M,, die jeweils zwei Knoten beinhalten, auffassen. Wir gehen nun davon aus,
dass wir diese Mengen nacheinander erzeugen, indem wir in jedem Schritt das kleinste
Element wahlen, welches noch nicht gematcht ist, und dieses mit einem der verbleibenden
Elemente matchen. Um M; zu erzeugen, wéhlen wir also das kleinste der verbleibenden
2n —2- (i — 1) Elemente. Fiir das zweite Element von M; — somit auch insgesamt fiir M;
— haben wir nun

2n—2(i—-1)—-1=2(n—-i+1)—1

verschiedene Auswahlmoglichkeiten. Zusammengefasst gibt es dementsprechend insge-

samt
n n

[[en-i+1)—1)=]]@Ri-1)=1-3-5-...-(2n—1)

i=1 =1
verschiedene Matchings. Dies lasst sich mithilfe der Doppelfakultdt schlanker ausdriicken,
diese ist durch

n-(n—2)-(n—4)-----2, fiir n gerade und n > 0
nl=<¢ n-(n—2)-(n—4)-----1, fiir n ungerade und n >0
1, firn=20

deﬁnierlﬂ Die Folge
an) =2n-N'=1-3-5---(2n—1)

"'Weisstein, Eric W. "Double Factorial." From MathWorld-A Wolfram Web Resource.
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wird auch Doppelfakultdt ungerader Zahlen genannt und ist eine bekannte Zahlenfolge,
welche in vielen kombinatorischen Fragestellungen auftrittﬂ Die folgende Tabelle veran-
schaulicht das Wachstum dieser Folge, also auch das der Anzahl verschiedener normierter
Eingaben.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a(n) |1 3 15 105 945 10395 135135 2027025 34459425 654729075

2The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences, https://oeis.org/A001147
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4 Problemabstraktion

Wir haben bereits gesehen, dass es Darstellungen gibt, welche die Validitatskriterien
verletzen. In diesem Abschnitt soll deshalb ein Modell entwickelt werden, welches uns
ermoglicht, ausschliellich valide Darstellungen fiir eine Prombleminstanz zu erzeugen.
Wird die Orthogonaldarstellung einer Strecke festgelegt, kann das die Moglichkeiten, eine
andere Strecke geméaf} der Validitédtskriterien darzustellen, einschrénken. In so einem Fall
sprechen wir von einem Konflikt der beiden Strecken.

Aus den Validitatskriterien lasst sich eine konkrete Richtlinie ableiten, mit deren Hilfe
wir Konflikte zwischen beliebigen Strecken einer Instanz feststellen kénnen. Diese Kon-
flikte bilden die Grundlage fiir einen Konfliktgraphen, der eine Strecke als Knoten und
einen Konflikt als Kante zwischen den beiden Knoten — die jeweils Strecken représentie-
ren — darstellt.

Wir werden einige Eigenschaften dieses Konfliktgraphen evaluieren, anhand derer wir
das zu lésende Problem auf andere bekannte Probleme der Graphentheorie, wie bei-
spielsweise das Farbeproblem, zuriickfithren kénnen.

4.1 Die Eingabedaten als Intervallmodell

Eine Strecke wurde bisher als Gerade zwischen zwei Punkten betrachtet.

Da die Orthogonaldarstellung einer Strecke eindeutig durch ein HT festgelegt ist, wol-
len wir nun die Beziehung zwischen den HTs verschiedener Strecken genauer betrachten.

Fir die Strecke e = (¢,b) definiert I = [min{t, b}, max{t,b}] ein Intervall in x-
Dimension, das jede Darstellung der Kante e durchlduft. Das Intervall I entspricht also
genau dem horizontalen Abschnitt, der von dem HT von e durchlaufen werden muss.
Wiirde das HT dieses Intervall nicht durchlaufen, so kann zumindest eines der beiden
VTs nicht komplett vertikal verlaufen, anderenfalls gébe es einen Sprung in der Darstel-
lung.

Betrachten wir nun jede Strecke e; der urspriinglichen Eingabedaten als Intervall
1; € Z, so erhalten wir ein Intervallmodell, also eine Menge Z, die verschiedene Intervalle
enthélt. zeigt die Eingabedaten aus ahnlich dargestellt als
Intervallmodell.

Laut dem Kriterium diirfen sich HTs niemals beriithren. Wenden wir diese An-
forderung auf unser Intervallmodell an, so wird deutlich, dass die HTs zweier Strecken,
deren Intervalle eine nicht leere Schnittmenge haben, nicht auf derselben Ebene plat-
ziert werden diirfen, denn sonst wiirden sich die beiden HTs in mindestens einem Punkt
beriihren.

Betrachten wir nun Strecken e, €/, deren Intervalle I, I’ einen nicht leeren Schnitt ha-
ben, dann kann, wenn noch keine der Platzierungen einer anderen Strecke festgelegt ist,
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Abb. 4.1: Die Darstellung der Eingabedaten als Intervallmodell hebt die Platzierung des HTs
der verschiedenen Kanten hervor.

das HT von einer der beiden Strecken auf beliebigen Ebenen angeordnet werden. Legen
wir aber eine konkrete Ebenenzuordnung des HTs von e fest, kann das HT von €’ nicht
mehr auf dieser Ebene angeordnet werden, denn sonst wiirden sich die HTs beriihren.
Eine Platzierung des HTs von e schriankt demzufolge die Platzierungsmoglichkeiten des
HTs von €' ein.

In so einem Fall sind die Darstellungen von e und €’ voneinander abhdngig, fortlaufend
bezeichnen wir eine solche Abhéngigkeit als Konflikt.

Definition 4. Schrankt die Platzierung des HTs einer Strecke e die Platzierungsmag-
lichkeiten des HTs einer Strecke €' ein, so sind e und €' in Konflikt.

Wir haben diese Eigenschaft zuvor anhand einer nicht leeren Schnittmenge der Inter-
valle von zwei Strecken beschrieben. Daraus folgt das néchste Lemma.

Lemma 5. Ist die Schnittmenge der Intervalle von zwei Strecken e,e’ nicht leer, so
stehen e und €' in Konflikt.

Wir kénnen diese gegenseitigen Abhéngigkeiten der Strecken innerhalb unserer Ein-
gabedaten als Graph darstellen. Innerhalb dieses Graphen représentiert ein Knoten eine
Strecke samt deren Intervall und eine Kante einen Konflikt zwischen den beteiligten
Knoten, die jeweils Strecken sind.

Ein solcher ungerichteter Graph G = (Z, F), der Schnittmengen zwischen verschiede-
nen Intervallen Z = {1, ..., I,,} durch Kanten darstellt, wird Intervallgraph genannt. In
einem Intervallgraphen sind zwei Knoten genau dann benachbart, wenn die Schnittmenge
der Intervalle, die durch die Knoten reprasentiert werden, nicht leer ist, also gilt[KN09]:

E:{(Il,I])Iz #Ij/\LﬂIJ 7&(2)}

visualisiert das in dargestellte Intervallmodell als einen

solchen Intervallgraphen.

Betrachten wir einen solchen Intervallgraphen G zu einer Probleminstanz, fallt auf,
dass alle Knoten einer Clique von G untereinander in Konflikt stehen. Um eine Menge
mehrerer Strecken darzustellen, deren Knoten eine Clique C' C V(@) bilden, werden also
mindestens |C| Ebenen benotigt.
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Abb. 4.2: In einem Intervallgraphen sind zwei Knoten genau dann benachbart, wenn die Schnitt-
menge der durch die Knoten représentierten Intervalle nicht leer ist.

4.2 Konflikte in der Darstellung verschiedener Kanten

Betrachten wir eine Kante des Intervallgraphen zu einer Probleminstanz, so wissen wir,
dass die HTs der beiden Strecken auf verschiedenen Ebenen angeordnet werden miissen.
zeigt zu einer Probleminstanz zwei mogliche Darstellungen, welche die
Konflikte, die durch den Intervallgraph ausgedriickt werden, beachten.

Trotzdem verletzt die rechte Darstellung das Validitatskriterium denn die Dar-
stellungen der Strecken e und €’ schneiden sich mehr als einmal.

Es gibt folglich noch zusétzliche Einschrankungen beziiglich der Platzierung der HTs,
die der Intervallgraph nicht abbildet.

T , T . . T S
//b gi e/ §2 & _e
1
{0} (o] o} Lo}
B B B

Abb. 4.3: Beide Darstellungen der links abgebildeten Probleminstanz setzen die im
erarbeitet Platzierungseinschrankung um. Jedoch ist nur die linke der
beiden Darstellung valide.

Wir werden nun eine Richtlinie entwickeln, die es uns erlaubt, alle Konflikte zweier
Strecken festzustellen und als Abhéngigkeit auszudriicken.

Aus den Validitétskriterien in Abschnitt [[.1] lassen sich die zu verhindernden Konflik-
te ableiten. Davon beschreiben [(V1)| und [(V2)] grundsitzliche Anforderungen an die
Darstellung, die keine Aussagen iiber mogliche Konflikte zwischen Strecken beschreiben.
Die durch beschriebene Regel, dass sich VTs nicht gegenseitig schneiden diirfen,
wird bereits durch die Einschrdankung der Eingabedaten — genauer dadurch, dass Koor-
dinaten in der Beschreibung maximal einer Strecke vorkommen — erfiillt, denn jedes VT
verlauft dadurch entlang einer Koordinate, welche von keinem anderen VT belegt wird.
Die grundlegende Konflikteigenschaft die verhindert, dass sich HTs gegenseitig
schneiden, haben wir bereits durch die Konstruktion des Intervallgraphen abgebildet.
Zur Entwicklung der Richtlinie fehlt also nur noch das letzte Kriterium welches
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sich auf Mehrfachschnitte bezieht.

Um die Konstellation, die zu einem Mehrfachschnitt fithrt, genauer zu charakterisieren,
betrachten wir noch einmal

Betrachten wird die Intervalle I, I’, die durch das HT von e und ¢’ festgelegt werden,
so ist sichtbar, dass ein Teil des Intervalls I nicht in dem Intervall I’ liegt, ein Teil von
I’ nicht in I liegt, die Schnittmenge der beiden Intervalle aber trotzdem nicht leer ist.
Wir zeigen nun, dass genau diese Konstellation einen Mehrfachschnitt ermoglicht.

Lemma 6. Seien e = (t,b),¢' = (t',b') Strecken und I,I' die zugehorigen Intervalle. Ist
der Schnitt I NI, sowie I\ I' und I' \ I nicht leer, so kann es in der Darstellung zu
etnem Mehrfachschnitt kommen.

Beweis. Angenommen, es gibt eine Konstellation, die einen Mehrfachschnitt ermoglicht
und nicht so, wie in behauptet ist, dann sind e und €’ in Konflikt, denn sonst
kann es zu keinem Schnitt kommen, es gilt folglich:

I NI ist nicht leer.

Sei weiterhin b > b — das beschrankt die Allgemeinheit nicht, denn eine der beiden
unteren Koordinaten muss gréfler als die andere sein —, so gilt:

I'\ I ist nicht leer.

Bereits zwei Bedingungen der Behauptung sind demzufolge erfiillt, daraus folgt, dass I
komplett im Intervall I’ liegen muss, denn sonst wiirde zusétzlich gelten:

I'\ I’ ist nicht leer.

Entsprechend wire die Konstellation wie in ein Widerspruch zur Annahme.
Das HT von e kann also kein VT von ¢’ berithren. Da das bei einem Mehrfachschnitt
jedoch notwendig ist, folgt daraus ein Widerspruch. O

Ist zwischen rechtslaufigen Strecken e, e’ ein Mehrfachschnitt moglich, muss das HT
der Strecke mit der kleineren unteren Koordinate iiber dem der anderen Strecke platziert
werden (in erkennbar). Bei linksldufigen Strecken ist diese Regel genau
umgekehrt. Fortlaufend beschreibt

e>e¢

eine Konstellation, in welcher das HT von e iiber dem von ¢’ angeordnet werden muss.
Wir kénnen diese Beziehung als Relation ~ auf die Knotenmenge von K auffassen. Gilt
nun e > €’ oder e < €, so sagen wir fortlaufend:

e~cé.

Diese Ausdrucksweise unterscheidet nicht, welches der beiden HTs weiter oben ange-
ordnet werden muss, sondern bezieht sich nur darauf, dass zwischen den beiden Strecken
eine solche Abhéngigkeit besteht. In Fallen, in denen die konkrete Ausprigung der Re-
lation wichtig ist oder gleich bleiben muss, erwihnen wir dies explizit.
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Eine dhnliche Notation wollen wir fiir Strecken e, €’ einfiihren, die in Konflikt stehen,
ohne dass e ~ ¢’ gilt. In so einem Fall liegt offensichtlich entweder das Intervall von e
komplett in dem von e’ und wir sagen e liegt in €/, oder das von €’ in dem von e und wir
sagen € liegt in e. AuBerdem sagen wir e # ¢’ falls die Start- und Endpunkte der beiden
Strecken verschieden sind.

Da der Mehrfachschnitt das einzige noch nicht ausgedriickte Kriterium war, haben wir
nun eine Richtlinie fiir das Auffinden aller Konflikte, die ein Validitdtskriterium verletzen
konnen, erstellt.

Der beschreibt, wie diese Konflikte festgestellt werden kénnen. Die
Methoden top, bottom und intervall bestimmen dabei die Koordinaten auf den Basis-
geraden 7" und B sowie das durch die beiden Koordinaten definierte Intervall. Dazu
werden die Bedingungen fir die verschiedenen Konflikte — wie beschrieben — zwischen
allen Knotenpaare iiberpriift und eingetragen. Die Laufzeit betrigt O(n?), wobei n die
Streckenanzahl einer Probleminstanz ist.

Algorithmus 1: KonflikteErstellen(Probleminstanz X))
Eingabe: Probleminstanz X
Ausgabe: Matrix, welche jedem Knoten die Konflikte zu anderen Knoten
zuweist.
1 constraints <— n X n Matrix
2141
3 while i < |X]| do

4 | e+ X[
5 j—i1+1
6 while j < |X| do
7 e + X[j]
8 if intervall(e) Nintervall(e’) # () then
9 if bottom(e) < bottom(e’) und top(e) < top(e’) then
10 L cons < ABOVE
11 else if bottom(e) > bottom(e’) und top(e) > top(e’) then
12 ‘ cons <~ BELOW
13 else
14 | cons < ABOVE_OR_BELOW
15
16 constraints[i|[j] < cons
17 constraints|j|[i] + cons™!
18 | J++
19 i+ +

20 return constraints
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4.3 Konfliktgraph

In diesem Kapitel werden wir den Intervallgraphen G, mithilfe der durch
bestimmten Konflikte so erweitern, dass Kanten die individuellen Abhéngigkeiten zwi-
schen Strecken, also auch die Relation ~, darstellen.

Wir haben zwei Moglichkeiten betrachtet, diese zusétzlichen Informationen in G zu in-
tegrieren, zuerst, Informationen beziiglich ~ als Kantenbeschriftung hinzuzufiigen, und

zuletzt, als Kantenorientierung darzustellen. Die zeigt beide Moglich-
keiten. Es hat sich gezeigt, dass die Betrachtung des Konfliktgraphen mit gerichteten

€3 €3

€1
€2 €6

o €7

o €7
€4 > [ 7& €4 €5

Abb. 4.4: Die Abbildung zeigt den in dargestellten Konfliktgraphen und dessen
Konflikte. Diese lassen sich durch die Kanten des Konfliktgraphen darstellen. Wéh-
rend die linke Abbildung beschriftete Kanten nutzt, stellt die rechte Abbildung die
~ Relation durch gerichtete Kanten dar.

Kanten vorteilhafter ist. Das liegt einerseits an der besseren Lesbarkeit, anderseits dar-
an, dass, sobald K aus der Perspektive eines Losungsalgorithmus betrachtet wird, diese
Form der Darstellung eine gute Ubertragbarkeit auf andere bekannte Probleme zulésst.

Definition 7. Fiir einen Intervallgraphen G einer Probleminstanz bezeichnen wir den
Graphen K mit der Knotenmenge V(G), der sowohl gerichtete als auch ungerichtete
Kanten enthdlt, als Konfliktgraphen genau dann, wenn fir alle Paare verschiedener
Knoten u,v € V(G) gilt:

(u,v) € E(K) genau dann, wenn u < v gilt.
{u,v} € E(K) genau dann, wenn u # v gilt.

Wir zeigen nun einige grundsétzliche Eigenschaften beziiglich der Struktur von K, die
spater noch niitzlich sein werden.

Lemma 8. Es existiert kein induzierter Pfad, der aus mindestens vier Knoten und
ausschlieflich ungerichteten Kanten besteht.
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Beweis. Sei (a, b, c) ein induzierter, ungerichteter Pfad. Wiirde b in a liegen, so kénnte b
nicht mit ¢ in Konflikt stehen, ohne dass a mit ¢ in Konflikt steht, a muss also in b liegen.
Daraus folgt, dass ¢ in b liegen muss, denn sonst wére die Schnittmenge der Intervalle
von a und ¢ nicht leer und es existiert eine Kante (a, ¢).

Wollen wir nun (a, b, ¢) zu (a,b, c,d) erweitern, gilt entweder:

e cin d, und da c in b liegt, folgt, dass die Schnittemenge der Intervalle von b und d
nicht leer ist.

e din ¢, und da c in b liegt, folgt, dass die Schnittemenge der Intervalle von b und d
nicht leer ist.

Aus beiden Féllen folgt, dass b und d in Konflikt stehen und es eine zusétzliche Kante
zwischen b und d gibt. Der Pfad kann demnach nicht induziert sein, was ein Widerspruch
zur Behauptung ist. O

Lemma 9. Fs existiert kein induzierter Pfad (a,b, c,d), der aus mindestens vier Knoten
besteht und zwei aufeinanderfolgende ungerichtete Kanten enthdlt.

Beweis. Sei (a, b, c) der gleiche Pfad wie im vorherigen Beweis, so dass ¢ und a jeweils
in b liegen. Wollen wir nun (a, b, ¢) zu einem induzierten Pfad der Linge 3 erweitern, so
gilt entweder:

o Falls (u,a,b,c), so muss u mit b in Konflikt stehen, denn «a liegt in b.
o Falls (a,b,c,u), so muss u mit b in Konflikt stehen, denn a liegt in b.

Es gibt also in jedem Fall eine Kante zwischen b und u, der Pfad kann also nicht induziert
sein, was zu einem Widerspruch fiithrt. O

Der Konfliktgraph ist strukturell noch ein Intervallgraph und unterscheidet sich von
diesem ausschliellich durch die Existenz gerichteter Kanten. Da jeder Intervallgraph
chordal ist, gehort auch der Konfliktgraph zur Klasse der chordalen Graphen [GHG64].
In chordalen Graphen lasst sich die Berechnung von Parametern wie der Cliquenzahl
und der chromatischen Zahl, die fiir beliebige Graphen NP-schwer sind, in Linearzeit
durchfithren [Hou06].

4.4 Transitivitat des Konfliktgraphen

In haben wir beschrieben, dass fiir die Darstellung einer Menge mehrerer
Strecken, deren Knoten im Intervallgraph eine Clique C' bilden, mindestens |C| Ebenen
benétigt werden. Wir haben eine Clique also als Knotenmenge, bei der die HTs der
zugehorigen Strecken auf verschiedenen Ebenen angeordnet werden miissen, betrachtet.
In diesem Abschnitt zeigen wir, dass nicht jede Knotenmenge mit dieser Eigenschaft im
Konfliktgraphen eine Clique bildet.
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Wir wollen den Konfliktgraphen in diesem Abschnitt so erweitern, dass die Knoten
von Strecken, deren HTs alle auf unterschiedlichen Ebenen angeordnet werden miissen,
eine Clique bilden.

Betrachten wir die in schematisch dargestellte Probleminstanz, so gilt:
e1 > ey und ey > e3.

Die Knoten eq, ea, sowie eg, e3 sind also offensichtlich in K benachbart. Da die Schnitt-
menge der Intervalle von e; und eg leer ist, lasst sich aus den Eingabedaten mit unseren
aktuellen Methoden kein direkter Konflikt ableiten. Die beiden Knoten sind folglich nicht
in K benachbart und obwohl fiir die Darstellung drei Ebenen notwendig sind, befinden
sich die zugehorigen Knoten nicht in einer Clique der Gréfle 3. Wir werden nun zeigen,

T T o oo
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Abb. 4.5: Eine Probleminstanz mit den Konflikten e; > es; und e; > ez und ihre optimale
Darstellung.

dass die Relation ~ transitiv ist und dass dementsprechend eine Platzierung des H'Ts
von e; die Platzierungsmoglichkeiten des HTs von es einschrankt.
Eine Relation R C M x M heif}t transitiv, wenn gilt:

Va,b,ce M :a~bANb~c = a~c.
Lemma 10. Die Relation ~ auf die Knotenmenge des Konfliktgraphen ist transitiv.
Beweis. Seien eq, es, e3 Strecken und gelte:
e1 < eg und eg < es.

In jeder giiltigen Darstellung von K werden also eq, e2, e3 auf Ebenen g1, g2, g3 platziert,
so dass g1 < go und g2 < g3 gilt und infolgedessen auch g1 < g2 < g3. Daraus folgt die
Behauptung. O

Es existieren demzufolge Konflikte zwischen den Knoten in K, die nicht durch K
abgebildet werden.
Innerhalb eines gerichteten Pfades p = (v1,...,vg) gilt fiir ein festes ~:

Vie{l,...,k—l}:viwviﬂ.

Daraus folgt:
JeENVie{j+1,... .k} v; ~v;.
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Knoten u und v stehen infolgedessen genau dann in Relation u ~ wv, falls es einen
gerichteten Pfad zwischen den beiden Knoten gibt. Falls u der Startknoten und v der
Endknoten ist, gilt u < v, analog gilt v > v genau dann, wenn v der Startknoten und u
der Endknoten ist.

Wir erweitern nun die Kantenmenge von K, um auch transitive Konflikte ausdriicken

zu konnen, und bezeichnen den entstehenden erweiterten Konfliktgraphen im Folgenden
als K.

Definition 11. Zu einem Konfliktgraphen K nennen wir den Graphen K zu der Kno-
tenmenge V (K) den erweiterten Konfliktgraph, wenn fir alle Paare verschiedener Kno-
ten u,v € V(K) gilt:

(u,v) € E(K™") genau dann, wenn ein gerichteter Pfad (u,...,v) existiert.
{u,v} € E(K™) genau dann, wenn {u,v} € E(K) ist.

zeigt den erweiterten Konfliktgraphen des aus[Abbildung 4.4 bekannten
Konfliktgraphen.
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Abb. 4.6: Die linke Abbildung zeigt den erweiterten Konfliktgraphen, welcher aus dem rechts
abgebildeten Konfliktgraphen entstanden ist. Transitive Kanten wurden hervorgeho-
ben.

K™ ldsst sich aus K erzeugen, indem zuerst eine topologische Sortierung S des Graphen
K bestimmt wird. Eine topologische Sortierung ist eine Sortierung der Knoten eines
gerichteten Graphen, sodass, falls eine gerichtete Kante von u nach v existiert, u in
der Sortierung vor v kommt. Anschlieend durchlaufen wir fir ¢ = 1,...,|V(K)| die
Knoten in der durch S definierten Reihenfolge und fiigen fiir jeden Knoten u, von dem
ein gerichteter Pfad zu S[i] existiert, eine Kante (u, S[i]) zu K hinzu. Dabei miissen wir
jedoch nur Pfade der Lange 2 betrachten, denn fiir alle Knoten, die eine gerichtete Kante
mit S[i] als Endknoten haben, wurden die transitiven Kanten bereits hinzugefiigt. Diesen
Prozess bezeichnen wir auch als transitive Vervollstindigunyg. beschreibt
diesen Prozess.

25



Algorithmus 2: Erweiterten Konfliktgraphen erstellen(Konfliktgraph K)
Eingabe: Konfliktgraph K
Ausgabe: Erweiterter Konfliktgraph
S < TopologischeSortierung(V(K))
Kt + K
for i < 1 to |V(K)| do

v« STi]

foreach (u,v) € EingehendeKanten(v) do

foreach (v',u) € EingehendeKanten(u) do
L | BE(K") « B(Kt)U{(v,v)}

g O Uk W N =

return K+

®

Durch die Erweiterung erhalten wir nun eine erste aussagekréftige untere Schranke
fiir die Ebenenanzahl, die fiir eine optimale Darstellung notwendig ist. Als Resultat der
transitiven Vervollstindigung ist nun auch jeder gerichtete Pfad in K eine Clique in K.
Fiir die Darstellung einer Clique C' C V(K ) sind also mindestens |C| Knoten notwendig.
Daraus konnen wir ableiten, dass fiir eine optimale Darstellung einer Probleminstanz
mindestens w(K 1) Ebenen notwendig sind.

Wir wissen, dass eine Darstellung, jeder Strecke die Ebene auf der das zugehorige
HT angeordnet werden soll, zuordnet. Ubertragen wir das auf den erweiterten Kon-
fliktgraphen, so folgt, dass jede valide Darstellung auch eine Farbung des erweiterten
Konfliktgraphen ist.

Lemma 12. Fine valide Darstellung o induziert eine Farbung auf K.

Beweis. Da o eine valide Darstellung ist, gilt fiir jedes Paar adjazenter Knoten u,v € V(K™*):

o(u) # o(v).
Dies entspricht genau der Definition einer Farbung. O

Da eine Darstellung auf k Ebenen eine k-Farbung induziert, folgt, dass die chromati-
sche Zahl des erweiterten Konfliktgraphen eine untere Schranke fiir die Anzahl nétiger
Ebenen ausdriickt.

Lemma 13. Fiir die optimale Darstellung einer Probleminstanz sind mindestens x(K™)
Ebenen notwendig.

Betrachten wir nun einen erweiterten Konfliktgraphen, der ausschlieSlich ungerichtete
Kanten hat, so folgt, dass jede giiltige Fédrbung eine valide Darstellung ist. Fiir einen
solchen Konfliktgraphen kann eine optimale Darstellung folglich bereits durch eine ge-
wohnliche minimale Farbung bestimmt werden. Entsprechend lésst sich fiir diesen Fall
die Anzahl benétigter Ebenen genau angeben.
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Lemma 14. Enthdlt K ausschlieflich ungerichtete Kanten, so verwendet eine optimale
Darstellung genau x(K™) Ebenen.

Nun stellt sich die Frage, inwiefern dasselbe fiir Konfliktgraphen mit gerichteten Kan-
ten gilt, und ob eine minimale Farbung des erweiterten Konfliktgraphen tiberhaupt effi-
zient bestimmt werden kann.

4.5 Eigenschaften des erweiterten Konfliktgraphen

Wir haben im vorherigen Abschnitt den Zusammenhang zwischen der chromatischen
Zahl des erweiterten Konfliktgraphen und der Ebenenanzahl, die fiir eine optimale Dar-
stellung notwendig ist, vorgestellt.

Grundsétzlich ist die Bestimmung von Parametern wie der chromatischen Zahl, der
Cliquenzahl oder von unabhéngigen Mengen NP-schwer und dementsprechend nicht ef-
fizient berechenbar[KNQ09]. Der Konfliktgraph K ist chordal, gehort also zu einer Klasse
von Graphen, fiir welche die genannten Parameter effizient bestimmt werden kénnen.
Anhand des in dargestellten Gegenbeispiels sehen wir, dass diese Eigen-
schaft durch die transitive Vervollstandigung verloren geht. Diese Parameter sind somit
nur hilfreich, falls sie effizient bestimmt werden kénnen.

Wir wollen nun zeigen, dass KT zur Klasse der perfekten Graphen — die oben ge-
nannten sowie einige weitere Parameter lassen sich fiir diese Graphen in Polynomialzeit
bestimmen— gehort [Hou06].
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Abb. 4.7: Der linke Graph zeigt den Konfliktgraph der Eingabedaten
((2,0),(7,1),(6,3),(10,4),(8,5),(11,9)). Der rechte Graph ist der zugehorige
transitive vervollstindigte erweiterte Konfliktgraph K T. Farblich hervorgehoben ist
ein induzierter Kreis der Lénge 4, der einen Widerspruch zur Chordalitdt darstellt.
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Um zu zeigen, dass KT perfekt ist, werden wir zuerst zeigen, dass kein induzierter
Teilgraph von K+ sowie K+ ein ungerades Loch ist. Ein Kreis ist genau dann ein indu-
zierter Teilgraph eines Graphen, wenn der Kreis induziert ist. Dementsprechend reicht
es zu zeigen, dass weder KT, noch K+ einen induzierten Kreis ungerader Linge von
mindestens 5 besitzt.

In gerichteten Graphen beschreibt ein Kreis normalerweise einen gerichteten Kreis, also
einen Kreis, in dem auch die Richtung der Kanten einen Kreis bildet. Die Figenschaft,
dass ein Graph perfekt ist, ist aber unabhéngig davon, ob Kanten orientiert sind oder
nicht. Wir wollen deshalb auch Kreise aus Kanten betrachten, die keinen gerichteten
Kreis bilden.

Als erstes zeigen wir, dass falls ein solcher Kreis in KT existiert, dieser ausschlielich
aus gerichteten Kanten bestehen muss. Diese Aussage hilft uns anschliefend zu zeigen,
dass ein solcher Kreis nicht existieren kann.

Lemma 15. Fualls ein induzierter Kreis der Linge mindestens 4 in KT existiert, so ist
jede Kante des Kreises gerichtet.

Beweis. Wir nehmen an, es existiert entgegen der Behauptung ein induzierter Kreis
C = (v1,v2,v3,v4,v1), so dass eine der Kanten ungerichtet ist. Sei {v1,v2} diese unge-
richtete Kante und liege v; in vs. Es muss demnach v; ~ vg4 und vy ~ w3 gelten, denn
sonst gibe es laut eine Abkiirzung.

Die Kante zwischen vy und vq kann nur durch transitive Vervollstdndigung eines gerich-
teten Pfades zwischen den beiden Knoten entstanden sein, denn sonst wére die Schnitt-
menge der Intervalle von v; und wvg nicht leer. Da vy in vy liegt, ware folglich auch die
Schnittmenge der Intervalle von vo und v4 nicht leer. Es gébe also eine Kante zwischen
v9 und v4, wodurch C' nicht induziert sein kénnte.

Sei nun p = (v, t1,. .., t;, v4) dieser gerichtete Pfad, der zu der vervollstandigten Kante
zwischen v7 und vy fuhrt.

Es muss einen Knoten t; in dem Pfad geben, ab dem jeder darauffolgende Knoten
nicht mit vy in Konflikt steht. Das gilt mindestens fiir ¢;, denn vy steht nicht mit vy in
Konflikt.

Demzufolge steht t; noch mit vo in Konflikt, da aber ¢;;1 nicht mit v, in Konflikt
steht, liegt ein Teil des Intervalls von ¢; nicht mehr in dem von vy, denn sonst héitte auch
tj+1 einen Konflikt zu vs.

Daraus folgt vy ~ t; und da durch den Pfad p fiir festes ~ gilt:

folgt aufgrund von vy ~ ¢; fiir das gleiche ~:
1)2thth+1 ~ s YUY,

Die beiden Knoten v und vy sind somit durch einen gerichteten Pfad verbunden, wes-
halb es aufgrund der transitiven Vervollstdndigung eine Kante zwischen vo und vy4 gibt.
Infolgedessen kann der Kreis nicht induziert sein, was ein Widerspruch zur Annahme
ist. O
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Jeder induzierte Kreis der Lénge 4 muss demgeméf vollsténdig aus gerichteten Kan-
ten bestehen. Betrachten wir einen solchen potentiellen Kreis, wird deutlich, dass es
innerhalb des Kreises keinen gerichteten Pfad geben darf, der aus zwei oder mehr Kan-
ten besteht, denn sonst gibe es eine Abkiirzung — durch transitive Vervollstdndigung —
und der Pfad wére nicht induziert. In einem solchen Kreis miissen deshalb alle Kanten
entgegengesetzt der zu ihnen adjazenten Kanten des Kreises orientiert sein.

Wir zeigen nun, dass kein solcher Kreis mit einer ungeraden Anzahl an Knoten exis-
tieren kann.

Lemma 16. KT enthdlt keinen induzierten Kreis ungerader Linge mindestens 5.

Beweis. Wir nehmen entgegen der Behauptung an, Cy = (v1,...,v9,11,v1) Ware ein
solcher Kreis. Zeigt die Kante zwischen v, und ve von v; nach wve, so muss also die Kante
zwischen v2 und vs nach vy zeigen. Setzen wir diese Regel fort, so gilt grundsétzlich:

Die Kante zwischen vg;41 und vg;+2 muss nach wvy; o zeigen.

Die Kante zwischen vag11 und vy zeigt also auf v; und da v; nach vy zeigt, gibt es einen
gerichteten Pfad von vgp 9 nach ve und somit eine Abkiirzung. Dies ist ein Widerspruch
zur Behauptung, denn der Kreis ist nicht induziert. O

Um zu zeigen, dass KT perfekt ist, miissen wir also nur noch zeigen, dass auch K+
kein ungerades Loch enthilt. Im folgenden Beweis werden wir zusétzlich zeigen, dass K+
kein Loch enthélt. Dazu wollen wir einen induzierten Kreises Cj der Lénge k, welcher
in KT existiert, sowie die Struktur Ty = KT[C}], die durch die Knoten von Cj, in K+
induziert wird, betrachten. Da C}, ein Loch ist, ist T} ein Antiloch.

Lemma 17. In der Struktur Ty, mit k mindestens 5 ist jede Kante gerichtet.

Beweis. Wir betrachten nun einen induzierten Kreis C, = (vo, ..., vg_1, UO)E| der Lange
mindestens 5 in K.

In T}, = K*[Cy] sind Knoten v;, v; — mit Ausnahme der Knoten vg und vy, die in T},
nicht benachbart sind — nur dann in T} benachbart, wenn gilt |i — j| > 1, also genau dann
wenn die Knoten in C}, nicht benachbart sind. Die zeigt T}, schematisch.
Es geniigt, den Fall k > 6 zu betrachten, denn das Komplement eines induzierten Kreises
der Lange 5 ist wieder ein induzierter Kreis der Lange 5 und wir wissen, dass dieser nicht
in Kt und folglich auch nicht in K+ existieren kann.

Wir zeigen zuerst, dass fiir jedes k > 6 gilt, dass T} ausschliellich aus gerichteten
Kanten besteht. Dazu wollen wir die Menge W betrachten, die alle induzierten Kreise
der Lange 4 in T}, enthélt, sowie eine Funktion f : E(T}) — W, die jeder Kante (v;, v;)
mit ¢ < j einen induzierten Kreis zuweist, welcher die Kante enthélt.

(UZ', Vj—1,Vi+1, vj,vi), falls j +2 mod k =1
f((0i,v5)) = ¢ (Vi Vj+1 mod ks Vi—1 mod k> Vj, Vi), falls j =i+ 2
(Vi Vj+1 mod k» Vit1, U, Vi), falls j > i+ 2

!Normalerweise beginnen die Indizes mit 1, aufgrund der gleich definierten Funktion beginnen wir hier
mit dem Index 0
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Abb. 4.8: Die Abbildung zeigt schematisch die Struktur des Komplements eines induzierten
Kreises der Liange k. Damit die Darstellung tibersichtlich bleibt, liegt der Fokus auf
den Knoten v; und vg. Aulerdem werden nicht alle Kanten abgebildet.

Um die Korrektheit der Funktion zu zeigen, wollen wir nun die verschiedenen Félle
unterscheiden, so dass sichtbar wird, dass die Knoten verbunden sind, also die Differenz
der Indizes aufeinanderfolgender Knoten gréfer als 1 ist und der Kreis induziert ist, also
ein Knoten nur mit zwei der drei anderen Knoten adjazent ist.

Fir j +2 mod k =i gilt:

(’Ui, /Uj—].) Ui+17 /Uj7 ’Ui) == (vi7 V;—3 mod k> Ui-i-l) Vi—2 mod k> /U’i)'
Fiir j =i + 2 gilt:

(Ui, Vj+1 mod ks Vi—1 mod ks Vj5 Vi) = (Vi, Vit3 mod ks Vi—1 mod k> Vi+2, Vi)

Die Korrektheit der ersten beiden Falle ist eindeutig, wir wollen nun noch einmal auf
den Letzten eingehen. Dieser tritt ein, falls j > ¢ + 2 gilt. Wir unterscheiden hier wieder
zwei Félle:

Falls j + 1 = k gilt:

(viu /Uj—l-l mod k> Vi+1, /Uj7 Ui) - (’Ui, V0o, Vi+1, Uj7 vi)'
Da ¢ > 2 — denn sonst wiirde der erste Fall gelten —und i+1 < j+2 folgt die Korrektheit.
Falls j + 1 # k gilt:
(Vi Vj+1 mod k> Vit1,Vj, V) = (Ui, Vg1, Vig1,Vj, V).

Da j > i + 2 folgt die Korrektheit.
Wir haben in gezeigt, dass ein induzierter Kreis der Lange mindestens 4
keine ungerichteten Kanten enthalten kann. Da f jeder Kante einen induzierten Kreis

der Léange 4 zuweist, in dem sie enthalten ist, folgt, dass alle Kanten in T} gerichtet sind.
O
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Lemma 18. K+ enthdlt keinen induzierten Kreis der Linge mindestens 5.

Bewets. Wir nehmen an, es existiert entgegen der Behauptung ein induzierter Kreis
Cr = (v1,vs,...,vg,v1) der Linge k > 5 in K+. Aufgrund von wissen wir
bereits, dass alle Kanten in Ty = K+[C}] gerichtet sind.
Wie wir jetzt zeigen, wird die Orientierung aller Kanten in T} durch die Orientierung
einer beliebigen Kante, die v; oder v enthélt, festgelegt.
Seii e {3,...,k— 1}, so gilt:
Vi ~ V1.

Nun muss fir das gleiche ~ auch

Vit1 ~ U1
gelten, denn ansonsten gibe es zwischen den Knoten v;, v1,v;41 einen gerichteten Pfad,
dementsprechend auch eine direkte Kante zwischen v; und v;41, was ein Widerspruch
zur Struktur von T} wére.

Der Knoten v; ist folglich entweder Start- oder Endknoten aller Kanten, die v; enthal-
ten. Es ist leicht erkennbar, dass das gleiche auch fiir Kanten, die v; enthalten, gilt. Diese
miissen so orientiert sein, dass kein gerichteter Pfad zwischen v; und v entsteht, denn
ansonsten waren aufgrund der transitiven Vervollstdndigung v; und vy in Ty benachbart,
was ein Widerspruch zur Struktur des Graphen ist.

Die Orientierung aller Kanten, die v; oder vy enthalten, ist demzufolge festgelegt. Fiir
diese Kanten gibt es nur zwei mogliche Orientierungen. stellt beide Mog-
lichkeiten grafisch dar. Die Kante zwischen vy und vg_1 ist rot hervorgehoben und noch
nicht orientiert. Es wird deutlich, dass jede Orientierung dieser Kante zu einem gerich-
teten Pfad der Lange 2 zwischen vi_1 und v, oder v; und vy fithrt. Dadurch existiert
nun entweder eine Kante zwischen vy, vy oder vg,vp_1. Da beides im Widerspruch zur
Struktur von T} steht, folgt die Behauptung. O

Satz 19. K™ ist perfekt.

Beweis. Aus |[Lemma 18 und [Lemma 16| folgt, dass kein induzierter Subgraph von K™
ein ungerades Loch oder Antiloch ist. KT ist somit perfekt. O

Wir wissen nun, dass fiir den erweiterten Konfliktgraphen jeder Probleminstanz gilt:
X(ET) = w(KT).
Wir haben auflerdem die folgende Vermutung;:
Vermutung 20. KT ist schwach chordal.

Ein Graph G ist schwach chordal, wenn weder G noch G einen induzierten Kreis der
Linge mindestens 5 enthalt[FTAM90]. Das haben wir bereits fiir K+ zeigen kénnen, fiir
K™ jedoch noch nicht.

Falls K zur Klasse der schwach chordalen Graphen gehort, hat dies einige algorith-
mische Vorteile. Maximale Cliquen, die chromatische Zahl, unabhingige Mengen und
viele weitere Parameter lassen sich hier in O(|V(G)[3) berechnen[HSS07]. Auch fiir per-
fekte Graphen existieren solche Polynomialzeit-Algorithmen, diese Verfahren sind jedoch
kompliziert und deren Laufzeit ist durch ein Polynom hohen Grades beschrankt[GLSS8S].
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Abb. 4.9: Die Abbildung zeigt beide moglichen Orientierungen von Tj. Die Kante zwischen
vg und wvi_71 ist rot hervorgehoben. Jede Orientierung dieser Kante fithrt zu der
Entstehung einer der rot gepunkteten, transitiven Kanten.

4.6 Reprasentation einer Darstellung als azyklische
Orientierung

Bisher haben wir eine Darstellung als Funktion o betrachtet, die jeder Kante der Ein-
gabedaten die Platzierung des zugehorigen HTs zuweist, und anhand dessen den Zu-
sammenhang mit dem Farbeproblem aufgezeigt. In diesem Abschnitt wollen wir eine
andere Repréisentation einer Losung vorstellen, die den Zusammenhang der Kantenori-
entierung von Konfliktgraphen mit sowohl ungerichteten und gerichteten Kanten und
einer Problemlésung verdeutlicht.

Sei o eine Darstellung, so lisst sich diese durch den Konfliktgraphen K+ darstellen,
indem alle ungerichteten Kanten {u,v} des Konfliktgraphen nach den Regeln:

o Falls o(u) > o(v), so ersetze die ungerichtete Kante {u,v} durch (v, u)
o Falls o(u) < o(v), so ersetze die ungerichtete Kante {u, v} durch (u,v)

orientiert werden. Sind alle Kanten orientiert, so ist der entstandene Graph H, eine
Orientierung des Graphen K. Wir wissen, dass jede Orientierung H,,, die mithilfe ei-
ner Darstellung o aus einem Konfliktgraphen entsteht, azyklisch ist, denn sonst gédbe es
einen gerichteten Kreis ¢ = (v1,v9,...,v1) in H,. Daraus wirde folgen, dass das HT der
Strecke vy gleichzeitig iiber und unter dem HT der Strecke vo platziert wird. Die Darstel-
lung o kann demgemé&f nicht valide sein, was im Widerspruch zur (oben beschriebenen)
Annahme steht.
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Abb. 4.10: Die Abbildung zeigt eine Losiing der in |Abbildung 1.2| dargestellte Probleminstanz
als azyklische Orientierung. Transitive Kanten wurden aus Griinden der Ubersicht-
lichkeit bewusst nicht abgebildet.

Der Graph H, ist also eine azyklische Orientierung des erweiterten Konfliktgraphen
K. |Abbildung 4.10| zeigt eine solche azyklische Orientierung, welche eine valide Dar-
stellung représentiert.

Im Ausgangszustand besteht der Konfliktgraph aus gerichteten und ungerichteten
Kanten. Wéhrend des Losungsprozesses muss dementsprechend jede der ungerichteten
Kanten orientiert werden.

Betrachten wir nun einen beliebigen Pfad p = (v1,...,vx) von H,, so wird deutlich,
dass fur ¢ = 1,...,k — 1 jeweils o(v;) < o(viy1) gilt. Die HTs der Knoten des Pfades
p werden also auf |p| + 1 verschiedenen Ebenen angeordnet. Fir die Darstellung von o
werden also mindestens so viele Ebenen belegt, wie der lingste Pfad von H, Knoten
hat.

Die Losung einer Probleminstanz ist entsprechend genau dann optimal, wenn die zuge-
horige azyklische Orientierung — bezogen auf die Lénge des langsten gerichteten Pfades
— minimal ist, es also keine andere azyklische Orientierung des Konfliktgraphen gibt,
deren langster Pfad kiirzer ist.

Das Bestimmen einer Losung lasst sich somit darauf zuriickfithren, eine azyklische
Orientierung des erweiterten Konfliktgraphen zu bestimmen, deren ldngster gerichteter
Pfad minimale Lange hat. Wir haben bereits beschrieben, dass eine valide Darstellung
auch eine giiltige Farbung ist und jede valide Darstellung als azyklische Orientierung
ausgedriickt werden kann.

Die folgende bekannte Dualitdt zwischen Farbungen und azyklischen Orientierungen
eines Graphen verdeutlicht diese Beobachtung.

Satz 21 (Gallai, Roy, Vitaver, Hasse [HL09]). Sei G ein ungerichteter Graph und H
eine Orientierung von G und l(H) der ldngste gerichtete Pfad in H, dann gilt:

X(G) <1+ [i(H)].
Weiterhin existiert eine Orientierung H', so dass gilt
X(G) =1+ [I(H")].

Ein Graph G ist genau dann k-firbbar, wenn eine Orientierung von G existiert, in
welcher der langste Pfad aus genau k Knoten besteht.
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Wir haben bereits beschrieben, wie sich eine Darstellung durch eine azyklische Orien-
tierung beschreiben ldsst. Nun wollen wir noch die andere Richtung beschreiben, also
den Prozess eine Darstellung aus einer azyklischen Orientierung zu erzeugen.

Wéhrend o jedem HT eine konkrete Ebene zuweist, geht diese spezifische Zuordnung
durch H, verloren, denn H, definiert ausschliellich eine topologische Ordnung auf die
Knoten, gibt also fiir jeden Knoten u an, welche HT's anderer Knoten iiber und unter
dem HT des Knotens u angeordnet werden. Es gibt zu einer azyklischen Orientierung
folglich keine eindeutige Darstellung.

Betrachten wir eine azyklische Orientierung H eines erweiterten Konfliktgraphen, so
lasst sich daraus wie folgt eine Darstellung erstellen.

Wir bestimmen zunéchst eine topologische Sortierung .S von H. Anschlielend wahlen
wir fiir ¢ = 1,...,n den Knoten S[i] und betrachten alle eingehenden Kanten (u, S[i])
des Knotens S[i]. Da S[i] der Endknoten dieser Kanten ist, gilt fur jede dieser Kanten
(u, S[i]), dass der Knoten w in der Sortierung vor S[i] kommt. Dem Knoten u wurde also
bereits eine Ebene zugewiesen. Wir weisen dem Knoten S[i] nun die Ebene tiber der des
am hochsten angeordneten Nachbarns von S[i] zu, also

. 1 +max{o(u) | (u,S[i]) € E(H)}, falls S[i] eingehende Kanten hat
o(Sli]) = 1 sonst

Daraus folgt auflerdem, dass die resultierende Darstellung genauso viele Ebenen belegt,
wie der lingste Pfad Knoten besitzt.

Satz 22. Fine azyklische Orientierung H von KT beschreibt eine Darstellung o auf
[l(H)| + 1 Ebenen und induziert eine valide Firbung auf KT, wobei (k) der lingste
gerichtete Pfad in H ist.
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5 Fazit

Mit dem (erweiterten) Konfliktgraphen konnten wir ein theoretisches Modell entwickeln,
das eine Probleminstanz verlustfrei repréisentiert und deren valide Darstellungsmdoglich-
keiten aufzeigt. Anhand dieses Graphen konnte die Losung unseres Problems auf ver-
schiedene bekannte graphentheoretische Probleme zuriickgefithrt werden.

Die Grundlage dafiir bildet die Betrachtung einer Strecke als Intervall und folglich einer
Probleminstanz als Intervallmodell. Zusammen mit den Validitatskriterien entwickelten
wir eine Richtlinie, durch die wir Abhéngigkeiten zwischen den Strecken feststellen und
ausdriicken konnten. Die Intervalle der Strecken und deren Konflikte lassen sich mit
einem Konfliktgraphen, bestehend aus sowohl gerichteten und ungerichteten Kanten,
modellieren, so dass dieser Konfliktgraph die Abhéngigkeiten der Darstellungen zwischen
verschiedenen Strecken darstellt. Die transitive Eigenschaft einer der Konflikte konnte
ebenfalls nachgewiesen werden. Um dies abzubilden, haben wir den Konfliktgraphen
durch transitive Vervollstdndigung zu dem erweiterten Konfliktgraphen, unserem finalen
Modell, erweitert.

Anhand des erweiterten Konfliktgraphen konnten wir das Bestimmen einer optima-
len Darstellung auf andere graphentheoretische Probleme zuriickfithren. Dabei induziert
eine Losung eine Farbung auf den erweiterten Konfliktgraphen, die zusétzliche Ein-
schrankungen erfiillen muss, welche durch die transitive Relation ~ ausgedriickt werden.
Gleichzeitig muss fiir eine optimale Darstellung eine minimale azyklische Orientierung
des (erweiterten) Konfliktgraphen gefunden werden. Weiterhin konnten wir zeigen, dass
der Graph zur Klasse der perfekten Graphen gehort. Dies ermdglicht die effiziente Losung
des Féarbeproblems, auBerdem konnten wir in eine konkrete untere Schran-
ke fiir die Anzahl — und zwar die chromatische Zahl des erweiterten Konfliktgraphen —
benétigter Ebenen angeben.
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6 Ausblick

An dieser Stelle wollen wir einige weiterfiihrende Gedanken und Ideen formulieren, die
nicht mehr im Rahmen dieser Forschungsarbeit liegen. Die Ebenenanzahl, welche fiir eine
optimale Darstellung notwendig ist, hat sich bereits als wichtiges Thema abgezeichnet.
Im [Abschnitt 6.0.1] wollen wir nun unsere Vermutung prasentieren, die besagt, dass die
Anzahl der Ebenen, die notwendig ist, um eine Probleminstanz optimal darzustellen,
gleich der chromatischen Zahl des erweiterten Konfliktgraphen ist.

Dies hidngt eng mit dem folgenden |[Abschnitt 6.0.2] zusammen. Hier wollen wir die
Konsequenzen beschreiben, die entstehen, wenn wir die in beschriebenen
Einschréankungen auf Probleminstanzen aufheben.

In [Abschnitt 6.0.3] dem letzten Teil der Arbeit, werden wir einen Losungsvorschlag
vorstellen, der die Grundziige des Prozesses beschreibt, die notwendig sind, um eine
optimale Losung zu bestimmen. Abschlieend wollen wir ein Verfahren beschreiben,
durch welches sich unter einigen Vermutungen eine Losung in Polynomialzeit bestimmen
l&sst.

6.0.1 Obere Schranke fiir die Anzahl benotigter Ebenen

Wir haben die Vermutung, dass die Ebenenanzahl, die fiir eine optimale Lésung not-
wendig ist, gleich der chromatischen Zahl des erweiterten Konfliktgraphen ist. Analog
bedeutet das, dass es eine azyklische Orientierung des erweiterten Konfliktgraphen gibt,
in welcher der lingste Pfad aus genau y(K ™) Knoten besteht.

Wir haben Computerexperimente durchgefiihrt, bei welchen wir Probleminstanzen ge-
neriert haben und anschlieSend mit einem Brute-Force Algorithmus versucht haben, eine
Darstellung zu berechnen, bei der die Anzahl benutzter Ebenen gleich der chromatischen
Zahl des erweiterten Konfliktgraphen ist. Wir haben auf diese Weise iiber 10° verschie-
dene Probleminstanzen mit jeweils zehn Strecken iiberpriift und konnten keine Instanz
finden, welche dieser Vermutung widerspricht.

Betrachten wir jedoch Probleminstanzen deren Strecken nicht einheitlich orientiert
sind, so konnen Konfliktgraphen entstehen, fiir welche die Behauptung nicht gilt.
dung 6.1] zeigt die beiden kleinsten dieser Graphen.

Plc PO o | o}

Py, o= PO

Abb. 6.1: Die chromatische Zahl der Pfade P; und P ist 2, der ldngste Pfad jeder azyklischen
Orientierung der beiden Pfade besteht jedoch aus genau drei Knoten.
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Dies fithrt zu der folgenden Annahme:

Vermutung 23. Sei G ein perfekter Graph, der sowohl gerichtete als auch ungerichtete
Kanten enthdlt, so dass die gerichteten Kanten, wie in[Definition 11] beschrieben, transitiv
vervollstindigt sind und keine Kreise bilden.

Ist Py und P» kein induzierter Subgraph von G, so existiert eine azyklische Orientie-
rung H von G, so dass der ldingste Pfad in H aus genau

I(H)|+1=x(G)
Knoten besteht.

Dass die von uns betrachteten erweiterten Konfliktgraphen zu Probleminstanzen, bei
denen alle Strecken die gleiche Orientierung haben, P; und P» nicht als induzierten

Subgraphen besitzen, folgt trivial aus dem zu gefiihrten Beweis.

6.0.2 Problembetrachtung fiir uneingeschrankte Probleminstanzen

In [Abschnitt 3.1] haben wir festgelegt, dass wir die betrachteten Probleminstanzen wie
folgt einschréanken

o Jede Koordinate kommt maximal in der Beschreibung einer einzigen Strecke vor.
o Alle Strecken sind entweder rechtsldufig oder linksldufig.

Diese Einschriankung haben wir vorgenommen, um den Fall zu verhindern, dass fiir die
Darstellung einer Strecke mehrere HTs notwendig sind. Heben wir diese Einschrankung
auf, so findet sich wie in [Abschnitt 6.0.1] beschrieben ein Gegenbeispiel fiir die Annah-
me, dass die Anzahl benottigter Ebenen gleich der chromatischen Zahl des erweiterten
Konfliktgraphen ist. Inwieweit das den Losungsprozess erschwert, muss evaluiert werden.
Weiterhin lassen sich so Probleminstanzen erzeugen, deren Konfliktgraphen nicht mehr

azyklisch sind.
B
by by b3 €1

Abb. 6.2: In einer Probleminstanz mit nicht einheitlich orientierten Strecken gibt es Konstella-
tionen, bei welchen der zugehorige Konfliktgraph gerichtete Kreise hat.

6.0.3 ldee fiir einen Losungsalgorithmus

In diesem Abschnitt wollen wir eine erarbeitete Idee eines Losungsalgorithmus vorstel-
len, der fiir Probleminstanzen, fiir welche die gilt, fiir den Fall, dass die
Vermutung wahr ist, eine Losung bestimmt.
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Die Grundidee ist es, die finale Darstellung von oben nach unten aufzubauen. Wir
betrachten dazu K. In jedem Schritt werden dabei Knoten aus K ausgewéhlt, auf der
obersten freien Ebene platziert und anschlieBend aus KT entfernt.

Da die Anzahl benétigter Ebenen gleich x(K ™) ist, wollen wir diese Knoten so wihlen,
dass das Entfernen dieser Knoten aus dem Graphen KT die chromatische Zahl des Gra-
phen um 1 verringert. Dementsprechend wiederholen wir diese Prozedur genau x(K™)
mal.

Damit das Entfernen einer Knotenmenge M C V(K ™) die chromatische Zahl von K+
reduziert, muss aus jeder Clique der Grofie (K ™) genau ein Knoten in M sein. Da wir
die Knoten auflerdem auf der obersten Ebene anordnen wollen, diirfen die Knoten keine
ausgehenden Kanten haben und untereinander nicht benachbart sein.

Wir suchen also in jedem Schritt eine unabhéngige Menge, deren Knoten keine ausge-
henden Kanten haben und deren Entfernen aus K+ die chromatische Zahl um 1 reduziert.
Anschlielend werden diese Knoten auf der hochsten verfiigharen Ebene platziert und
aus K entfernt. Ob sich diese Menge in Polynomialzeit bestimmen lisst, muss evaluiert
werden. Das Verfahren lasst sich wie folgt durch Pseudocode schematisch beschreiben:

Algorithmus 3: Bestimmen einer Losung(Probleminstanz X))

Eingabe: Probleminstanz X
Ausgabe: Minimale azyklische Orientierung
1 K < ErweitertenKon fliktgraphErstellen(X)
2 H+ KT
3 while |[V(K™)| >0 do
4 M <+ Knoten, die in einer Clique der Grofie x(K ™) sind
foreach v € M do
if ausgehendeKanten(v) # () then
| M« M\ {u}

a4 o o

8 M <+ FindeUnabhingige MinimierendeMenge( K™, M)
9 foreach v € M do

10 foreach ungerichtete Kante e = {u,v} € E(H) die v enthélt do
11 L e < (u,v)
12 | EntferneKnoten(K™,v)

13 return H
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