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Zusammenfassung

Es gibt unzdhlige Moglichkeiten einen Graphen zu zeichnen. Je allgemeiner der vor-
ausgesetzte Zeichenstil ist, desto breiter ist das Spektrum. Da man an einer mdoglichst
anschaulichen Zeichnung interessiert ist, stellt sich die Frage, inwiefern eine Verschérfung
der Anforderungen an die Zeichnung qualitative Auswirkungen haben konnte.

In der vorliegenden Arbeit werden wir geradlinige gegeniiber k-geknickten planaren
Zeichnungen beziiglich der vier Qualitdtsmafie Winkelauflosung, Flachenbedarf, Kanten-
langenverhéltnis und Knoten-Kanten-Abstandsverhéltnis vergleichen. Als Ergebnis der
Untersuchungen werden je nach betrachtetem Qualitdtsmaf untere Schranken fiir die
Qualitédtsverhéltnisse zwischen dem k-geknickten planaren Zeichenstil und dem geradli-

nigen planaren Zeichenstil prasentiert (vgl. [Tabelle 4.1)).
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1 Einleitung

Die Beschreibung von Beziehungen zwischen Objekten mit Hilfe von Graphen ist sowohl
im Alltag als auch in der Wissenschaft eine weit verbreitete Technik. Insbesondere bei
einer grofsen Menge an Informationen ist es unerlésslich, diese {ibersichtlich und verstand-
lich zu présentieren. Die gidngigste Repréisentationsform eines Graphen ist die Zeichnung.
Bei der Erstellung einer Zeichnung sollte die Struktur moglichst so dargestellt werden,
dass besondere FEigenschaften hervorgehoben werden und Muster erkannt werden kénnen.
Ein limitierender Faktor ist dabei der verwendete Zeichenstil, durch den festlegt wird,
welche Eigenschaften die Zeichnung erfiillen muss.

Der Vergleich von Zeichenstilen ist ein aktuelles Forschungsthema in der Graphentheo-
rie. Hoffmann et al. [HvKKRI14| haben Qualitdtsverhéltnisse zwischen folgenden Zeichen-
stilen untersucht:

e Planare geradlinige Zeichnungen mit festgelegter gegeniiber freier Einbettung,
e planare Zeichnungen mit geradlinigen gegeniiber gebogenen Kanten und
e planare gegeniiber nicht-planaren Zeichnungen mit geradlinigen Kanten.

Die genannten Vergleiche wurden jeweils fiir planare Graphen und Baume durchgefiihrt.
Des Weiteren erforschte van Kreveld |[vK11] fiir planare Graphen, inwieweit sich planare
geradlinige Zeichnungen qualitativ von geradlinigen Zeichnungen unterscheiden koénnen,
bei denen ausschliefslich rechtwinklige Kreuzungen von Kanten zugelassen werden. Wir
werden in dieser Arbeit Qualitdtsverhéltnisse zwischen planaren Zeichnungen untersu-
chen, die eine bestimmte Anzahl an Knicken in den Kanten erlauben, und solchen, die
nur geradlinige Kanten zulassen. Dabei beschrianken wir uns auf die Betrachtung von
planaren Graphen.

In der vorliegenden Arbeit werden in zunichst grundlegende Begriffe wie pla-
narer Graph, Zeichenstil, Qualitdtsmaft und Qualitatsverhéltnisse geklart. Anschliefsend
werden in [Kapitel 3|durch die Betrachtung konkreter planarer Graphen untere Schranken
fiir die Qualitétsverhaltnisse zwischen k-geknickten und geradlinigen planaren Zeichnun-
gen beziiglich der Qualitdtsmafe Winkelauflosung, Flachenbedarf, Kantenldngenverhélt-
nis und Knoten-Kanten-Abstandsverhéltnis ermittelt. Die Arbeit schlieft in
mit einem Fazit und einem Ausblick fiir die weitere Forschung.



2 Grundlagen

Im Folgenden definieren wir einige Begriffe, um ein wissenschaftliches Grundgeriist fiir
unsere spateren Untersuchungen aufzubauen.

2.1 Visualisierung von Graphen

Ein Graph besteht aus Objekten, die miteinander in Verbindung stehen. Je nachdem, ob
die Richtung dieser Verbindung von Interesse ist, wird ein Graph gerichtet oder unge-
richtet genannt.

Definition 2.1 (gerichteter Graph). Ein gerichteter Graph G ist als ein Paar (V| E)
definiert, welches aus einer endlichen nicht-leeren Menge V' an Knoten und einer endlichen
Menge E an gerichteten Kanten E C V x V = {(u,v) € V2 | u # v} besteht. Eine Kante
e = (u,v) startet in u und endet in v.

Definition 2.2 (ungerichteter Graph). Ein ungerichteter Graph G ist als ein Paar (V, E)
definiert, welches aus einer endlichen nicht-leeren Menge V' an Knoten und einer endlichen
Menge E an ungerichteten Kanten £ = {{u,v} C V | u # v} besteht.

Graphen konnen beispielsweise durch Adjazenzmatrizen oder Adjazenzlisten représen-
tiert werden. Ein Nachteil dieser Représentationsformen ist, dass die Grundstruktur der
Informationen nicht einfach abzulesen ist. Um einen Graphen zu visualisieren, wird daher
in der Regel eine Zeichnung verwendet.

Definition 2.3 (Zeichnung [DETT99]). Eine Abbildung I': G — R? eines Graphen
G = (V, E) heikt Zeichnung, falls

e I'(v) € R? fiir alle v € V und

o I'({u,v}) = [y, fiir alle {u,v} € E gilt, wobei I'f, ) [0,1] = R? eine offene
Jordankurve mit I',, ,,3(0) = I'(u) und 'y, 3 (1) = ['(v) ist.

Ein Graph, der ohne Kantenkreuzungen gezeichnet werden kann, wird planarer Graph
genannt. Beispielhaft fiir planare Graphen sind die Skelette konvexer Polyeder. In den
nachfolgenden Untersuchungen werden wir zwei bekannten Vertretern dieser Art begeg-
nen. Dabei handelt es sich zum einen um den Ikosaeder, der sich aus 20 regelmafigen
Dreiecken zusammensetzt, zum anderen um den Tetraeder, der sich aus vier regelméfigen
Dreiecken zusammensetzt. Der Graph des Tetraeders wird K genannt und ist in
auf zwei unterschiedliche Arten gezeichnet. Die Zeichnung in [Abbildung 2.1a]




(a) kreuzend (b) planar und gebogen

Abb. 2.1: Eine kreuzende und eine planar gebogene Zeichnung des K.

beinhaltet sich kreuzende Kanten und wird daher nicht-planar genannt. Die Zeichnung
in [Abbildung 2.1b|ist hingegen planar und hat zusétzlich die Eigenschaft, dass eine Kan-
te durch einen Kreisbogen représentiert ist. Aufgrund dessen wird sie gebogen genannt.
Um eindeutig festzulegen, welchen Anforderungen eine Zeichnung geniigen soll, werden
Zeichenkonventionen definiert.

Definition 2.4 (Zeichenkonventionen [DETT99]). Eine Zeichenkonvention ist eine global
fiir die Zeichnung geltende Eigenschaft, die eine Zeichnung erfiillen muss.

Durch die Summe der festgelegten Zeichenkonventionen wird ein Zeichenstil S definiert.
Eine Zeichnung gehért genau dann einem bestimmten Zeichenstil an, wenn alle Zeichen-
konventionen des Zeichenstils erfiillt werden. Fiir Zeichnungen, die die Zeichenkonvention
Planaritat erfillen, gilt die Eulerschen Polyederformel. Diese liefert einen Zusammenhang

zwischen Knotenanzahl, Kantenanzahl und Anzahl der durch die Zeichnung erzeugten
Gebiete.

Satz 2.5 (Eulersche Polyederformel). Fiir eine planare Zeichnung eines Graphen mit n
Knoten, m Kanten, f Gebieten und k Zusammenhangskomponenten gilt

n—m+f=k+1.

Dabei wird genau ein unbeschrénktes Gebiet, das sogenannte Aufiengebiet erzeugt. Al-
le anderen Gebiete sind beschriankt und heifsen Innengebiete. Ein planarer Graph wird
mazximal planar genannt, wenn zu dem Graphen keine Kante hinzugefiigt werden kann,
ohne die Planaritit zu verletzen [KN09).

Satz 2.6. Sei ' eine planare Zeichnung eines Graphen G = (V, E) mit n Knoten und m
Kanten. Firn = 3 sind folgende Aussagen dquivalent:
1. Der Graph G ist mazximal planar.

2. An jedem Gebiet, welches durch die Zeichnung I erzeugt wird, liegen genau drei
Knoten.

3. FEs gilt m = 3n — 6.



2.2 Qualitatsverhaltnisse von Zeichnungen

Neben den Zeichenkonventionen, die unbedingt eingehalten werden miissen, gibt es die
sogenannten Asthetikkriterien, die soweit wie moglich beriicksichtigt werden sollten.

Definition 2.7 (Asthetikkriterium [DETT99]). Ein Asthetikkriterium ist eine Eigen-
schaft einer Zeichnung, die, soweit wie moglich, erreicht werden soll, um die Lesbarkeit
und die Ubersichtlichkeit zu erhéhen.

Die Qualitéit einer Zeichnung ist davon abhingig, inwieweit die Asthetikkriterien einge-
halten werden. Um Zeichnungen beziiglich eines Asthetikkriteriums vergleichen zu kén-
nen, muss diesem ein Qualitdtsmaf zugeordnet werden.

Definition 2.8 (Qualititsmak). Ein Qualititsmak M beziiglich eines Asthetikkriteriums
ist eine Abbildung M : I' — R, die jeder Zeichnung I einen nicht-negativen reellen Wert
zuordnet.

Die Ubersichtlichkeit einer Zeichnung ist von mehreren Kriterien abhingig. Im Folgenden
werden die vier Qualitdtsmafe nach Hoffmann et al. [HvKKR14| vorgestellt, nach denen

die Untersuchungen in ausrichtet sind.

Je kleiner die Winkel zwischen den Kanten sind, desto schwieriger ist es, die einzelnen
Bezichungen zwischen den Objekten eindeutig zuzuordnen. Sehr kleine Winkel zwischen
den Kanten sollten daher vermieden werden. Ein Maf dafiir, inwieweit dieses Asthetik-
kriterium in einer Zeichnung beriicksichtigt wird, gibt die Winkelauflésung an.

Definition 2.9 (Winkelauflosung [HvKKRI4]). Die Winkelauflosung M; einer Zeich-
nung ist durch den kleinsten Winkel gegeben, der von zwei Kanten eingeschlossenen
wird.

Des Weiteren ist man daran interessiert, den Bedarf an Platz fiir eine Zeichnung mog-
lichst gering zu halten. Inwiefern dies umgesetzt wird, kann man dem Flachenbedarf
entnehmen.

Definition 2.10 (Fldchenbedarf [HvKKR14]). Der Flichenbedarf Mj einer Zeichnung
ist durch das minimale Produkt h-v der Anzahl A der horizontalen und der Anzahl v der
vertikalen Gitterlinien gegeben, auf denen der Graph gezeichnet werden kann. Dabei ist
vorausgesetzt, dass die Gitterlinien geradlinig sind und die Knoten nur auf dem Gitter
liegen diirfen.

Ein weiteres Augenmerk liegt auf der Gleichméfigkeit der Kantenldngen. Das Kanten-
langenverhdltnis gibt Aufschluss dartiber.

Definition 2.11 (Kantenldngenverhaltnis [HvKKRI14]). Das Kantenlangenverhéltnis Ms
einer Zeichnung ist durch den Quotienten [/k der Lange [ der langsten und Lange k der
kiirzesten Kante gegeben.



Kleinster Winkel a = 14,04°

Léangste Kante [ =5 ~., Kiirzester Abstand r =

Sl

Abb. 2.2: Qualitdtsmafie einer Graphenzeichnung I'.

Die Asthetik der Zeichnung ist beeintriichtigt, wenn Knoten zu nahe an Kanten platziert
werden. Das Knoten-Kanten-Abstandsverhdltnis ist ein Mafs, welches Aufschluss dariiber
gibt, inwieweit diese Problematik in einer Zeichnung vermieden wird.

Definition 2.12 (Knoten-Kanten-Abstandsverhéltnis [HvKKR14]). Das Knoten-Kanten-
Abstandsverhéltnis My einer Zeichnung ist durch den Quotienten [/r der Lénge der
langsten Kante [ und dem kiirzesten Abstand r eines Knotens zu einer Kante gegeben.

Betrachten wir den Beispielgraphen in Der kleinste Winkel, der in der

Zeichnung I' von zwei Kanten eingeschlossen wird, ist blau markiert und betragt ungefahr
14°. Dies entspricht nach Deﬁnitionder Winkelauflosung M; (T'). Insgesamt werden elf
horizontale und sechs vertikale Gitterpunkte benétigt, um die Zeichnung einzugrenzen.
Der Flichenbedarf Ms(I") berechnet sich daher nach Definition [2.10]durch 11-6 = 66. Die
griin markierte langste Kante ist fiinf Einheiten und die gelb markierte kiirzeste Kante
eine Einheit lang. Nach Definition [2.11] ergibt sich daher fiir die Zeichnung ein Kan-
tenlédngenverhaltnis M3(T") von 5/1 = 5. Der rot markierte kiirzeste Abstand zwischen
einem Knoten zu einer Kante ist durch 1//2 gegeben. Nach Deﬁnitionentspricht das
Knoten-Kanten-Abstandsverhéltnis My(I") in dieser Zeichnung folglich 5/(1/v/2) = 5v/2.
Um eine Aussage dariiber zu treffen, inwieweit sich zwei Zeichenstile beziiglich eines Qua-
litdtsmakes unterscheiden, wird das Qualitdtsverhdltnis definiert.

Definition 2.13 (Qualitétsverhaltnis [HvKKRI14]). Sei S; ein allgemeinerer Zeichenstil
als S7. Das Qualitatsverhéltnis QV zwischen Sy und S7 beziiglich eines Qualitdtsmafes
M ist entweder gegeben durch

M (beste Sp-Zeichnung von G)
: M) =
QV(S2: 51, M) sgp M (beste Si-Zeichnung von G)’



wenn das Qualitdtsmafs M maximiert werden soll, oder durch

M (beste Si-Zeichnung von G)
V(S2: 51, M) =
QV(S2 : 51, M) Sgp M (beste Sa-Zeichnung von G)’

wenn das Qualitdtsmafs M minimiert werden soll.



3 Planare Zeichnungen mit geradlinigen
gegeniiber geknickten Kanten

Eine Zeichnung, die eine maximale Anzahl k an Knicken pro Kante besitzt, wird k-
geknickt genannt. In ist jeweils ein Beispiel fiir eine geradlinige, eine 1-
geknickte und eine 2-geknickte Zeichnung des K4 gegeben. Wir stellen uns im Folgenden
die Frage, inwieweit sich Qualitdtsmafe planarer geradliniger Zeichnungen von planaren
Graphen verbessern lassen, wenn Knicke in den Kanten zugelassen werden. Wir definieren
hierfiir den zugehorigen Zeichenstil Sj.

Definition 3.1 (k-geknickter planarer Zeichenstil). Der k-geknickte planare Zeichenstil
Sk ist ein Zeichenstil, der nur planare Zeichnungen mit héchstens k£ Knicken pro Kante
zulasst.

Der Definition [3.1 kann entnommen werden, dass fiir k1, k2 € N und k; < ko der Zeichen-
stil Sk, allgemeiner als der Zeichenstil Sk, ist. Des Weiteren ist der Sy derjenige Zeichen-
stil, der ausschlieflich geradlinige planare Zeichnungen erlaubt. Das Qualitédtsverhéltnis
beziiglich eines Qualitdtsmafes M zwischen planaren Zeichnungen mit k-geknickten Kan-
ten und geradlinigen Kanten ist nach Definition entweder gegeben durch

M (beste Si-Zeichnung von G)
: M) =
QV(Sk : S0, M) sgp M (beste Sp-Zeichnung von G)’

wenn das betrachtete Qualitdtsmaf M wie bei der Winkelauflésung M7 maximiert werden
soll, oder durch

M (beste Sp-Zeichnung von G)
: M) =
QV(Sk = 5o, M) s1(1;p M (beste Sg-Zeichnung von G)’

(a) geradlinig (b) 1-geknickt (c) 2-geknickt

Abb. 3.1: Eine geradlinige, eine 1-geknickte und eine 2-geknickte Zeichnung des Kj.
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wenn das betrachtete Qualitdtsmalt M wie bei dem Flachenbedarf Ms, dem Kantenlén-
genverhaltnis M3 oder dem Knoten-Kanten-Abstandsverhédltnis M, minimiert werden
soll.

3.1 Winkelauflésung

Wir beginnen mit der Untersuchung der Qualitdtsverhéltnisse zwischen S und Sy be-
ziiglich der Winkelauflosung, welche nach Definition [2.9) durch die Grofe des kleinsten
Winkels a gegeben ist, der von zwei Kanten eingeschlossen wird. Da die Asthetik der
Zeichnung durch starke Knicke in den Kanten leidet, die bei Verwendung des Zeichen-
stils Sy auftreten konnen, sollte die Definition der Winkelauflosung einer k-geknickten
Zeichnung erweitert werden.

Definition 3.2 (Winkelauflésung von Sj-Zeichnungen). Die Winkelauflosung M einer
Si-Zeichnung I ist durch den kleinsten Winkel o gegeben, der entweder von zwei Kanten
eingeschlossenen, oder durch einen Knick in einer Kante verursacht wird.

Um eine untere Schranke fiir das Qualitétsverhaltnis QV (Sy : So, M1) anzugeben, geniigt
es, einen konkreten Graphen G zu betrachten und eine beste Sp- und eine beliebige Sj-
Zeichnung von G beziiglich der Winkelauflosung zu bestimmen. Es gilt

M (beliebige Si-Zeichnung von G)

V(Sk : So, My) 2
QV (S} : S0, M1) 2 M, (beste Sp-Zeichnung von G)

Wir werden stets versuchen, die beste Si-Zeichnung des betrachteten Graphen G zu
finden, um die untere Schranke moglichst hoch anzusetzen.

Wir betrachten zunéchst den K. Dieser besitzt als Graph des Tetraeders vier Knoten
und sechs Kanten. Nach der Eulerschen Polyederformel wird folglich durch jede beliebige
planare Zeichnung ein unbeschrianktes Auflengebiet und drei Innengebiete erzeugt. Da
die Gleichung m = 3n — 6 fiir n = 4 und m = 6 erfiillt ist, handelt es sich beim K4 nach
Satz um einen maximal planaren Graphen. In einer planaren geradlinigen Zeichnung
des K, werden also alle Gebiete durch Dreiecke begrenzt. Wir kénnen daher insbesondere
folgende Beobachtung festhalten.

Beobachtung 3.3. In einer planaren geradlinigen Zeichnung des K4 wird das Auflen-
gebiet durch ein Dreieck berandet.

Satz 3.4. Der Ky kann unter Voraussetzung des geradlinigen planaren Zeichenstils mit
einer bestmaoglichen Winkelauflosung von 30° gezeichnet werden.

Beweis. Da die Zeichnung des K, insgesamt vier Knoten besitzt, wovon drei nach Be-
obachtung die Eckpunkte eines dufleren Dreiecks bilden, muss der vierte Knoten im
Inneren des Dreiecks platziert und jeweils mit den Eckknoten verbunden werden. Da-
durch werden die Innenwinkel des &duferen Dreiecks jeweils in zwei Teile geteilt (vgl.
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S0°

Vs

(a) geradlinig (b) 1-geknickt

Abb. 3.2: Eine beste Sp-Zeichnung des K; mit Winkelauflosung 30° und eine beste Si-
Zeichnung des K4 mit Winkelauflésung 80°.

[Abbildung 3.2a). Da die Summe der Innenwinkel des &ufleren Dreiecks auf insgesamt
sechs Winkel aufgeteilt werden muss, gilt

(3—2)-180°

M (beste Sp-Zeichnung des Ky) = = 30°.

O

Mit Hilfe von Knicken in den Kanten ist es moglich, das &ufsere Dreieck in ein n-Eck
umzuformen. Dadurch kann eine Verbesserung der Winkelauflosung erreicht werden.

Satz 3.5. Der K4 kann unter Voraussetzung des Sy mit einer bestmdéglichen Winkelauf-
losung von

k+1)-180°
M, (beste Sy-Zeichnung des K4) = min <(3+)80, 120°>

3k +6

gezeichnet werden.

Beweis. Wir stellen zunéchst fest, dass der K4 hochstens mit einer Winkelauflésung
von 120° gezeichnet werden kann, da von jedem Knoten drei Kanten ausgehen. Die S-
Zeichnung des K4 ist insofern eingeschrankt, als dass das Aufsengebiet durch ein Dreieck
abgegrenzt wird. Jedoch kann mit Hilfe von & Knicken in den &ufseren Kanten aus dem
duferen Dreieck geometrisch betrachtet ein 3(k + 1)-Eck gebildet werden. Die Innenwin-
kelsumme dieses 3(k + 1)-Ecks muss auf die sechs Innenwinkel an den duferen Knoten
und auf die 3k Innenwinkel an den Kantenknicken verteilt werden, sodass gilt

M, (beste Sk-Zeichnung des K4) = min <(3(k +;}1;? 180 ,120°> :

12
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(a) 2-geknickt (b) 3-geknickt

Abb. 3.3: Eine beste S;-Zeichnung des K; mit Winkelauflosung 105° und eine beste S3-
Zeichnung des K, mit Winkelauflosung 120°.

In [Abbildung 3.2D)]ist eine beste Si- und in [Abbildung 3.3] jeweils eine beste Sp- und Ss-
Zeichnung des Ky beziiglich der Winkelauflosung zu sehen. Fiir das Qualitédtsverhéltnis
zwischen Sj und Sy kénnen beziiglich der Winkelauflésung die unteren Schranken

M, (beste Si-Zeichnung des Ky)  80°
V(Sy: Sy, M) = = ~ 2,6667
QV(S1 = S0, M) = M; (beste Sp-Zeichnung des Ky)  30° ’

M, (beste Sa-Zeichnung des K4)  105°
V (S, : Sy, My) 2 = =3,5 und
QV(S2: S0, My) 2 M (beste Sp-Zeichnung des Ky) 30° 9 B

M (beste S3-Zeichnung des K4)  120°
V(S5 :Sp, My) 2 = =4
@V (S5 : o, My) 2 M (beste Sp-Zeichnung des Kjy) 30°

angegeben werden.

Bessere untere Schranken fiir das Qualitdtsverhéltnis QV (Sy : Sp, M1) erhalten wir,
wenn wir anstatt des K4 den Graphen des Ikosaeders betrachten. Der Tkosaedergraph
besitzt zwolf Knoten und 30 Kanten, wobei von jedem Knoten fiinf Kanten ausgehen.
Da die Gleichung m = 3n — 6 fiir n = 12 und m = 30 erfiillt ist, handelt es sich beim
Ikosaedergraphen nach Satz ebenfalls um einen maximal planaren Graphen. In einer
planaren geradlinigen Zeichnung des Ikosaedergraphen werden also alle Gebiete durch
Dreiecke begrenzt. Wie beim K4 kann daher folgende Beobachtung festgehalten werden.

Beobachtung 3.6. Bei einer planaren geradlinigen Zeichnung des Ikosaedergraphen
wird das AufSengebiet durch ein Dreieck berandet.

Satz 3.7. Der Ikosaedergraph kann unter Voraussetzung einer geradlinigen planaren
Zeichnung mit einer bestmoglichen Winkelauflosung von 15° gezeichnet werden.

Beweis. Nach Beobachtung ist jede planare Zeichnung des Ikosaedergraphen von
einem Dreieck berandet. Da von jedem Knoten jeweils fiinf Kanten ausgehen, muss die

13



15°

(b) 1-geknickt

(a) geradlinig

Abb. 3.4: Eine beste Sy-Zeichnung des Tkosaedergraphen mit Winkelauflosung 15° und eine
beste S1-Zeichnung des Tkosaedergraphen mit Winkelauflosung 48°.

Innenwinkelwinkelsumme des &duferen Dreiecks auf zwolf Winkel aufgeteilt werden (vgl.
[Abbildung 3.4al). Es ergibt sich somit eine Winkelauflésung von

(3—2)-180°

= 15°.
12

M; (beste Sp-Zeichnung des Tkosaedergraphen) =

O

Satz 3.8. Der Ikosaedergraph kann unter Voraussetzung des Sy, mit einer bestmaglichen
Winkelauflésung von

M (beste Sy-Zeich des Ik d hen) = mi
1(beste Sk-Zeichnung des Ikosaedergraphen) m1n< 31 12

1) - 180°
(3k +1)- 180 772O>

gezeichnet werden.

Beweis. Wir stellen zunéachst fest, dass der Ikosaedergraph hochstens mit einer Winke-
lauflésung von 72° gezeichnet werden kann, da von jedem Knoten fiinf Kanten ausgehen.
Durch k£ Knicke pro Kante ist es moglich, das dufere Dreieck zu einem 3(k + 1)-Eck
aufzubiegen. Da die Innenwinkelsumme dieses 3(k + 1)-Ecks fiir die zwolf Innenwinkel an
den dufseren Knoten und die 3k Innenwinkel an den Kantenknicken zur Verfiigung steht,
gilt

M (beste Sk-Zeick des Ik d hen) = mi
1(beste Si-Zeichnung des Tkosaedergraphen) mm( 3h 1 12

(3(k+1)—2)-180° ’ 720) .

O
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N,
Py

(a) 2-geknickt (b) 3-geknickt

Abb. 3.5: Eine beste S3-Zeichnung des Tkosaedergraphen mit Winkelauflosung 70° und eine
beste S3-Zeichnung des Tkosaedergraphen mit Winkelauflésung 72°.

In [Abbildung 3.4b) ist eine beste Si- und in jeweils eine beste Ss- und
Ss-Zeichnung des Ky beziiglich der Winkelauflésung zu sehen. Beziiglich des Qualitéts-

verhaltnisses zwischen Si und Sy erhalten wir die verbesserten unteren Grenzen

M; (beste S1-Zeichnung des Ikosaedergraphen) — 48°
M (beste Sp-Zeichnung des Tkosaedergraphen) — 15°

QV(SI : S();M1> 2 - 3727

~ 4,6667 und

QV(Sy : So, M) = M; (beste So-Zeichnung des Ikosaerdergraphen)  70°
2P0 = M (beste So-Zeichnung des Ikosaedergraphen) — 15°

M (beste S3-Zeichnung des Ikokaedergraphen) — 72° A8

V(Ss3: So, M1) = =
QV (S5 : S0, My) 2 M, (beste Sp-Zeichnung des Tkokaedergraphen) — 15°

Da wir fiir den K4 und den Graphen des Tkosaeders jeweils die beste Si-, So- und Ss-
Zeichnung beziiglich der Winkelauflosung gefunden haben, kénnen wir als Nebenprodukt
unserer Untersuchungen durch

M (beste Sa-Zeichnung des Tkosaedergraphen) — 70°
V(Sy: 51, M) 2 = ~ 1,4583,
QV(S2: 51, M) 2 M (beste S1-Zeichnung des Tkosaedergraphen) — 48° ’
M, (beste S3-Zeichnung des Ikosaedergraphen) — 72°
V(S3:51, M) 2 =—=1,5und
QV(S3: 5, M) = M; (beste Sp-Zeichnung des Tkosaedergraphen) — 48° 2
M; (beste Sz-Zeichnung des Ky)  120°
QV(Ss : So, My) > 1(beste S3-Zeichnung des Ky) B ~ 11429

= My (beste Sp-Zeichnung des K4)  105°

Abschitzungen fir die Qualitdtsverhéltnisse zwischen Sk, und Sy, mit k1, ko € {1,2, 3}
und k1 < ko angeben.
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@@

a) geradlinig (b) 1-geknickt

Abb. 3.6: Eine beste So-Zeichnung des Graphen A, mit Flichenbedarf Q(n?) und eine S;-
Zeichnung des Graphen A,, mit Flichenbedarf O(n), hier fiir n = 12.

3.2 Flachenbedarf

Wir widmen uns der Untersuchung der Qualitatsverhéltnisse zwischen Si und Sy be-
ziiglich des Flachenbedarfs M;. Wir werden zeigen, dass QV (Sk : Sp, My) fiir k = 1
unendlich ist. Betrachten wir dazu den in angedeuteten Graphen A,,. Dies
ist ein Graph mit der Knotenanzahl n. Er ist aus ineinander liegenden Dreiecken gebildet,
deren Eckpunkte durch die blau markierten Kanten zu den benachbarten inneren und
dufseren Dreiecken verbunden sind.

Satz 3.9. Der Graph A, kann unter Voraussetzung des planaren geradlinigen Zeichen-
stils bestenfalls mit einem Flichenbedarf von Q(n?) gezeichnet werden.

Beweis. Die Anzahl der ineinander geschachtelten Dreiecke ist |n/3]. Das innerste Drei-
eck kann auf ein 2 x 2-Gitter gezeichnet werden. Fiir jedes Dreieck, das zu der Zeichnung
hinzugefiigt wird, vergrofert sich die bendtigte Anzahl v der vertikalen und die benétigte
Anzahl h der horizontalen Gitterpunkte jeweils um zwei. Es ergibt sich daher fiir die
geradlinige Zeichnung des Graphen A, ein Fldchenbedarf von

niN2
M (beste Sp-Zeichnung des Graphen A,) = (2 Lgb )

O]

Satz 3.10. Der Graph A, kann unter Voraussetzung des S1 mit einem Fldchenbedarf
von O(n) gezeichnet werden.

Beweis. Unter Voraussetzung des 57 ist es moglich, die Knoten auf einer horizontalen
Gerade anzuordnen und die geforderten Kanten ober- und unterhalb dieser Gerade mit
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Abb. 3.7: Eine S3-Zeichnung des A,, mit Fldchenbedarf O(n) und Winkelaufldsung 45°, hier
fiir n = 12.

Hilfe eines Knicks verlaufen zu lassen. Dabei konnen die Kanten beliebig nahe an die
Knotenlinie gedriickt werden. Falls der Abstand von der horizontalen Linie zum obersten
und zum untersten Kantenknick jeweils héchstens 1 ist, miissen nur 3 vertikale Gitter-
punkte eingefordert werden. Fiir die 1-geknickte Zeichnung des Graphen A, wird daher
ein Gitter der Grofse

M5 (S1-Zeichnung des Graphen A,, wie in [Abbildung 3.6b) = 3n

bendtigt. O

Dadurch kénnen wir fiir das Qualitatsverhéltnis zwischen S7 und Sy eine untere Schranke

Ms(beste Sp-Zeichnung des Graphen A,,)
My (S1-Zeichnung des Graphen A,, wie in [Abbildung 3.6D))

_ L giJ)Q — Q(n)

QV(Sl : So,MQ) Z

angeben, welche linear in der Anzahl n an Knoten wéchst. Mit Hilfe des Graphen
A, konnte bereits mit einer dhnlichen Argumentation gezeigt werden, dass das Qua-
litdtsverhaltnis zwischen geradlinigen und gebogenen planaren Zeichnungen unendlich
ist [HvKKRI14].

Es ist zu beméngeln, dass die S1-Zeichnung des Graphen A,, mit Flachenbedarf O(n)
nur mit einer deutlichen Verschlechterung der Winkelauflosung bewerkstelligt werden
kann. In sehen wir, wie dieses Problem durch Verwendung des Sy behoben
werden kann. Mit einem zweiten Knick in der Kante ist es moglich, die Kanten beliebig
flach zu zeichnen, ohne die Winkel zwischen den Kanten immer kleiner wéhlen zu miissen.
Wir erhalten dadurch eine &sthetische Sa-Zeichnung, die die Verbindungen zwischen den
Knoten wesentlich besser visualisiert als die Sy-Zeichnung in [Abbildung 3.6b[und fiir die
gilt

M5 (Ss-Zeichnung des Graphen A,, wie in = 3n.
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(a) geradlinig (b) 1-geknickt

Abb. 3.8: Eine beste Sp-Zeichnung des Graphen E,, mit Kantenlangenverhéltnis (n) und eine
S-Zeichnung des Graphen F,, mit Kantenldngenverhéltnis O(1), hier fiir n = 12.

3.3 Kantenlangenverhiltnis

Wir zeigen, dass die Qualitdtsverhéltnisse zwischen Si und Sy beziiglich des Kanten-
langenverhaltnisses fiir k¥ = 1 unendlich sind. Dazu betrachten wir den in
angedeuteten Graphen E,. Dieser hat eine &hnliche Bauart wie der zuvor in[Abschnitt 3.2]
vorgestellte A,,. Er unterscheidet sich dadurch, dass jeweils an einem Eckpunkt jedes Drei-
ecks nicht nur Kanten zu einem, sondern zu allen drei Eckpunkten des inneren Dreiecks
flihren.

Satz 3.11. Der Graph E,, kann unter Voraussetzung des planaren geradlinigen Zeichen-
stils bestenfalls mit einem Kantenlingenverhdltnis von Q(n) gezeichnet werden.

Beweis. Mit einer Erhohung der Knotenanzahl geht eine Vermehrung der inneren Drei-
ecke einher (vgl. [Abbildung 3.8a)). Dabei ist zu beobachten, dass es innere Kanten in der
Zeichnung geben muss, die im Vergleich zu der griin markierten &uferen Kante belie-
big klein werden. Es gibt zwei Moglichkeiten: Entweder man ldsst die orange markierte
Dreieckskante oder die blau markierte Verbindungskante zwischen den Dreiecken immer
kleiner werden. Dies fiihrt letztendlich zu dem Ergebnis, dass das Kantenldngenverhéltnis

M;s(beste Sp-Zeichnung des Graphen E,) = Q(n)

linear wachst in der Anzahl n an Knoten. O

Satz 3.12. Der Graph E, kann unter Voraussetzung des S1 mit einem Kantenlingen-
verhdaltnis von O(1) gezeichnet werden.
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Abb. 3.9: Eine Sp-Zeichnung des Graphen F,, mit Kantenldngenverhéltnis O(1).

Beweis. Die Verbindungskanten zwischen den Dreiecken lassen sich durch einen Knick
verldngern und die inneren Dreiecke konnen beliebig nahe an die dufteren Dreiecke gelegt
werden. Dadurch léasst sich ein Kantenldngenverhéltnis

M5(S1-Zeichnung des Graphen F,, wie in [Abbildung 3.8b) =1 +¢

erreichen, wobei & > 0. U

Insgesamt erhalten wir ein Qualitdtsverhéltnis zwischen S7 und Sy von

M3 (beste Sp-Zeichnung des Graphen E,)
M3(S1-Zeichnung des Graphen E,, wie in [Abbildung 3.8b))

_ 89 _
Cl4e = Q).

QV (St : 8o, M3) 2

Um das bessere Kantenlangenverhéaltnis in [Abbildung 3.8b| zu generieren, wurden die
Verbindungskanten zwischen den Dreiecken kiinstlich durch einen starken Knick verlan-
gert. Da die Asthetik der Zeichnung hierbei eher verschlechtert als verbessert wird, ist
es eine Uberlegung wert, Knicke zu verbieten, die einen Winkel von 90° iiberschreiten.
In ist der Graph E,, durch eine S-Zeichnung visualisiert, die mit deut-
lich schwécheren Knicken ein endliches Kantenléngenverhéltnis sichert. Schiebt man die
Zeichnung dicht zusammen, erhalt man ein beschrénktes Verhaltnis zwischen der griin
markierten langsten Kante und der kiirzesten Kante. Abhéngig davon, wie die Zeichnung
zusammengeschoben wird, ist die kiirzeste Kante durch eine orange markierte geknickte
Dreieckskante oder durch eine blau markierte Verbindungskante gegeben. Das Qualitéts-
verhéltnis dieser Zeichnung beziiglich des Kantenldngenverhéltnisses ist durch

Ms5(Sa-Zeichnung des Graphen F,, wie in =3+¢
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(a) n-Eck mit Inkreis (b) n-Eck ohne Inkreis

Abb. 3.10: Veranschaulichung des Zusammenhangs zwischen dem groftmoglichen Radius 7,
dem Fléacheninhalt A und Umfang w eines konvexen n-Ecks.

gegeben, wobei € > 0.

Hoffmann et al. [HvKKRI14] haben den Graphen E,, ebenfalls benutzt und zwar, um zu
zeigen, dass das Qualitéatsverhédltnis zwischen Sy und dem gebogenen planaren Zeichenstil
unendlich ist.

3.4 Knoten-Kanten-Abstandsverhaltnis

Abschliefend schitzen wir die Qualitdatsverhéltnisse zwischen S, und Sy beziiglich des
Knoten-Kanten-Abstandsverhéltnisses mit Hilfe des Ky ab. Wir haben bereits festge-
stellt, dass in einer planaren geradlinigen Zeichnung des K4 das Aufengebiet durch ein
Dreieck berandet ist. Durch Knicke in den &dufferen Kanten ist es moglich, das dufere
Dreieck zu einem n-Eck aufzubiegen. Wir werden uns im Folgenden damit beschéfti-
gen, wie das Aulsengebiet gezeichnet werden muss, damit ein optimales Knoten-Kanten-
Abstandsverhéltnis generiert werden kann. Wir stellen zunéchst fest, dass das Aufsenge-
biet konvex sein muss, da sich das Knoten-Kanten-Abstandsverhéltnis nicht verbessert,
wenn eine Kante nach Innen gebogen wird.

Lemma 3.13. Sei M derjenige Punkt im Inneren eines konvexen n-Ecks, fir den das
Minimum r der Abstinde von M zu den Seiten des n-Ecks mazximal ist. Fir einen vor-
gegebenen Umfang u ist v genau dann mazximal, wenn das n-Eck regelmdfig ist.

Beweis. Der Punkt M ist der Mittelpunkt des groftmoglichen Kreises & innerhalb des
n-Ecks. Der Kreis k besitzt den Radius 7 und ist nicht zwangsldufig ein Inkreis, da nur
diejenigen n-Ecke einen Inkreis besitzen, deren Winkelhalbierenden sich in einem Punkt
schneiden [AFI5|. Fiir den Radius r lasst sich eine obere Grenze in Abhéngigkeit von
dem Fldcheninhalt A und dem Umfang u des n-Ecks angeben. Um dies nachzuvollziehen,
sei [Abbildung 3.10| betrachtet, in der zum einen der Fall beleuchtet wird, dass das n-Eck
einen Inkreis besitzt (vgl. |[Abbildung 3.10a)), zum anderen der Fall, dass das n-Eck keinen
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Inkreis besitzt (vgl. [Abbildung 3.10b)). Da es sich in beiden Fillen um ein konvexes n-Eck
handelt, kann das Dreieck durch Verbinden der Ecken mit dem Punkt M in n Dreiecke
unterteilt werden, die jeweils eine Seite des urspriinglichen n-Ecks und eine zugehorige in
der Abbildung rot markierte Hohe besitzen, die mindestens der Lange r entspricht. Fiir
ein konvexes n-Eck gilt daher

. 2A
Y7 \ind somit r < —.
2 i

Az
Dabei gilt genau dann die Gleichheit, wenn das n-Eck einen Inkreis besitzt. Fiir vorge-
gebenen Umfang u ist der Flacheninhalt A und folglich die obere Grenze 2A/u fiir den
Radius r genau dann maximal, wenn das n-Eck regelméafig ist [T6t72]. Da jedes regelmé-
Rige n-Eck einen Inkreis besitzt, ist r in diesem Fall gleich der oberen Grenze und somit
maximal. O

Satz 3.14. Der K4 kann unter Voraussetzung einer geradlinigen planaren Zeichnung mit
einem bestmaoglichen Knoten-Kanten-Abstandsverhdltnis von 2/3 gezeichnet werden.

Beweis. Wir konstruieren eine beste Sp-Zeichnung des K4 und geben hierfiir einen Um-
fang w vor. Drei Knoten werden auf den Eckpunkten eines gleichseitigen Dreiecks und
der vierte Knoten auf dem Inkreismittelpunkt platziert (vgl. |Abbildung 3.11a)). Nach
Lemma [3.13] ist damit gewéhrleistet, dass das Minimum r der Abstédnde des mittle-
ren Knotens zu den dufieren Kanten maximal ist. Gleichzeitig sorgt die Regelméfhigkeit
des Dreiecks fiir eine gleichméfige Aufteilung des Umfangs u auf die dufleren Kanten,
sodass die langste Seitenkante [ minimal ist. Somit ist diese Sp-Zeichnung beziiglich
des Knoten-Kanten-Abstandsverhéltnisses optimal. Die lingste Kante ist griin und der
kiirzeste Knoten-Kanten-Abstand rot markiert. Da wir die Lénge der Kanten von den
Eckknoten zum Knoten in der Mitte mit 1 festlegen, berechnet sich die langste Kante
durch 2sin(60°) und der kiirzeste Knoten-Kanten-Abstand durch cos(60°). Das Knoten-
Kanten-Abstandsverhéltnis ist daher durch

2sin(60°)

= 2tan(60°) = 2v/3
cos(60°) an(60°) =23

My(beste Sp-Zeichnung des Ky) =
gegeben. O

Satz 3.15. Der K4 kann unter Voraussetzung des S mit einem bestmdglichen Knoten-
Kanten-Abstandsverhdltnis von

60°
My (beste S-Zeichnung von Ky) = 2(k + 1) tan (k: n 1>
gezeichnet werden.
Beweis. Wir konstruieren eine beste Sg-Zeichnung des K4 und geben hierfiir einen Um-

fang u vor. Drei Knoten werden gleichméfig auf den Ecken eines regelméfigen 3(k + 1)-
Ecks und der vierte Knoten auf dessen Inkreismittelpunkt platziert. Nach Lemma [3.13
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4in(30°)

(a) geradlinig (b) 1-geknickt

Abb. 3.11: Eine beste Sp-Zeichnung des K, mit Knoten-Kanten-Abstandsverhéltnis 2v/3 =~
3,4641 und eine beste S1-Zeichnung des K4 mit Knoten-Kanten-Abstandsverhéltnis
44/3/3 ~ 2,3094.

ist damit gewéhrleistet, dass das Minimum r der Abstdnde des mittleren Knotens zu den
duferen Kanten maximal ist. Der Umfang « kann bei einem regelméfigen 3(k + 1)-Eck
gleichméfig auf die drei duferen Kanten aufgeteilt werden, sodass die ldngste Kanten-
lange [ minimal ist. Eine solche Si-Zeichnung ist somit beziiglich des Knoten-Kanten-
Abstandsverhéltnisses optimal. Sei der Abstand zwischen den &ufseren und dem mitt-
leren Knoten mit 1 festgelegt. In Abhéngigkeit der erlaubten Knicke k& pro Kante ist
die griin markierte dufere Kante durch 2(k + 1)sin(60°/(k + 1)) und der rot markier-
te Abstand des mittleren Knotens zu den duferen Kanten mit cos(60°/(k + 1)) gege-
ben (vgl. [Abbildung 3.13a). Fiir eine beste Si-Zeichnung beziiglich des Knoten-Kanten-
Abstandsverhéltnisses gilt daher

| 2(k +1) sin (£97) 60°
My (beste Sg-Zeichnung von Ky) = - =2(k+1)tan :
cos (£47) k1

O]

In [Abbildung 3.11b]ist eine beste S1- und in [Abbildung 3.12] jeweils eine beste S- und
S3-Zeichnung zu sehen. Fiir das Qualitdtsverhéltnis zwischen Si und Sy erhalten wir
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6 sin(20°) 8sin(15°)

5 2

(a) 2-geknickt (b) 3-geknickt

Abb. 3.12: Eine beste Ss-Zeichnung des K4 mit Knoten-Kanten-Abstandsverhéltnis
6tan(20°) ~ 2,1838 und eine beste S3-Zeichnung des K; mit Knoten-Kanten-
Abstandsverhéltnis 8 tan(15°) ~ 2, 1436.

beziiglich des Knoten-Kanten-Abstandsverhéltnisses die untere Schranke
My (beste Sp-Zeichnung von Ky)
V(Sk : So, My) =
QV (S : So, Ma) = My (beste Sk-Zeichnung von Kj)
2V/3 V3 ( 60° )
cot .

2(k+1)tan(%> k41 k41

Hoffman et al. [AIVKKRI4] lieferten mit 3v/3/7 bereits eine untere Schranke fiir das
Qualitéatsverhéltnis zwischen dem gebogenen planaren Zeichenstil und Sp. In diesen Un-
tersuchungen wurde ebenfalls der K4 betrachtet. Es konnte gezeigt werden, dass es sich
bei der Zeichnung in |Abbildung 3.13bjum eine beste gebogene planare Zeichnung beziig-
lich des Knoten-Kanten-Abstandsverhéltnisses handelt. Da sich die beste Si-Zeichnung
des K4 fiir wachsendes k dieser gebogenen Zeichnung immer weiter annéhert, gilt
lim QV (Sk : So, My) = lim 2v3 = Qf = 3V3
k=00 k=20 9(k + 1) tan (%) 3

~ 1, 6540.

Da wir fiir den K4 jeweils die beste Si-Zeichnung beziiglich M4 gefunden haben, kénnen
wir durch

60°
QV(Sk, : e, My) = My(beste Sk, -Zeichnung des Ky) (k1 + 1) tan <k1+1)
ko Ok, My) 2 . =
SRR My (beste Sg,-Zeichnung des K1) () 4 1) tan (kg(l:l)

flir beliebige k1, ke € N mit k1 < ko untere Schranken fiir das Qualitatsverhéltnis zwi-
schen Sy, und Si, angeben.
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2(k + 1) sin( 8%

k+1

(a) k-geknickt (b) gebogen

Abb. 3.13: Eine beste Si-Zeichnung des K4 mit Knoten-Kanten-Abstandsverhéltnis
2(k + 1) tan(60°/(k + 1)) und eine beste gebogene planare Zeichnung des K, mit
Knoten-Kanten-Abstandsverhéltnis 27 /3 ~ 2,0944.
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4 Fazit und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurden fiir planare Graphen Qualitdtsverhéltnisse zwischen
dem k-geknickten planaren Zeichenstil Sy und dem geradlinigen planaren Zeichenstil Sy
untersucht. Dabei konnten in jeweils untere Schranken beziiglich der Quali-
tatsmafse Winkelauflosung, Flachenbedarf, Kantenldngenverhéltnis und Knoten-Kanten-
Abstandsverhéltnis bestimmt werden. Die Ergebnisse sind in zusammenge-
fasst. Um eine solche untere Schranke zu bestimmen, haben wir jeweils einen konkre-
ten Graphen betrachtet und dessen beste geradlinige Zeichnung beziiglich einer der vier
Qualitdtsmafie bestimmt. Anschliefsend haben wir untersucht, inwiefern es durch die Ver-
wendung des Zeichenstils S; moglich ist, das jeweilige Qualitdtsmals zu optimieren. Da
wir bei der Untersuchung des Qualitdtsverhéltnisses beziiglich der Winkelauflésung in
fir den K4 und den Graphen des Tkosaeders jeweils eine beste k-geknickte
Zeichnung fiir 1 < k < 3 gefunden haben, konnten wir das Qualitatsverhéltnis zwischen
Sk, und Sy, fur ki, ke € {1,2,3} und k; < k2 nach unten abschétzen. In
war es uns beziiglich des Knoten-Kanten-Abstandsverhéltnisses sogar moglich, fiir den
K, jeweils die beste k-geknickte Zeichnung fiir alle £ € N anzugeben, wodurch wir das
Qualitatsverhaltnis zwischen Sy, und Sk, fiir alle k1, k2 € N und k; < ko ebenfalls nach
unten abschétzen konnten. Des Weiteren haben wir in beziehungsweise in
gezeigt, dass das Qualitatsverhéltnis zwischen Sy und Sy sowohl beziiglich
des Fliachenbedarfs als auch beziiglich des Kantenldngenverhéaltnisses fiir k& = 1 jeweils
unendlich ist.

Die Untersuchungen der Qualitdtsverhéltnisse zwischen Sy und Sy waren in dieser Ar-
beit auf die Betrachtung von planaren Graphen beschréinkt. Fiir weitere Forschungsarbei-
ten konnten andere Typen von Graphen, wie zum Beispiel Baume, beleuchtet werden. Es
ware aulerdem interessant, die Untersuchungen zu den Qualitétsverhéltnissen zwischen
Sk, und Sk, fiir k1, k2 € N und k; < ko fortzufiihren, fiir die wir bereits beziiglich der

Planare Graphen S1: 50 S 1 Sp Sy, : Sp, wobei k = 3
Winkelauflosung 23,2 | = 4,6666... > 4.8
Kantenldngenverhéltnis 00 o0 00

Flachenbedarf 00 00 00
Knoten-Kanten-Abstandsverhaltnis | = 1,5 | = 1,5862...

Tab. 4.1: Qualitétsverhéltnisse fiir planare Graphen zwischen Sy und Sy beziiglich der Win-
kelauflésung, des Flachenbedarfs, des Kantenldngenverhéltnisses und des Knoten-
Kanten-Abstandsverhéltnisses.
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Winkelauflésung und des Knoten-Kanten- Abstandsverhéltnisses untere Schranken ermit-
teln konnten. Neben den k-geknickten Zeichenstilen, die wir in dieser Arbeit betrachtet
haben, wire die Betrachtung weiterer Zeichenstile und deren Qualitdtsverhéltnisse von
Interesse. Weiterfiihrende Untersuchungen kénnten moglicherweise um zusétzliche Qua-
litdtsmafe erweitert werden.

Es stellt sich aufierdem die Frage, inwiefern sich Zeichenstile beziiglich eines Quali-
tatsmakes unterscheiden, wenn man zuséatzlich gewisse Mindestanforderungen beziiglich
anderer Qualititsmafie festlegt. Eine solche Herangehensweise wiirde die Gesamtheit der
Qualitatsunterschiede zwischen verschiedenen Zeichenstilen besser widerspiegeln, da die
Verbesserung des einen Qualitdtskriteriums hiufig mit einer Verschlechterung eines an-
deren Qualitdtskriteriums einhergeht. Dieses Phdnomen konnten wir in unseren Unter-
suchungen mehrfach beobachten. Beispielsweise war es uns in nur moglich,
zwischen S und Sy beziiglich des Fliachenbedarfs ein Qualitdtsverhéltnis von unendlich
zu erzeugen, indem wir in der Si-Zeichnung des Graphen A,, eine sehr schlechte Winkel-
auflésung in Kauf genommen haben.

Ein weiterer interessanter Ansatz fiir die zukiinftige Forschung ist der qualitative Ver-
gleich von verschiedenen Zeichenstilen im dreidimensionalen Raum.
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