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1 Einleitung

Geographische Daten sind hiufig komplex — zu komplex, um von einem Betrachter leicht
gelesen und interpretiert werden zu kénnen. Aus diesem Sachverhalt entsteht die Not-
wendigkeit, solche Datenmengen in sinnvoller Weise so zu vereinfachen, dass die visuelle
Komplexitit auf ein ertrigliches Mafs reduziert wird, ohne jedoch zu viele Informatio-
nen zu verlieren. Ein beliebter Ansatz ist das sogenannte Clustering von Datenpunkten.
Dabei werden diese zu mehreren iibergeordneten Entitéten, den sogenannten Clustern,
zusammengefasst. In der Literatur finden sich viele verschiedene Definitionen des Begriffs
Cluster, eine Tatsache, die von Estivill-Castro [EC02| ausfiihrlich diskutiert wurde. Hier
ist damit die Zusammenfassung einer Anzahl an Objekten zu einer gemeinsamen Menge
gemeint.

Als ein Durchbruch auf dem Gebiet des Clusterings gilt der k-Means-Ansatz, der erst-
mals von MacQueen [Mac67| beschrieben wurde. Dabei wird eine Menge S an geome-
trischen, also mit Koordinaten versehenen, Punkten auf eine feste Anzahl k& von Clus-
tern aufgeteilt. Dabei soll die aggregierte quadratische Abweichung aller Punkte zum
Schwerpunkt des entsprechenden Clusters minimiert werden, es wird also ein besonderes
Augenmerk auf die physische Dichte der Cluster gelegt.

Obwohl dieser Algorithmus wegweisend fiir das Feld der Datenanalyse war und ist,
birgt er dennoch einige Probleme. Beispielsweise wird bereits im Vorfeld der Parameter
k gewdhlt, obwohl der zu bearbeitende Datensatz moglicherweise ein ,natiirliches* Clus-
tering zulésst, die aber nicht genau k& Cluster enthélt. Deshalb wurden seit der Veroffent-
lichung des Ansatzes zahlreiche Verbesserungen sowie neuartige Verfahren entwickelt, um
das Clustering-Problem zu 16sen, wie zum Beispiel k-Means++ [AV07] oder DBSCAN
[EKSX96]. Viele dieser Algorithmen sind ebenfalls auf die Identifikation moglichst dichter
Cluster fokussiert.

Gerade im genannten Kontext geographischer Daten ist die physische Nahe zweier
Objekte hiufig nicht aussagekriftig genug um ein sinnvolles Clustering zu finden. Wir
betrachten daher Daten, die Kategorien zugeordnet werden. Die Definition dieser Kate-
gorien ist zunéchst abstrakt, spezifische Begriffe werden je nach Anwendung individuell
eingefiihrt. Betrachtet man beispielsweise eine Stadtkarte und legt als Punktmenge die
dort vorhandenen Geschéfte fest, wiirden die Koordinaten die physischen Standorte die-
ser reprisentieren. Als Kategorien kénnte man die Art der Geschéfte, wie Restaurant
oder Friseur, festlegen. Dies erlaubt eine differenziertere Betrachtung der vorliegenden
Daten. Es erscheint sinnvoll, nur Datenpunkte, die der gleichen Kategorie angehdren, in
einem gemeinsamen Cluster zuzulassen. In der Literatur finden sich einige Resultate zu
diesem Thema, die in Abschnitt diskutiert werden.

In der Algorithmischen Geometrie ist es iiblich, statt von Kategorien von Farben zu
sprechen. Betrachten wir also das Problem, eine mit k Farben versehene Punktemenge



in einfarbige Cluster aufzuteilen. Es bietet sich an, die Ndhe zweier Punkte iiber Kanten
zu modellieren, die Grundmenge also als die Knoten eines Graphen G = (V, E) aufzufas-
sen. Da die Kantenmenge E ausdriicken soll, welche dieser Knoten eine vergleichsweise
grofse Nihe zueinander aufweisen, ist es sinnvoll, sie aus bestehenden Algorithmen ab-
zuleiten, die entwickelt wurden, um genau dies zu erreichen. Ein bekanntes Beispiel fiir
einen solchen Algorithmus ist die sogenannte Delaunay-Triangulierung. Eine Delaunay-
Triangulierung einer Menge P von Punkten in der Ebene ist eine Triangulierung, in der
fiir alle enthaltenen Dreiecke gilt, dass der Umkreis des Dreiecks, also derjenige Kreis,
auf dem alle drei Eckpunkte des Dreiecks liegen, in seinem Inneren keine Punkte aus P
enthélt. Dabei ergibt sich stets ein zusammenhéngender planarer Graph. Deshalb geniigt
es als letzten Schritt einfach alle Kanten zwischen unterschiedlich gefarbten Knoten zu
16schen um ein Clustering zu erhalten.

Dieser Ansatz bietet eine einfache Methode, gefarbte Punkte in der Ebene zu clustern,
er liefert allerdings tendenziell Ergebnisse, die keine sehr hohe Dichte aufweisen. Um hier
Abhilfe zu schaffen ist es notig, den zugrundeliegenden Graphen mit mehr Kanten aus-
zustatten, insbesondere ist die Voraussetzung der Planaritat zu restriktiv. Um jedoch die
visuelle Komplexitét durch sich tiberlappende Cluster zu vermeiden, ist es auch weiterhin
sinnvoll, Kantenkreuzungen in der Ausgabe zu verbieten. Es ergibt sich also die folgende
Problemdefinition:

Cluster-Minimierung. Sei G = (V, F) ein geometrischer Graph. Finde einen Teilgra-
phen H = (V, E’) von G mit E' C E, so dass sich keine zwei Kanten in E’ kreuzen und
die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von H minimiert wird.

Dies ist eine Verallgemeinerung des beschriebenen Problems, da in der Definition keine
Farben genannt werden. Es ist jedoch leicht zu sehen, dass das obige Problem durch
Cluster-Minimierung geldost werden kann, indem alle Kanten zwischen unterschiedlich
gefarbten Knoten aus G geldscht werden. Das Problem Cluster-Minimierung bildet den
theoretischen Kern dieser Arbeit, folglich wird ihm das grofsite Augenmerk zuteil.

Es bleibt eine Methode zu finden, aus einer Punktmenge einen geeigneten Graphen
zu generieren. Wie bereits erwihnt existieren Algorithmen, die genutzt werden kénnen,
um genau dies zu erreichen. In dieser Arbeit fokussieren wir uns auf die sogenannten
B-Skelette. Fiir eine Menge P von Punkten in der Ebene ist das S-Skelett ein geometri-
scher Graph, dessen Kantenmenge von einem Parameter 5 abhingt. Dabei gilt, dass bei
schrumpfendem [ die Kantendichte wichst. Eine formale Definition der Skelette findet
sich in Abschnitt [2.4] Experimentelle Resultate beziiglich der kombinierten Anwendung
von [-Skeletten und verschiedenen Heuristiken fiir Cluster-Minimierung wurden bereits
in dem zu dieser Arbeit passenden Masterpraktikum [Gei20] behandelt, daher bildet
dieses Thema nur einen kleinen Teil der vorliegenden Arbeit.



1.1 Stand der Forschung

Das Problem Cluster-Minimierung ist bis heute weitgehend unerforscht. In dieser Form
wurde es zuerst von Akitaya et al. [HACT19| formuliert, jedoch nicht erschépfend disku-
tiert. An gleicher Stelle finden sich einige verwandte Probleme. Die Autoren betrachteten
die Fragestellung eingeschrinkt auf 1-planare Graphen, in diesem Fall ist eine optimale
Losung effizient durch einen einfachen Greedy-Algorithmus erreichbar. Weiterhin wur-
de dort das Problem Kanten-Mazimierung betrachtet. Dabei handelt es sich um eine
eng mit der Cluster-Minimierung verkniipfte Fragestellung. s werden die gleichen Gra-
phen betrachtet, jedoch wird, anstatt die Anzahl der Zusammenhangskomponenten in
der Ausgabe zu minimieren, die Menge der ausgewahlten Kanten maximiert. Kanten-
Maximierung ist effizient 16sbar fiir Graphen mit maximal zwei Farben.

Bereg et al. [BEK 15| betrachteten die Zerlegung einer Punktmenge in k Farbklassen
und untersuchten das Problem, in einer solchen Zerlegung einen Steinerbaum mit minima-
ler Kantenlénge fiir jede Farbklasse zu finden, so dass sich keine zwei Bdume kreuzen. Sie
liefern ein PTAS fiir Graphen mit & = 2 und Approximationsalgorithmen fiir gréfiere k.
Kindermann et al. [KKR™18] betrachteten dieses Problem fiir gewdhnliche Spannbdume
und zeigten, dass es in diesem Fall, aufser fiir einige Spezialfille, NP-vollstandig ist.

Ein gefarbter Graph wird Support genannt, wenn jede Farbklasse einen zusammen-
héngenden Subgraphen induziert. Mit der Frage nach der Identifikation eines Supports
mit minimaler Kantenlénge fiir zweifarbige Punktmengen beschéftigten sich Hurtado et
al. [HKvK™ 18| und zeigten, dass sich das Problem als Schnitt zweier Matroide darstellen
lasst. Akitaya et al. [ALT20] bewiesen, dass dieses Problem fiir Graphen mit mindestens
drei Farben NP-schwer ist. Castermans et al. [CvyM™19] betrachteten die Suche nach
planaren Supports mit minimaler Kantenldnge und zeigten die NP-Schwere fiir Graphen
mit zwei Farben.

Knauer et al. [KSSWO07| untersuchten das Problem, fiir ungefarbte geometrische Gra-
phen Spannbiume mit minimalen Kantenkreuzungen zu finden, und bewiesen, dass dieses
sogar NP-schwer zu approximieren ist. Bereg et al. [BJYZI11]| betrachteten kreuzungs-
minimale Spannbiume fiir zweifarbige Punktmengen in der Ebene. Dieses Problem ist
effizient 16sbar fiir den Fall, dass keine drei Punkte kollinear sind. Sind kollineare Punk-
te erlaubt, ist die Entscheidung, ob kreuzungsfreie Spannbidume fiir die beiden Farben
existieren, NP-vollstédndig.

1.2 Eigener Beitrag

Um die Grenzen des effizient Moglichen abzustecken, wird zunéchst in Abschnitt [3]ein Be-
weis iiber die NP-Vollstandigkeit von Cluster-Minimierung gefiihrt. Um zu zeigen, dass
Cluster-Minimierung NP-schwer ist, wird eine Reduktion von Planar Independent Set
durchgefiihrt, einem bekannten NP-schweren Problem [GJ79|. Zu diesem Zweck beschrei-
ben wir ein Verfahren, in dem aus einem planaren Graphen, fiir den das Independent-
Set-Problem gelést werden soll, ein geometrischer Graph konstruiert wird. Dabei wird
der planare Graph zunichst in eine Représentation als L-Form-Schnittgraph iiberfiihrt,



aus dieser konstruieren wir einen dquivalenten Segment-Schnittgraphen. Dessen Segmente
werden wiederum in die Kanten des gewiinschten geometrischen Graphen iibersetzt. Wei-
terhin argumentieren wir, dass mit der gleichen Konstruktion auch das Problem Kanten-
Maximierung NP-schwer ist.

Im Anschluss daran werden in Kapitel [l mehrere Heuristiken fiir Cluster-Minimierung
diskutiert. Eine davon, ein einfacher Greedy-Ansatz, fand bereits bei Akitaya et al.
[HACT19| Erwihnung. Neben ihrer Motivation und ihrer Formulierung als Algorithmus
werden die Heuristiken auch auf ihre Laufzeit hin untersucht.

In Kapitel [5| wird die Approximationsgiite der Heuristiken thematisiert. Wir konstru-
ieren fiir jede Heuristik eine Graphfamilie, auf der Lésungen der Heuristik um mehr als
einen konstanten Faktor von einer optimalen Losung abweichen. Weiterhin zeigen wir im
Zuge eines Vergleichs zwischen zwei der Heuristiken die Existenz einer Graphenfamilie,
fiir die eine der Heuristiken Ergebnisse liefert, die um einen linearen Faktor besser sind
als die von der anderen Heuristik ausgegebenen.

In Kapitel [6] wird ein ganzzahliges lineares Programm formuliert, welches Cluster-
Minimierung exakt 16st. Dieses bedient sich der Modellierung des Problems als Fluss-
netzwerk. Obwohl kein Verfahren zur effizienten Losung von ganzzahligen linearen Pro-
grammen bekannt ist, lassen sich mit ihrer Hilfe doch viele praxisrelevante Probleme
bei moderater Instanzgrofe in annehmbarer Zeit 16sen. Das in dieser Arbeit vorgestellte
ganzzahlige lineare Programm wurde im zugehorigen Masterpraktikum [Gei20] auf realen
Datensétzen getestet und lieferte auf Instanzen mit bis zu 100 Knoten innerhalb weniger
Minuten die korrekte Losung.



2 Grundlagen

In diesem Kapitel sollen einige Konzepte und Begrifflichkeiten erldutert werden, die zum
Versténdnis der vorliegenden Arbeit unerlésslich sind.

2.1 Graphentheoretische Konzepte

Grundlegend fiir das Thema der Arbeit sind die geometrischen Graphen. Fiir gewohnlich
werden in der Informatik Graphen iiber eine Menge von Knoten und eine Menge von
Kanten reprisentiert. Dies ist eine abstrakte Darstellung, die zunéchst keine Riickschliis-
se auf eine mogliche Zeichnung zuldsst. Im Gegensatz dazu liegt einem geometrischen
Graphen eine Beschreibung durch geometrische Objekte zugrunde. Zum Beispiel ist ein
Graph, dessen Knoten Punkte in der Ebene sind und dessen Kanten der geradlinigen
Verbindung zwischen zwei Punkten entsprechen, ein geometrischer Graph. Diese Dar-
stellung liegt den Problemen in dieser Arbeit zu Grunde und ist fiir gewohnlich gemeint,
wenn wir von geometrischen Graphen sprechen. Allerdings sind die Konzepte und Algo-
rithmen, die im Verlauf dieser Arbeit besprochen werden, mit wenig Aufwand auf andere
Formen von geometrischen Graphen erweiterbar. So sind zum Beispiel die in Kapitel
besprochenen Heuristiken ohne weiteres auf geometrische Graphen mit nichtgeradlinigen
Kanten anwendbar, nur die Berechnung der Kantenkreuzungen erfolgt auf andere Weise.

Wie Akitaya et al. [HACT19| bewiesen, lisst sich Cluster-Minimierung fiir 1-planare
Graphen exakt und effizient 16sen. Dieses Resultat bildet eine Komponente einer Heuristik
aus Kapitel 4} daher soll der Begrift der 1-Planaritdt hier definiert werden.

Fiir einen Graphen G = (V, E) bezeichnen wir eine Abbildung I' : VUE — R? als eine
Zeichnung, wenn I' auf V' eingeschrinkt injektiv ist und fiir jede Kante {u,v} € F gilt,
dass I'({u, v}) eine Kurve mit Endpunkten I'(v) und I'(v) ist. Ein regulérer Graph heift
planar, wenn er eine Zeichnung ohne Kantenkreuzungen besitzt. Die 1-Planaritit bildet
eine Abschwichung dieses Konzepts. Fin Graph heifft 1-planar, wenn er eine Zeichnung
besitzt, in der jede Kante hochstens eine andere Kante schneidet. Diese Definition bezieht
sich, wie der Begriff der Planaritit, auf die abstrakte Reprisentation eines Graphen. Im
Kontext von geometrischen Graphen, insbesondere den in dieser Arbeit hauptséichlich
betrachteten euklidischen Graphen, ist die Zeichnung eines Graphen bereits vorgegeben,
die theoretischen Konzepte von Planaritdt und 1-Planaritét sind also nicht ohne weiteres
iibertragbar. Die entsprechenden Begriffe sind eben beziehungsweise I-eben. Wir nennen
einen geometrischen Graphen eben oder 1-eben, wenn in der entsprechenden Zeichnung
jede Kante ungekreuzt beziehungsweise héchstens einmal gekreuzt ist.

Ebenfalls zentral fiir diese Arbeit ist das Konzept der Cluster. Wie in der Einleitung
bereits erwdhnt finden sich in der Literatur viele verschiedene Definitionen des Begriffs.



Jede dieser Definitionen bezeichnet im Grunde jedoch mit Clustering das Zusammenfas-
sen mehrerer Datenpunkte zu einer iibergeordneten Entitdt. Im Kontext des Problems
Cluster-Minimierung verstehen wir unter einem Cluster eine Zusammenhangskomponen-
te eines kreuzungsfreien geometrischen Graphen.

2.2 Modellierung

Ein wichtiges Werkzeug zur Modellierung abstrakter Probleme sind die sogenannten
Flussnetzwerke. Da wir diese in Kapitel [6] zur Herleitung eines exakten Algorithmus fiir
Cluster-Minimierung nutzen, soll der Begriff hier kurz erklirt werden. Als Netzwerk be-
zeichnen wir einen gerichteten Graphen G = (V, E) mit zwei ausgezeichneten Knoten, der
Quelle s und der Senke ¢t. Weiterhin wird jeder Kante aus F eine nichtnegative Kapazitdit
zugewiesen. Von einem Fluss spricht man, wenn jeder Kante zusétzlich ein nichtnegativer
Flusswert zugewiesen wird. Dabei muss gelten, dass fiir keine Kante der Flusswert die
Kapazitét iibersteigt. Weiterhin muss fiir jeden Knoten aufer Quelle und Senke gelten,
dass der Betrag des Zuflusses dem des Abflusses entspricht. Diese grundlegende Definition
l&sst sich erweitern, indem zum Beispiel jeder Kante eine Mindestkapazitdt zugewiesen
wird. Fiir die Modellierung von Cluster-Minimierung in Kapitel [] verwenden wir eine
Abwandlung der Flussnetzwerke, in der mehrere Quellen und Senken erlaubt sind.

Ein weiteres Hilfsmittel zur Modellierung stellen die linearen Programme (kurz: LP)
dar. Ein LP besteht aus mehreren Komponenten, den Variablen, den Nebenbedingungen
und der Zielfunktion. Die Variablen représentieren dabei Sachverhalte des Problems, das
iiber das LP modelliert wird, wihrend die Nebenbedingungen das Verhalten der Variablen
regulieren. Die Zielfunktion weist schlieflich einer Belegung der Variablen einen Wert zu.
Das Ziel eines linearen Programmes ist es iiblicherweise, eine Variablenbelegung zu finden,
welche die Zielfunktion entweder maximiert oder minimiert. Viele Probleme lassen sich
iiber lineare Programmierung modellieren, reguldre LPs sind aufterdem effizient 16sbar.
Fiir diese Arbeit von grofer Bedeutung sind die ganzzahligen linearen Programme (IL-
Ps). Diese unterscheiden sich von reguldren LPs durch die Einschrankung einiger oder
aller Variablen auf ganzzahlige Wertebereiche. Fiir ILPs ist, im Gegensatz zu reguléren
linearen Programmen, kein effizientes Losungsverfahren bekannt. Dies deckt sich mit der
Beobachtung, dass viele NP-schwere Probleme als ILP darstellbar sind. Die Konstruk-
tion eines exakten Algorithmus fiir Cluster-Minimierung in Kapitel [§] erfolgt iiber die
Modellierung des Problems als ganzzahliges lineares Programm.

2.3 Union-Find

Ein zentraler Bestandteil der in Kapitel 4] vorgestellten Heuristiken ist die Union-Find-
Datenstruktur. Diese soll daher an dieser Stelle kurz beschrieben werden.

Union-Find ist eine von Galler und Fischer [GF64] im Jahre 1964 erstmals beschriebe-
ne Datenstruktur. Mit ihr ldsst dich die Partition einer Menge in disjunkte Teilmengen
verwalten. Dazu wird aus jeder gespeicherten Menge eines seiner Elemente, das kanoni-
sche Element, als Reprisentant gewdhlt. Dieses wird genutzt, um die Unterscheidung der



Teilmengen effizient durchfiihren zu kénnen.

Union-Find stellt die drei Operationen MAKESET, UNION und FIND zur Verfiigung.
MAKESET(z) erzeugt eine neue Teilmenge, die zunéchst nur das Element x enthilt. Die-
ses wird dementsprechend als Reprisentant der Menge gewihlt. UNION(z, y) identifiziert
die Représentanten der Teilmengen, die x bezichungsweise y enthalten. Anschliefend
werden diese Mengen unter einem gemeinsamen kanonischen Element zusammengefasst.
Die Wahl des neuen Reprisentanten hingt dabei von der Implementierung ab, es wird
jedoch stets eines der kanonischen Elemente der beiden vereinigten Mengen selektiert.
FIND(x) liefert das kanonische Element derjenigen Menge, zu der x gehort.

Abgesehen von der Tatsache, dass die Funktionalitdt von Union-Find nahezu kon-
gruent zu den Anforderungen des Cluster-Minimierungs-Problems ist, bietet sich diese
Datenstruktur auch durch ihre héchst kompetitive Effizienz an. Wie Tarjan und van
Leeuwen [TvL84] zeigten, benttigt Union-Find, bei korrekter Implementierung, fiir n — 1
Union- und m Find-Operationen eine Laufzeit von O(n 4+ ma(n)). Dabei bezeichnet
a(n) die Inverse Ackermann-Funktion. Diese wichst extrem langsam, tatséchlich liefert
sie fiir Eingaben < 10%Y, was in etwa der geschitzten Anzahl an Atomen im beobacht-
baren Universum entspricht, nur Werte, die kleiner als 5 sind. Daher kann sie fiir alle
praktischen Anwendungen als konstant angenommen werden. Friedman und Saks [['S89]
bewiesen, dass diese Laufzeit fiir alle Datenstrukturen, die die geforderten Operationen
bereitstellen, optimal ist. Die MakeSet-Operation ist in konstanter Zeit realisierbar.

2.4 (-Skelette

In diesem Abschnitt soll das Konzept der 8-Skelette niher beschrieben werden. 5-Skelette
wurden zuerst von Kirkpatrick und Radke [KR85] als eine Variante der von Edelsbrunner
et al. [EKS83] diskutierten a-Formen definiert, welche wiederum mit den Konzepten der
konvexen Hiille und der Delaunay-Triangulierung verwandt sind.

Zur Konstruktion eines S-Skeletts werden zwei Komponenten bend&tigt, ndmlich eine
Menge P von Punkten in der Ebene und ein Parameter 8. Zun&chst muss in Abhingigkeit
von 3 ein Winkelmaf 6 berechnet werden, dies geschieht iiber die folgende Formel.

{sin_l(l) fir 5 >1
f = B
7 —sin~}(B) fiir B <1

Nach Konstruktion gilt, dass 6 bei steigendem [ schrumpft. Definiere fiir zwei Punkte
p, q die Menge R,,q mit Ry, = {r | Zprq > 0}. Fiir § < 1 nimmt R, die Form des Schnitts
zweier Kreisscheiben mit Radius d(p, q)/8 an. Fiir § > 1 ergibt sich hingegen die Verei-
nigung zweier Kreisscheiben mit Radius 3-d(p, ¢). Abbildung[2.1]zeigt die verschiedenen
Ausprigungen.

Eine Kante {p, ¢} ist genau dann in der Kantenmenge des (-Skeletts enthalten, wenn
die Menge R, keinen Punkt aus V enthélt. Die grau gefirbten Fléchen in Abbildung2.1]

bilden also ,verbotene” Bereiche. Das bei steigendem 5 monotone Wachstum dieser Areale
impliziert, dass die Kantenmenge eines [-Skeletts in diesem Fall monoton schrumpft.



(a) B <1 (b)p=1 (c) p>1

Abb. 2.1: Die Menge R,, fiir verschiedene Werte von (.

Jedes Skelett ist also ein Subgraph aller Skelette mit kleinerem #. Abbildung zeigt
die Skelette auf einer Punktmenge bei verschiedenen [-Werten.

Da fiir 8 < 0 die Bereiche ausarten wiirden, ist es sinnvoll, die Domé&ne von § auf
positive Werte zu beschrinken. Damit ergibt sich die formale Definition der §-Skelette.

Definition (5-Skelett). Sei V' eine Punktmenge in der Ebene. Fiir 8 € (0,00) ist das
B-Skelett fiir V' definiert als der Graph G = (V, E) mit E = {{p,q} | VN Rpy = 0}.

Bemerkung. Fiir § =1 ergibt sich der sogenannte Gabriel-Graph. Da dieser planar ist,
sind folglich alle 5-Skelette fiir 8 > 1 planar.

(a) =05 (b) =07 (c) =09

Abb. 2.2: p-Skelette fiir verschiedene Werte von f.
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3 Komplexitat

In diesem Abschnitt soll ein Beweis iiber die NP-Vollstdndigkeit von Cluster-Minimierung
gefiihrt werden. Dieser besteht, wie alle Beweise dieser Art, aus zwei Teilen. Zunéchst
soll argumentiert werden, dass es sich bei Cluster-Minimierung tatséchlich um ein Pro-
blem aus der Komplexititsklasse NP handelt. Im Anschluss muss der Nachweis erbracht
werden, dass zusétzlich die Bedingung der NP-Schwere erfiillt wird. Zu diesem Zweck
soll das bekannte Problem Planar Independent Set auf Cluster-Minimierung reduziert
werden.

3.1 Grundlegendes und Definitionen

Zunéchst soll das Problem Planar Independent Set formal korrekt definiert werden. Dabei
orientieren wir uns an der Darstellung des reguldren Independent-Set-Problems, wie sie
bei Garey und Johnson [GJ79| zu finden ist.

Definition (Planar Independent Set). Sei G = (V, E) ein planarer Graph und k € N*.
Entscheide, ob G eine unabhingige Menge mit Machtigkeit mindestens k enthilt.

Da isolierte Knoten die Losung des Problems offensichtlich nicht erschweren, beschran-
ken wir uns im Folgenden auf zusammenhéngende planare Graphen. Dies bietet den Vor-
teil, dass im Kontext von Laufzeitanalysen die codierte Eingabe einer Probleminstanz
jeden Knoten explizit enthalten muss und ihre Grofie damit linear in der Anzahl der
Knoten von unten beschrinkt ist.

Um die angestrebte Reduktion einfacher zu gestalten, nutzen wir statt des bereits
definierten Cluster-Minimierungs-Problems eine Variante desselben, in der keine Opti-
mierung gesucht wird, sondern lediglich die Frage nach der Existenz einer Losung mit
einer bestimmten Grofie gestellt wird.

Definition (Cluster-Anzahl). Sei G = (V, E) ein geometrischer Graph und k& € NT.
Entscheide, ob G eine kantenkreuzungsfreie Partitionierung in héchstens k Zusammen-
hangskomponenten zulésst.

Wie ebenfalls bei Garey und Johnson [GJ79| nachzulesen ist, ist die Umformulie-
rung eines Optimierungsproblems in ein Entscheidungsproblem zum Zweck einer Be-
weisfliihrung durchaus iiblich, da die NP-Vollstdndigkeit einer Variante stets auch die
NP-Vollstiandigkeit der anderen impliziert. Die geldufigen Argumente dafiir sind auch
hier giiltig. Angenommen, ein Algorithmus kdnnte Cluster-Anzahl l6sen. Dann liefe sich
mit seiner Hilfe leicht eine Methode zur Losung von Cluster-Minimierung entwerfen. Zum
Beispiel kann mit linear vielen Aufrufen des Algorithmus die Grofse eines optimalen Clus-
terings gefunden werden. Im Anschluss kann fiir eine Kante e {iberpriift werden, ob sie
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diesem Clustering angehort, indem man den urspriinglichen Algorithmus fiir G/e aufruft
und iiberpriift, ob dadurch die Groke einer optimalen Lésung wéchst. Auch dies bend-
tigt nur linear viele Aufrufe. Umgekehrt kann natiirlich iiber das Finden eines optimalen
Clusterings entschieden werden, ob ein Clustering einer bestimmten Grofe existiert. Es
ist also klar, dass es fiir den angestrebten Beweis geniigt, das Problem Cluster-Anzahl zu
betrachten.

3.2 Cluster-Minimierung ist NP-vollstandig

Zunéchst zeigen wir die Zugehorigkeit von Cluster-Anzahl zur Komplexititsklasse NP.
Lemma 3.1. Cluster-Anzahl ist in NP.

Beweis. Die Zugehorigkeit von Cluster-Anzahl zu NP ergibt sich iiber ein einfaches Argu-
ment. Betrachte das folgende Vorgehen. Fiir jede Kante in E entscheide nichtdeterminis-
tisch, ob sie in die Losung aufgenommen wird oder nicht. Dann iiberpriife, ob die Lésung
planar ist und héchstens k£ Zusammenhangskomponenten besitzt und gib die Antwort
aus. Dies ist ein NP-Algorithmus. O

Wir wenden uns nun dem Beweis der NP-Schwere von Cluster-Anzahl zu. Dafiir wollen
wir eine Instanz von Planar Independent Set in einen Graphen verwandeln, in dem jede
Kante genau einen Knoten aus der urspriinglichen Instanz reprisentiert. Diese Kanten
sollen sich genau dann schneiden, wenn die korrespondierenden Knoten in der urspriing-
lichen Instanz adjazent sind. Wie wir spiter zeigen werden, ergibt sich dadurch eine
giiltige Reduktion von Planar Independent Set auf Cluster-Anzahl. Damit eine Reduk-
tion fiir eine Argumentation {iber NP-Schwere geeignet ist, muss sie in Polynomialzeit
durchfiihrbar sein. Auch iiber diesen Umstand argumentieren wir im Folgenden.

Die angesprochene Umwandlung erfolgt nicht direkt, sondern iiber mehrere Phasen.
Zunéchst konstruieren wir aus dem iibergebenen planaren Graphen einen dquivalenten
L-Form-Schnittgraphen. Fin L-Form-Schnittgraph ist ein Graph, bei dem jeder Knoten
durch eine geometrische Figur reprisentiert wird, die aus einem vertikalen und einem
horizontalen Segment besteht. Dabei schlieftt das horizontale Segment am unteren En-
de des vertikalen Segments an und verlduft nach rechts. Beide Strecken miissen eine
positive Lange haben. Zwei Knoten sind genau dann adjazent, wenn sich die beiden
sie reprasentierenden Figuren schneiden. Zwei Knoten diirfen héchstens einen gemeinsa-
men Punkt haben. In Abbildung sind ein planarer Graph sowie ein entsprechender
L-Form-Schnittgraph dargestellt. Gongalves et al. [GIP18] haben gezeigt, dass jeder pla-
nare Graph eine solche Darstellung besitzt. Wir orientieren uns an der Methodik dieser
Autoren um zu zeigen, dass sich diese Darstellung in polynomieller Zeit konstruieren
l&sst.

Lemma 3.2. Aus einem planaren Graphen G = (V, E) ldsst sich in polynomieller Zeit
ein dquivalenter L-Form-Schnittgraph konstruieren.
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Abb. 3.1: Ein planarer Graph und eine dquivalente L-Darstellung.

Bewets. Der Konstruktion der Autoren folgend muss zunéchst eine Triangulierung 1" =
(V', E') konstruiert werden, so dass G ein induzierter Subgraph von T ist. Insbeson-
dere darf keine Kante aus E’' \ E zwischen zwei Knoten aus V verlaufen, neue Kanten
miissen also stets an neue Knoten anschliefen. Chalopin et al. [CGOI10| zeigten, dass
eine solche Triangulierung fiir planare Graphen stets existiert, die dort angegebene Kon-
struktion ldsst sich leicht in polynomieller Zeit durchfiithren. Die genannten Eigenschaften
der Triangulierung sind unabdingbar, da sich zwar Knoten und dazu adjazente Kanten
leicht aus einer L-Repréasentation entfernen lassen, Kanten zwischen bestehenden Knoten
jedoch nicht.

Ausgehend von dieser Triangulierung definieren die Autoren eine schrittweise Dekon-
struktion, aus der sich dann wiederum die L-Darstellung ergibt. Dabei gehort der aktuell
betrachtete Knoten genau einer von drei Kategorien an, fiir die sich die Platzierung der
jeweiligen Figur unterscheidet. Sowohl der Test auf die Zugehorigkeit zu einer Kategorie
als auch die drei verschiedenen Konstruktionswege sind in polynomieller Zeit durchfiihr-
bar.

Zum Schluss sind noch alle Knoten aus V/\V zu entfernen, ein Schritt, der offensichtlich
ebenfalls in Polynomialzeit durchfithrbar ist. O

Bemerkung. Die L-Reprisentation eines Graphen mit n Knoten passt in ein Gitter mit
Lange und Breite n. [GIP18]

Ausgehend von dem soeben konstruierten L-Form-Schnittgraphen wird nun eine wei-
tere Zwischenstufe angestrebt, ndmlich ein Segment-Schnittgraph. Die Definition eines
Segment-Schnittgraphen ist analog zu der eines L-Form-Schnittgraphen, allerdings han-
delt es sich bei den verwendeten geometrischen Objekten um Liniensegmente mit belie-
biger Ausrichtung. Abbildung zeigt einen L-Form-Schnittgraphen sowie einen dqui-
valenten Segmentgraphen.
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Abb. 3.2: Ein L-Form-Schnittgraph und ein &quivalenter Segment-Schnittgraph.

Eine berithmte Vermutung, die Scheinerman in seiner Doktorarbeit [Sch84] aufstellte,
besagt, dass jeder planare Graph eine Représentation als Segment-Schnittgraph besitzt.
Fiinfundzwanzig Jahr spiter konnte die These von Chalopin und Gongalves [CG09| be-
wiesen werden. Fiir diese Anwendung unabdingbar ist jedoch vor allem ein Resultat
von Biedl [Bie20|, nach dem jeder Graph, der eine L-Reprisentation besitzt, und damit
insbesondere jeder planare Graph, auf einem Gitter mit Linge und Breite 4™ als Segment-
Schnittgraph darstellbar ist. Biedl stellt auch eine einfache Konstruktion vor, mit der man
einen L-Form-Schnittgraphen in einen dquivalenten Segment-Schnittgraphen umwandeln
kann. Resultate und Verfahren aus jenem Aufsatz erlauben es uns, das folgende Lemma
zu beweisen.

Lemma 3.3. Aus einem planaren Graphen G = (V, E) lasst sich in polynomieller Zeit
ein dquivalenter Segment-Schnittgraph konstruieren.

Beweis. Sei G = (V, E) ein planarer Graph. Die Konstruktion von Biedl nutzt als Aus-
gangspunkt die L-Reprisentation eines Graphen. Wir gehen daher im Folgenden, in Uber-
einstimmung mit Lemma von einer solchen Reprdsentation aus. Der erste Schritt
besteht darin, die vorliegende Reprisentation auf ein Gitter mit Linge und Breite 2n
anzupassen, und zwar so, dass in beide Richtungen jede Koordinate genau einmal be-
legt ist. Biedl nennt in ihrer Arbeit Argumente, nach denen dies problemlos moglich ist.
Anschliefsend wird die Darstellung um 180° rotiert, es ergeben sich also T-Formen. Seien
(I,t), (r,b) mit I,b,r,t € {0,...,2n — 1} die Koordinaten der Endpunkte einer solchen
Form. Dann ergeben sich die Koordinaten der Endpunkte des korrespondieren Segments
durch (2!,2¢ — 2t=0=D) und (27 — 27=(=) 28} Die Berechnung dieser Koordinaten ist
offensichtlich in Polynomialzeit moglich, insbesondere wird nur polynomiell viel Speicher-
platz benétigt. O

14



Abb. 3.3: Die Konstruktion des Graphen aus Definition

Bemerkung. Aus der Konstruktion ergibt sich, dass keine zwei Segmente einen gemein-
samen Endpunkt haben kénnen.

Wir haben gezeigt, dass ein planarer Graph in polynomieller Zeit in einen dquiva-
lenten Segment-Schnittgraphen verwandelt werden kann. Auf Grundlage einer solchen
Darstellung vollziehen wir nun die letzte bendtigte Transformation.

Definition 3.4. Sei S ein Segment-Schnittgraph, der aus den Segmenten s; = [p;, ],
i € {1,...,n} besteht. Dann ist der Graph G' = (V!, E') definiert iiber

Vt:{pi|i6{1,...,n}}u{qi|i6{1,...,n}}
Et:{{pia%’}|i€{1>"'7n}}

Die Endpunkte aller Segmente aus S bilden also die Knotenmenge V! von G?. Zwei
Knoten in V? sind genau dann adjazent, wenn sie die Endpunkte des gleichen Segments
in S sind. Diese Konstruktion ist offensichtlich in Polynomialzeit durchfiihrbar.

Es bleibt zu zeigen, dass ein auf diese Weise konstruierter Graph die gewiinschte Re-
duktion leistet.

Lemma 3.5. Sei G = (V, E) ein planarer Graph und k € N. Dann gilt: (G, k) ist eine
Ja-Instanz von PLANAR INDEPENDENT SET genau dann, wenn (G',2|V|— k) eine Ja-
Instanz von CLUSTER-ANZAHL ist.

Beweis. Nach Konstruktion der Segment-Schnittdarstellung von G korrespondiert jede
Kante aus E! zu genau einem Knoten aus V und zwei Kanten aus E! schneiden sich
genau dann, wenn die entsprechenden Knoten in G adjazent sind. Eine unabhingige
Menge in G induziert also eine Menge von untereinander ungekreuzten Kanten in G?
und umgekehrt.
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Abb. 3.4: Eine unabhingige Menge und das entsprechende Clustering.

Jeder Knoten in G ist Endpunkt genau einer Kante. Die maximale Anzahl an Zu-
sammenhangskomponenten in einer Losung fiir Cluster-Anzahl ist [V = 2|V|, und jede
selektierte Kante verringert die Anzahl der Cluster um genau 1.

Sei nun U eine unabhiingige Menge mit Gréfe k in G. Selektiert man in G die entspre-
chenden Kanten, ergibt sich eine giiltige Losung mit genau 2|V| — k Clustern. Existiert
umgekehrt in G? eine Losung mit Grofe 2|V| — k miissen in dieser genau k Kanten
selektiert sein. Diese Kanten induzieren eine unabhingige Menge mit Groéfe £ in G.
Abbildung illustriert den Zusammenhang der Probleminstanzen. O

Wir haben nun gezeigt, dass sich Planar Independent Set in polynomieller Zeit auf
Cluster-Anzahl reduzieren lisst. Da Cluster-Anzahl und Cluster-Minimierung aus kom-
plexititstheoretischer Sicht dquivalent sind, ergibt sich damit der folgende Satz.

Satz 3.6. Cluster-Minimierung ist NP-vollstindig.

3.3 Kanten-Maximierung ist NP-vollstindig

In der Einleitung wurde das von Akitaya et al. [HACT19] im Zusammenhang mit Cluster-
Minimierung formulierte Problem Kanten-Mazimierung angesprochen. Dieses gestaltet
sich wie folgt.

Definition (Kanten-Maximierung). Sei G = (V,E) ein geometrischer Graph. Finde
einen Subgraphen H = (V, E’) mit E' C E, so dass E’ keine Kantenkreuzungen enthilt
und |E’| maximiert wird.

Es ist leicht zu sehen, dass in einem 1-reguldren Graphen die Anzahl an Kanten genau
dann maximiert wird, wenn die Anzahl an Clustern minimiert wird. Dies entspricht
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Abb. 3.5: Eine Instanz von Kanten-Maximierung und ihre Reduktion auf Cluster-Minimierung.

der Argumentation aus dem Beweis von Lemma [B.5] Folglich kann mittels Kanten-
Maximierung eine nach Definition konstruierte Probleminstanz optimal gelost wer-
den, die beschriebene Reduktion von Planar Independent Set ist also auch fiir Kanten-
Maximierung giiltig. Da das Problem von einem einfachen NP-Algorithmus geldst werden
kann, ergibt sich das folgende Korollar.

Korollar 3.7. Kanlen-Mazimierung ist NP-vollstindig.

Bemerkung. Der komplexititstheoretischen Aquivalenz von Cluster-Minimierung und
Kanten-Maximierung entsprechend ldsst sich Kanten-Maximierung durch eine einfache
Konstruktion auf Cluster-Minimierung reduzieren. Dafiir muss ein gegebener geometri-
scher Graph in einen 1-reguldren Graphen verwandelt werden, indem jede Kante ein
Stiick verkiirzt wird und an ihren Enden neue Knoten eingefiigt werden. Dies muss so
durchgefiihrt werden, dass keine Kantenkreuzungen verloren gehen. Mit der bekannten
Argumentation wird fiir einen solchen Graphen die Anzahl der selektierten Kanten genau
dann maximiert, wenn die Anzahl der Cluster minimiert wird. Abbildung illustriert
dieses Vorgehen.
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4 Heuristiken

Aufgrund der in Kapitel [3| bewiesenen NP-Vollstdndigkeit von Cluster-Minimierung ist
die Existenz eines exakten, effizienten Algorithmus unwahrscheinlich. Daher sollen in
diesem Kapitel einige Heuristiken zur Approximation dieses Problems vorgestellt sowie
auf ihre Laufzeit untersucht werden.

4.1 Greedy

Wie in vielen Arbeiten bildet auch hier ein einfacher Greedy-Algorithmus den Ausgangs-
punkt der Suche nach einer méglichst guten Heuristik. Es soll also iterativ die jeweils lokal
optimale Kante selektiert werden. Dabei ist die Wahl eines Auswahlkriteriums nicht so-
fort offensichtlich, da jede Kante die aktuelle Clusteranzahl héchstens um eins verringern
kann und daher potenziell viele Kanten die Losung lokal auf die gleiche Weise beeinflus-
sen. Stattdessen fokussieren wir uns auf Kanten, deren Selektion den weiteren Verlauf des
Algorithmus moglichst wenig negativ beeinflussen. Da die Selektion einer Kante stets das
Loschen aller sie schneidenden Kanten beinhaltet, liegt es nahe, immer diejenige Kante
zu wihlen, deren Kreuzungszahl zum jeweiligen Zeitpunkt minimal ist. Auferdem ist
es sinnvoll, Kanten, die innerhalb bereits bestehender Cluster verlaufen und somit kein
Potenzial zur Verbesserung der Losung tragen, bei der Berechnung der Kreuzungszahlen
zu ignorieren. Zur Verwaltung der aktuellen Cluster verwenden wir die in Abschnitt
vorgestellte Datenstruktur Union-Find. Aus diesen Uberlegungen ergibt sich der folgende
Algorithmus [T}

Laufzeit Die Laufzeit des Greedy-Algorithmus setzt sich aus drei grofen Bausteinen
zusammen: Der Berechnung der Kantenkreuzungen, der Auswahl der minimal gekreuzten
Kanten und der Benutzung von Union-Find.

Balaban [Bal95] stellte 1995 einen Algorithmus vor, der fiir m Segmente mit insgesamt
k Schnitten in O(k + mlogm) alle Kreuzungen berechnet und ausgibt. Diese Laufzeit
entspricht, wie Chazelle und Edelsbrunner [CE92| zeigten, dem Optimum und ist eine
Verbesserung gegeniiber der Komplexitét des gelaufigen Bentley- Ottmann-Algorithmus.

Zur Auswahl der aktuell minimal gekreuzten Kante bietet sich die Verwendung einer
Datenstruktur an, die eine Prioritdtswarteschlange realisiert. Dabei verwenden wir Kan-
ten als Elemente und weisen ihnen ihre jeweilige Kreuzungszahl als Schliissel zu. Fiir
den Greedy-Algorithmus besonders wichtig sind die Operationen REMOVE, EXTRACT-
MIN und DECREASEKEY. Daher suchen wir nach einer Datenstruktur, die diese mog-
lichst effizient bereitstellt. Eine solche Realisierung einer Prioritdtswarteschlange ist der
Fibonacci-Heap. Fibonacci-Heaps wurden erstmals von Fredman und Tarjan [E'T87] be-
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Algorithmus 1 : Greedy Cluster Minimierung(Graph G = (V, E))

Eingabe : Graph G = (V, E)

Ausgabe : E' C E, so dass E’ keine Kreuzungen enthilt und moglichst wenige
Zusammenhangskomponenten in G’ = (V, E’) verbleiben

1 B«
2 foreach v € V do MAKESET(v)
3 foreach e = (v,w) aus F ohne Kreuzungen do

4 Verschiebe e von E nach E’

5 | UNION(FIND(V),FIND(W))

6 while F # ) do

7 foreach e = (v,w) aus E do

8 if FIND(v) = FIND(w) then

9 L Losche e
10 Wihle beliebige Kante e = (v, w) mit minimaler Kreuzungszahl
11 if FIND(v) # FIND(w) then

12 Verschiebe e von F nach E’ und 16sche alle Kanten aus F, die e kreuzen
13 UNION(FIND(V),FIND(W))
14 else

15 L Lésche e.

16 return F’

schrieben und bieten amortisierte Laufzeiten von O(logn) fir REMOVE und EXTRACT-
MIN sowie O(1) fiir DECREASEKEY. Weiterhin kann die Initialisierung in linearer Zeit
durchgefiihrt werden. Es bleibt zu diskutieren, wie oft die Operationen jeweils verwen-
det werden. Offensichtlich wird jede Kante vom Greedy-Algorithmus genau einmal aus
der Datenstruktur entfernt, entweder iiber REMOVE oder iiber EXTRACTMIN. Fiir m
Kanten ergibt sich folglich eine Laufzeit von O(mlogm). Wird eine Kante entfernt, miis-
sen die Schliisselwerte der sie kreuzenden Kanten aktualisiert werden. Die Anzahl dieser
Operationen ist jedoch beschriankt durch die Anzahl der Kreuzungen k. Die obere Lauf-
zeitschranke O(k) folgt sofort. Insgesamt tragen die Operationen des Fibonacci-Heaps
also eine Laufzeit von O(k + mlogm) bei.

Als letztes betrachten wir die Zeitkomplexitét, die durch Verwendung von Union-Find
entsteht. Wie in Abschnitt erwihnt bendtigt Union-Find zur Abarbeitung von n — 1
Union- und m Find-Operationen eine Laufzeit von O(n+ ma(n)). Es ist leicht zu sehen,
dass fiir jede Kante die Aufrufe der Funktionen UNION und FIND mit dem Entfernen
der Kante zusammenfallen. Beide Operationen miissen, fiir eine Kantenanzahl m, also
hochstens O(m) mal durchgefiihrt werden. Mit den Kosten fiir die Initialisierung, die sich
bei n Knoten auf O(n) belaufen, ergibt sich fiir die Verwendung von UNION-FIND eine
Laufzeit von O(n +m + ma(m)) C O(n + ma(m)).

Aus der Analyse der Laufzeiten der drei Hauptbestandteile ergibt sich mit der Domi-
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nanz von O(mlogm) iiber O(ma(m)) die Zeitkomplexitit des Greedy-Algorithmus.

Lemma 4.1. Fiir eine Instanz mit n Knoten, m Kanten und k Kantenkreuzungen hat
der Greedy-Algorithmus eine Laufzeit von O(n + k + mlogm).

Bemerkung. Fiir einen Graphen ohne isolierte Knoten gilt O(n) C O(m), damit erreicht
der Greedy-Algorithmus fiir derartige Eingaben eine Laufzeit von O(k +mlogm). Es ist
anzunehmen, dass diese Laufzeit unter allen Algorithmen, die giiltige Lésungen produ-
zieren, optimal ist, da diese Zeit bereits bendtigt wird, um sdmtliche Kantenkreuzungen
zu berechnen.

4.2 Reverse Greedy

Wir betrachten nun eine Variante des Greedy-Algorithmus, den Reverse-Greedy-Algo-
rithmus. Auch hier werden, dem Gedanken eines Greedy-Ansatzes entsprechend, iterativ
Entscheidungen getroffen, die zum jeweiligen Zeitpunkt den meisten Erfolg versprechen.
Im Gegensatz zu dem im vorherigen Abschnitt besprochenen Algorithmus wird beim
Reverse-Greedy-Vorgehen jedoch nicht die aktuell minimal gekreuzte Kante selektiert,
sondern die jeweils maximal gekreuzt Kante geldscht. Dieses Verfahren entspringt &hnli-
chen Uberlegungen wie denen, die dem Greedy-Algorithmus zugrunde liegen. Statt jedoch
diejenige Kante zu wihlen, die den weiteren Verlauf am wenigsten negativ beeinflusst,
wird hier der umgekehrte Ansatz verfolgt. Es wird also stets die Kante ausgeschlossen,
deren Prisenz am stérksten mit dem restlichen Verfahren interferiert. Wird auf solche
Weise die letzte Kreuzung einer Kante entfernt, kann diese bedenkenlos selektiert werden.
Dadurch kénnen Cluster entstehen, bevor alle Kantenkreuzungen entfernt sind. Daher ist
es auch hier sinnvoll, nach jedem Schritt alle unselektierten Kanten innerhalb eines be-
stehenden Clusters zu 16schen, damit diese den Auswahlprozess nicht mehr beeinflussen.
Mit der erneuten Nutzung von Union-Find formulieren wir den folgenden Algorithmus 2]

Laufzeit Die Laufzeit des Reverse-Greedy-Algorithmus stimmt in weiten Teilen mit
der des Greedy-Ansatzes iiberein. Auch hier zerféllt die Zeitkomplexitéit in drei Haupt-
teile, ndmlich die Berechnung der Kantenkreuzungen, die Identifizierung einer maximal
gekreuzten Kante und die Verwendung von Union-Find.

Wiéhrend die Berechnung der Kantenkreuzungen und die Benutzung von Union-Find
mit &hnlichen Argumenten wie fiir den Greedy-Algorithmus die gleiche asymptotische
Laufzeit beitragen wie oben, bedarf die Identifizierung einer maximal gekreuzten Kante
genauerer Analyse.

Fir den Reverse-Greedy-Algorithmus wiirden wir bei Verwendung eines Fibonacci-
Heaps die Funktion EXTRACTMAX bendtigen, die jedoch nicht effizient unterstiitzt wird.
Die Benutzung eines Fibonacci-Heaps scheidet also aus. Stattdessen nutzen wir an dieser
Stelle einen binéren Suchbaum, der, bei richtiger Implementierung, die Operationen Ex-
TRACTMAX, REMOVE und DECREASEKEY in logarithmischer Zeit zur Verfligung stellt.
Auch hier muss jede der m Kanten genau einmal aus der Datenstruktur entfernt werden,
es ergibt sich eine Laufzeit von O(mlogm). Fiir die Behandlung der k£ Kantenkreuzungen
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Algorithmus 2 : Reverse Greedy Cluster Minimierung(Graph G = (V, E))

Eingabe : Graph G = (V, E)

Ausgabe : E' C E, so dass E’ keine Kreuzungen enthilt und moglichst wenige
Zusammenhangskomponenten in G’ = (V, E’) verbleiben

E 0

foreach v € V do MAKESET(v)

while FE # () do

foreach e = (v, w) aus E ohne Kreuzungen do
Verschiebe e von F nach E’
UNION(FIND(V),FIND(W))

O v R W N

foreach e = (v,w) aus E do
if FIND(v) = FIND(w) then
L Losche e

®

10 Lésche beliebige Kante mit maximaler Kreuzungszahl

11 return F’

miissen kK DECREASEKEY-Operationen durchgefiihrt werden, hierfiir muss eine Laufzeit
von O(klog k) aufgewandt werden.
Aus diesen Uberlegungen leiten wir die Laufzeit des Reverse-Greedy-Algorithmus ab.

Lemma 4.2. Fir eine Instanz mit n Knoten, m Kanten und k Kantenkreuzungen hat
der Reverse-Greedy-Algorithmus eine Laufzeit von O(n + klogk + mlogm).

4.3 Reverse 1-plane Greedy

Akitaya et al. [HACT19| zeigten, dass sich Cluster-Minimierung fiir 1-planare Graphen
effizient l6sen ldsst. Sie argumentierten, dass ein einfacher Greedy-Algorithmus das Pro-
blem bereits exakt lost. Mithilfe dieses Resultats formulieren wir eine Variation des
Reverse-Greedy-Algorithmus, den Reverse-1-plane-Greedy-Algorithmus (kurz: RIPG).
Bei dieser gehen wir zunéchst vor wie beim Reverse-Greedy-Algorithmus. Statt jedoch
so lange Kanten zu ldschen, bis der iibrige Graph planar ist, stoppen wir bereits, sobald
1-Planaritédt erreicht wird. Die iibrige Instanz 16sen wir exakt.

Dieser Algorithmus wurde mit der Hoffnung entwickelt, die Resultate des Reverse-
Greedy-Algorithmus zu verbessern. Tatséchlich sind die beiden Verfahren jedoch dquiva-
lent. Dies ist iiber folgendes Argument zu erkldren.

Bis zum Erreichen der 1-Planaritét verhalten sich die Algorithmen Reverse-Greedy und
R1PG identisch. Erst im weiteren Vorgehen unterscheiden sie sich. W&hrend der Reverse-
Greedy-Algorithmus weiterhin iterativ aktuell maximal gekreuzte Kanten entfernt, nutzt
R1PG das Verfahren von Akitaya et al. [HAC™19|, um die iibrige Instanz exakt zu losen.
Dieses Verfahren entspricht einem einfachen Greedy-Ansatz, es wird also iterativ eine
aktuell minimal gekreuzte Kante selektiert. Da jede verbliebene Kante jedoch héchstens
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Algorithmus 3 : Reverse 1-plane Greedy Cluster Minimierung(Graph G =

(V. E))

Eingabe : Graph G = (V, E)

Ausgabe : E' C E, so dass E’ keine Kreuzungen enthilt und moglichst wenige
Zusammenhangskomponenten in G’ = (V, E’) verbleiben

E' 10

foreach v € V do MAKESET(v)

while G ist nicht 1-planar do

foreach e = (v, w) aus E ohne Kreuzungen do

Verschiebe e von E nach E’
UNION(FIND(V),FIND(W))

O ok WN

foreach e = (v,w) aus E do
if FIND(v) = FIND(w) then
L Lésche e

®

10 Lésche beliebige Kante mit maximaler Kreuzungszahl

11 Lose iibrige Instanz exakt.
12 return £’

einmal gekreuzt ist, spielt es keine Rolle, ob eine solche Kante selektiert wird, oder ob
stattdessen eine Kante geloscht und die sie kreuzende Kante selektiert wird. Damit liefern
beide Algorithmen, bis auf potenzielle Unterschiede bei der zufilligen Wahl von Kanten,
das gleiche Ergebnis. In der restlichen Arbeit wird daher der R1PG-Algorithmus nicht
weiter betrachtet.
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5 Theoretische Analyse der Algorithmen

In diesem Kapitel widmen wir uns der Frage nach der Performanz der vorgestellten Heu-
ristiken. Dabei fokussieren wir uns auf die Differenz zwischen einer optimalen und einer
von den Algorithmen gefunden Losung. Dafiir konstruieren wir eine Familie von Pro-
bleminstanzen, auf der sowohl der Greedy- als auch der Reverse-Greedy-Ansatz beliebig
schlechte Ergebnisse liefern. Weiterhin betrachten wir ein Beispiel fiir eine Graphenfa-
milie, fiir die mit der Greedy-Heuristik Losungen konstanter Groéfse gefunden werden,
mit dem Reverse-Greedy-Algorithmus jedoch nur Losungen mit einer linearen Anzahl an
Clustern.

5.1 Greedy

Wir wenden uns zunéchst dem Greedy-Algorithmus zu. Um seine theoretischen Grenzen
auszuloten, formulieren wir einen Satz, der die Existenz eines konstanten Approximati-
onsfaktors ausschlieft.

Satz 5.1. Es existiert eine Familie von Graphen (Gy)pen+, fir die eine optimale Lo-
sung von Cluster-Minimierung konstante Gréfie hat, der Greedy-Algorithmus jedoch nur
Lésungen mit linearer Gréfie findet.

Der Beweis dieser Aussage erfolgt, indem zunéichst eine Konstruktion einer solchen
Familie von Graphen angegeben wird und im Anschluss die genannten Eigenschaften
gezeigt werden.

Definition 5.2. Sei k € N*. Fixiere die Punkte ux = (k,k + 1) und vy, = (k + 1, k).
Definiere Vi wie folgt:

Xk ::{ZL'Z':(Z',O)‘Z'EO,...,IC}
Yy :{ylz(o?l) |Z€177k}
Vi i= Xp U Y, U {ug, vi}

Man beachte, dass |Yi| = |Xx| — 1 gilt. Die Kantenmengen E} setzen sich wie folgt
zusammen:

A = {{z;,u} |i€0,...,k}

By = {{yi,v} |i€l,... .k}

Cr ={{zi,zix1}|7€0,...,k—1}
Ep:=A, UB,UCy
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Abb. 5.1: Der nach Definition konstruierte Graph Gs.

Es werden also alle Punkte aus X3 mit ug verbunden (Ay), alle Punkte aus Yy sind zu
vg adjazent (By). Weiterhin bilden die Knoten aus X}, einen Pfad (Cy). Die Graphen Gy,
ergeben sich iiber G = (Vi, Ex). Abbildung |5.1| zeigt den Graphen Gs.

Lemma 5.3. Fiir jeden Graphen G,k € NT, der nach Deﬁmtion konstruiert wurde,
hat die optimale Lisung fiir Cluster-Minimierung Grifle 3.

Beweis. Selektiere alle Kanten aus By sowie alle Kanten aus Cy. Es ergeben sich die
Cluster X,Y, U{v} und {u}. O

Lemma 5.4. Fiir jeden Graphen G,k € N, der nach Deﬁm'tion konstruiert wurde,
gibt der Greedy-Algorithmus eine Lisung der Grifie k + 2 aus.

Beweis. Der Greedy-Algorithmus selektiert zundchst alle Kanten aus Cf, da diese unge-
kreuzt sind. Es ergibt sich das vorliufige Cluster Xj. Da nun weder ungekreuzte Kanten
noch Kanten innerhalb bestehender Cluster verbleiben, wihlt der Algorithmus eine Kante
mit minimaler Kreuzungszahl. Jede Kante aus Ay kreuzt jede Kante aus By und umge-
kehrt. Da |Ag| = k+ 1 = |Bg| + 1 gilt, wird eine beliebige Kante e aus Ay selektiert.
Alle Kanten aus By werden gelGscht, da sie e schneiden. Die verbleibenden Kanten aus
Ap, sind nun ungekreuzt und verlaufen innerhalb eines bereits bestehenden Clusters, der
Algorithmus terminiert also. Die ausgegebenen Cluster sind Xj U {u}, {v}, sowie {y;}
firze1,...,k. O

Uber Lemma und Lemma ergibt sich die Aussage von Satz

5.2 Reverse Greedy

Betrachten wir nun die Performanz des Reverse-Greedy-Algorithmus. Auch fiir diesen
gilt ein Analogon zu Satz [5.1]

Satz 5.5. Es existiert eine Familie von Graphen (Gy)pen+, fir die eine optimale Lisung
von Cluster-Minimierung konstante Grofie hat, der Reverse-Greedy-Algorithmus jedoch
nur Lisungen mit linearer Grifle findet.
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Der Beweis dieses Satzes wird dem vorherigen Abschnitt entsprechend gefiihrt. Dafiir
verwenden wir die Konstruktion aus Definition £.2]

Lemma 5.6. Fiir jeden Graphen G,k € N, der nach Deﬁm'tion konstruiert wurde,
gibt der Reverse-Greedy-Algorithmus eine Lésung der Grifie k + 2 aus.

Beweis. Dem Vorgehen des Greedy-Algorithmus folgend selektiert der Reverse-Greedy-
Algorithmus zunéchst alle ungekreuzten Kanten, also alle Kanten aus Cy. Da nun keine
ungekreuzten Kanten und keine Kanten innerhalb bestehender Cluster in Ej, verbleiben,
16scht der Algorithmus im n#chsten Schritt eine beliebige maximal gekreuzte Kante.
Analog zur Argumentation im Beweis von Lemma [5.4]ist jede Kante aus Ay genau k mal
gekreuzt, jede Kante aus By weist eine Kreuzungszahl von k + 1 auf. Dementsprechend
wird eine beliebige Kante e € By, vom Algorithmus geldscht. Da e jede Kante aus Ay,
aber keine Kante aus By, kreuzt, ist die ndchste maximal gekreuzte Kante wiederum in By
zu finden. Offensichtlich werden nun iterativ alle Kanten aus By geloscht. Es verbleiben
die Kanten aus Ay, die alle ungekreuzt sind und daher selektiert werden. Im Anschluss
terminiert der Algorithmus, die ausgegebenen Cluster entsprechen dem Ergebnis des
regulidren Greedy-Algorithmus. O

5.3 Vergleich zwischen den Algorithmen

Wir haben gezeigt, dass sowohl der Greedy-Algorithmus als auch der Reverse-Greedy-
Algorithmus im schlechtesten Fall um einen linearen Faktor von der optimalen L&-
sung abweichen. Nun wollen wir die theoretische Performanz der beiden Verfahren mit-
einander vergleichen. Dazu konstruieren wir eine Familie von Problemen, fiir die der
Greedy-Algorithmus Losungen mit konstanter Grofse findet, die vom Reverse-Greedy-
Algorithmus gefundenen Losungen jedoch lineare Grofe haben. Dabei nutzen wir aus,
dass beim Reverse-Greedy-Ansatz zunéchst eine maximal gekreuzte Kante geloscht wird,
indem wir einen Graphen wihlen, dessen optimale Losungen eine solche Kante enthalten
miissen.

Satz 5.7. Es existiert eine Familie (Gg)ren von geometrischen Graphen, so dass der
Greedy-Algorithmus angewendet auf Gy eine Lisung konstanter Grifie liefert, wihrend
der Reverse-Greedy-Algorithmus eine Lésung linearer Grofle zurickgibt.

Wir beschreiben die Konstruktion dieser Graphenfamilie anhand ihrer Darstellung in
Abbildung

Sei k € N. Wir beginnen zunéchst mit zwei waagrechten, parallelen Pfaden der Lénge
k + 3, also mit jeweils k + 4 Knoten. Wir bezeichnen den oberen Pfad mit A, und den
unteren Pfad mit Aj. Anschliefend platzieren wir tiber jeder Kante aus Aj und unter
jeder Kante aus Aj einen Knoten und verbinden die jeweils gegeniiberliegenden Knoten
mit Kanten. Diese Knoten fassen wir in den beiden Mengen By, und Bj, zusammen. Diese
beiden Mengen haben nach Konstruktion jeweils die M#chtigkeit k£ + 3. Oberhalb von By,
und unterhalb von By, fiigen wir wiederum die zu Ay und Aj parallelen Pfade Cj und Cj,
mit Lénge 2k + 3 ein. Die Knoten aus By und Bj, werden mit den Knoten aus Cj und
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Abb. 5.2: Die Konstruktion der Graphenfamilie aus Satz

C). wie in Abbildung verbunden. Zum Schluss erstellen wir noch einen Pfad Dy, der
Lange k. Dessen Knoten platzieren wir so, dass jede seiner Kanten alle Kanten zwischen
Knoten aus By und By, schneidet.

Abbildung zeigt den Graphen G4 sowie in gestichelten Linien seine Erweiterung
zum Graphen G5.

Lemma 5.8. Sei k € N. Angewendet auf den Graphen Gy, findet der Greedy-Algorithmus
eine Losung mit Grofle 7 fir Cluster-Minimierung.

Beweis. Der Greedy-Algorithmus wéhlt zunéchst alle ungekreuzten Kanten, also die Kan-
ten der Pfade C und C, aus. Im verbleibenden Graphen ist die minimale Kreuzungszahl
unter allen Kanten 1. Der Algorithmus wéhlt willkiirliche eine von zwei Moglichkeiten.
Entweder wird eine Kante auf einem der Pfade Ay, und A}, selektiert, oder eine derjenigen
Kanten, die die Mengen By, und Bj, mit den Pfaden C}, und Cj, verbinden. In beiden Fél-
len schneidet die selektierte Kante e genau eine andere Kante. Im ersten Fall ist dies eine
Kante, die zwischen den Mengen By, und Bj, verlduft. Nach Entfernung dieser ist die zu e
korrespondierende Kante in Aj beziehungsweise A} ungekreuzt und wird als néchstes
selektiert. Im zweiten Fall erfiillt die kreuzende Kante die gleiche Funktion wie e.

Es ist leicht zu sehen, dass auf diese Weise iterativ alle Kanten aus Ay und A}, sowie ein
Teil der Verbindungskanten zwischen By und C} beziehungsweise B/{€ und C'/,’C selektiert
werden. Die Selektion dieser Verbindungskanten hat zur Folge, dass, bis auf jeweils eine
Ausnahme, alle Knoten aus By, und B}, mit den Pfaden Cj, beziehungsweise C}, verbunden
sind. Alle Kanten zwischen den Mengen By, und Bj, werden bei diesem Verfahren gel6scht.
Da nun alle Kanten des Pfades Dy, ungekreuzt sind, werden sie selektiert. Im Anschluss
terminiert der Algorithmus.

Die Pfade Aj, A; und Dy, reprisentieren jeweils ein Cluster. Weiterhin werden durch
die Pfade Cj und C}, sowie den angeschlossenen Knoten Cluster gebildet. Jeweils ein
Knoten aus By, und By, verbleiben in eigenen Clustern. O

Bemerkung. Da iterativ alle Kanten zwischen By und Bj, geloscht werden, sinkt die
Kreuzungszahl der Kanten in Dy. Es ist also moglich, dass Teile dieser Kanten vor den
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letzten unselektierten Kanten aus Ay und Aj ausgewéhlt werden. Dies éndert jedoch
nichts an der ausgegebenen Losung.

Lemma 5.9. Sei k € N. Angewendet auf den Graphen Gy findet der Reverse-Greedy-
Algorithmus eine Losung mit Gréfle k + 7 fiir Cluster-Minimierung.

Beweis. Wie beim reguléren Greedy-Algorithmus werden zunéchst die Kanten der Pfade
Cy, und Cj, selektiert. Da nun weder ungekreuzte Kanten noch Kanten innerhalb beste-
hender Cluster verbleiben, wird eine maximal gekreuzte Kante geloscht.

Die Kanten des Pfads Dy sind genau k + 3 mal gekreuzt, die Kanten zwischen den
Mengen By, und Bj, genau k + 2 mal. Es wird also eine Kante aus Dy, geldscht. Da die
Kreuzungszahl der verbliebenen Kanten aus Dy dadurch nicht reduziert wird und keine
ungekreuzten Kanten entstehen, werden alle Kanten aus Dy, iterativ geldscht.

Im Anschluss sind die Verbindungskanten zwischen den Mengen By und Bj, zweifach
gekreuzt. Eine davon wird also geloscht. Die beiden sie schneidenden Kanten aus den
Mengen Ay und Aj sind nun ungekreuzt und werden selektiert. Dieses Verfahren wird
iterativ fortgesetzt.

Als letztes werden iterativ Kanten zwischen By und Cj sowie Bj und C} geloscht
beziehungsweise selektiert.

Die ausgegebenen Cluster entsprechen denen, die vom Greedy-Algorithmus gefunden
werden, allerdings bildet hier jeder der k + 1 Knoten des Pfades Dy, ein eigenes Cluster.
Es folgt die Aussage des Lemmas. O

Mit Lemma [5.8 und Lemma [5.9] ergibt sich die Aussage von Satz [5.7]

Bemerkung. Trotz des Resultats aus Satz hat der Reverse-Greedy-Algorithmus in
Experimenten tendenziell bessere Ergebnisse geliefert als der Greedy-Ansatz. [Gei2()]
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6 Exakter Algorithmus

In diesem Kapitel formulieren wir ein ganzzahliges lineares Programm, welches Cluster-
Minimierung exakt 16st. Dieses beruht auf der Modellierung des Problems als Flussnetz-
werk. Die Knoten und Kanten des Netzwerks entsprechen dabei den Knoten und Kanten
des eingegebenen Graphen. Die Grundidee ist dabei, jeden Knoten entweder als Quelle
oder als Senke zu betrachten. Dabei soll jedes Cluster genau eine Senke enthalten. Ist ein
Knoten eine Quelle, erzeugt er einen Nettoausfluss von genau 1. Eine Senke nimmt den
erzeugten Fluss aller Quellen des entsprechenden Clusters auf. Dabei diirfen nur selek-
tierte Kanten Fluss transportieren. Die Anzahl an Clustern wird schlieflich minimiert,
wenn die Anzahl an Senken minimiert wird.

Da die Berechnung der Kantenkreuzungen die Komplexitit des ILP nicht erhéht, gehen
wir im Folgenden davon aus, dass die Kantenkreuzungen bekannt sind. Die Entkopplung
ihrer Berechnung vom ILP ermdglicht es aufferdem, das Programm auch fiir nicht gerad-
linige Graphen zu benutzen.

6.1 Variable

Wir beginnen mit der Beschreibung der verwendeten Variablen. Zentral fiir das Problem
Cluster-Minimierung ist die Selektion von Kanten. Dementsprechend benétigen wir Va-
riablen, die reprasentieren, ob eine Kante e = {u,v} selektiert wurde. Wir fithren also
bindre Variablen x,, ein, denen genau dann der Wert 1 zugewiesen wird, wenn die ent-
sprechende Kante selektiert wird. Dabei ist zu beachten, dass eine Kante zwar ungerichtet
ist, die Indizes einer Variable jedoch nicht ohne Weiteres vertauscht werden kénnen. Da-
her korrespondiert jede Kante e = {u, v} zu zwei stets gleichwertigen Variablen z,, und
Loy

Weiterhin bendtigen wir Variablen, die fiir jeden Knoten seinen Status als Quelle be-
ziehungsweise Senke festlegen. Wir fithren also fiir jeden Knoten v die beiden bindren
Variablen s, und t, ein, die genau dann den Wert 1 erhalten, wenn v eine Quelle be-
ziehungsweise Senke ist. Offensichtlich kann nur genau eine der beiden Variablen gesetzt
sein.

Als néchstes definieren wir Variablen, die den Status der Cluster beschreiben. Da im
Vorfeld nicht klar ist, wie viele Cluster eine potenzielle Losung enthalten wird, ist nicht
sofort klar, wie viele Variablen zu definieren sind. Da allerdings die Anzahl an Clustern
in einer Lésung nicht die Anzahl an Knoten im eingegebenen Graphen iiberschreiten
kann, orientieren wir uns an dieser oberen Schranke. Wir legen also eine der Knoten-
anzahl entsprechende Menge an potenziellen Clustern fest und weisen jedem Cluster ¢
davon eine bindre Variable a. zu. Diese soll genau dann den Wert 1 annehmen, wenn das
entsprechende Cluster in der Losung mindestens einen Knoten enthilt. An der Anzahl
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der gesetzten Variablen a. ldsst sich also die Grofe einer gefundenen Ldsung ableiten.
Weiterhin setzen wir Knoten und Cluster zueinander in Beziehung, indem fiir jede Kom-
bination eines Knotens v und eines Clusters ¢ eine Variable t,. eingefiihrt wird. Diese
zeigt an, ob v die eindeutige Senke im Cluster ¢ darstellt.

Schlussendlich werden noch Variablen f,, benétigt, die fiir jedes Knotenpaar u, v den
dazwischen verlaufenden Fluss reprisentieren. Diese definieren wir nur fiir adjazente Kno-
ten. Auch hier ist zu beachten, dass fiir jede Kante {u, v} sowohl die Variable f,, als auch
die Variable f,, existiert. Da kein negativer Fluss existieren kann, miissen alle Variablen
f nichtnegative Werte annehmen.

Zusammenfassend ergeben sich fiir unser ganzzahliges lineares Programm bei Eingabe
eines Graphen G = (V, E) mit Knotenanzahl |V| = n die folgenden Variablen.

Tuw € {0,1} V{u,v} € E

ac € {0,1} Vee{l,...,n}

tye € {0,1} VoeV,ee{l,...,n}
t, € {0,1} YvoeV

sy € {0,1} YoeV

Juw 20 V{u,v} € E

6.2 Nebenbedingungen

Wir wenden uns nun der Beschreibung der Nebenbedingungen zu. Zun#ichst definieren wir
die Regeln, die das Verhalten der Kanten beschreiben. Wie bereits erwéhnt korrespondiert
die Selektion einer Kante {u,v} mit zwei Variablen, x,, und x,,. Es ist offensichtlich,
dass diese stets den gleichen Wert annehmen miissen.

Tyv = Tou Yu,v € V
Weiterhin darf von einem Paar gekreuzter Kanten hichstens eine selektiert werden.

Tab + Teqg < 1 fiir gekreuzte Kanten {a, b} und {c,d}

Das Verhalten der Knoten ist iiber die folgenden Bedingungen geregelt. Nach Konstruk-
tion ist jeder Knoten entweder eine Quelle oder eine Senke.

Sy =1—1, YveV

Ein Knoten ist genau dann eine Senke, wenn er die eindeutige Senke eines Clusters ist.
Ein Knoten kann die Senke hochstens eines Clusters sein.

ty = Z toe < 1 Yo eV
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Ein Cluster hat genau dann mindestens einen Knoten, wenn es eine dedizierte Senke hat.
Ein Cluster kann hochstens eine Senke enthalten.

Ztm:acgl Vee{l,...,n}
veV

Als letztes betrachten wir die Bedingungen, die das Verhalten des Flusses beschreiben.
Wie bereits erwidhnt diirfen nur selektierte Kanten Fluss transportieren. Der Parameter
n ist an dieser Stelle gew&hlt, weil er eine natiirliche obere Schranke fiir den Durchlauf
jeder Kante bildet.

Juw SN Ty V{U,U}EE

Die letzte Regel beschrankt den Nettozu- beziehungsweise abfluss fiir jeden Knoten. Wie
bereits erwihnt muss jede Quelle einen Fluss von 1 erzeugen. Das Verhalten der Senken
ist weniger eindeutig geregelt, klar ist jedoch, dass sie keinen positiven Nettoabfluss
erzeugen diirfen. Fine Senke, die der einzige Knoten eines Clusters ist, erreicht einen
ausgeglichenen Fluss. Da der gesamte Fluss des Netzwerks durch die Anzahl der Knoten
von oben beschrinkt ist, ergeben sich die folgenden Grenzen.

Sy —n -ty < Z (fvu_fuv)gsv YoeV
{u,v}eFE

6.3 Ein ILP fiir Cluster-Minimierung

Mithilfe der oben beschriebenen Variablen und Nebenbedingungen sind wir nun bereit,
das ganzzahlige lineare Programm zu formulieren. Durch das Ziel, eine Belegung mit
moglichst wenigen Clustern zu finden ergibt sich die Zielfunktion wie folgt.

minimiere g Qe

Unter den Nebenbedingungen

Tyy = Toyu Yu,v €V
Tah + Teqg < 1 fiir gekreuzte Kanten {a,b} und {c,d}
Sy =1—1, YveV
ty = Z toe < 1 YoeV
ce{l,...,n}
th:acgl Vee{l,...,n}
veV
fuv S V{U, U} eFE
Sy —n-t, < Z (fvu_fuv)g'sv YoeV
{uv}eFE
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Mit den Variablen

Ty € {0,1} V{u,v} € E

a. € {0,1} Vee{l,...,n}

tve € {0,1} YoeV,eed{l,...,n}
ty €{0,1} Yo eV

sy € {0,1} YoeV

fuv >0 V{U,U} ek

Korrektheit Wir zeigen die korrekte Arbeitsweise des ganzzahligen linearen Programms.
Sei G = (V, E) ein Graph, auf dem Cluster-Minimierung ausgefiihrt werden soll. Wir ar-
gumentieren zunichst, dass eine potenzielle Losung zu einer korrekten Belegung des ILP
mit gleicher Grofse korrespondiert. Im Anschluss zeigen wir, dass eine vom ILP gefun-
dene Lésung eine korrekte Losung von Cluster-Minimierung mit gleicher Clusteranzahl
induziert.

Sei zu einer Losung von Cluster-Minimierung E’ die Menge der selektierten Kanten
und C die Menge der resultierenden Cluster. Wir selektieren im ILP alle Kanten eines
minimalen Spannwalds S von G’ = (V, E’). Offensichtlich entsprechen die Zusammen-
hangskomponenten von S genau den Clustern in C. Wihle zu jedem Cluster aus C
einen beliebigen Knoten aus diesem Cluster als Senke und bestimme diesen als Wur-
zel des entsprechenden Spannbaums. Dann ist jeder Knoten entweder eine Senke oder
iiber genau einen Pfad mit einer Senke verbunden. Weise jeder selektierten Kante einen
Flussdurchlauf zu, der der Grofe des dort befestigten Teilbaums entspricht. Mit belie-
biger Indizierung der Cluster ergibt sich so eine korrekte Variablenbelegung des ILP.
Weiterhin entspricht der Wert der Zielfunktion |C|.

Nehmen wir andererseits eine Losung des ILP mit Wert k£ an. Wir fassen alle darin
selektierten Kanten in der Menge E’ zusammen. Nach Konstruktion enthilt E’ kein
Paar gekreuzter Kanten. Weiterhin ist jeder Knoten in G’ = (V, E’) mit genau einer
Senke verbunden oder selbst eine Senke. Da die Loésung des ILP den Wert £ hat und
damit genau k Senken enthilt, ist G’ eine valide Losung fiir Cluster-Minimierung und
enthilt genau k Cluster.
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7 Fazit und Ausblick

In dieser Arbeit wurde das Problem betrachtet, zu einem gegebenen geometrischen Gra-
phen einen planaren Subgraphen mit einer minimalen Anzahl an Zusammenhangskom-
ponenten zu finden. In Kapitel 3| wurde die NP-Vollstédndigkeit von Cluster-Minimierung
bewiesen. Die Kapitel ] und [5] beschiftigten sich mit der Definition und Analyse meh-
rerer Heuristiken fiir dieses Problem. Fiir jede vorgeschlagene Heuristik wurde jedoch
die Existenz eines konstanten Approximationsfaktors ausgeschlossen. In Kapitel [6] wurde
durch Modellierung als ganzzahliges lineares Programm ein exakter Algorithmus fiir das
Problem Cluster-Minimierung hergeleitet.

Aus den Ergebnissen dieser Arbeit ergeben sich weitere interessante Fragestellungen.
Die Abwesenheit konstanter Approximationsfaktoren fiir alle Heuristiken werfen die Fra-
ge nach Verbesserungspotenzial fiir diese Algorithmen auf. Eine mogliche Verbesserung
des Greedy-Algorithmus, die bei der Forschung fiir diese Arbeit entwickelt wurde, be-
steht darin, Kanten, die zwischen den gleichen bestehenden Clustern verlaufen, bei der
Berechnung der Kantenkreuzungen zusammenzufassen. Fiir diese Modifikation wurde
jedoch auch eine Graphenfamilie entdeckt, die einen konstanten Approximationsfaktor
ausschlieftt. Abbildung skizziert, deren Konstruktion. Die Frage, ob ein Algorithmus
existiert, der Cluster-Minimierung bis auf einen konstanten Faktor approximiert, bleibt
also weiterhin offen.

Das Problem Kanten-Minimierung bleibt weitgehend unerforscht. Zwar konnte in dieser
Arbeit die NP-Vollstandigkeit gezeigt werden, doch auch hier stellt sich die Frage nach
einer Approximation mit konstantem Faktor.

In Anlehnung an die Motivation des Problems Cluster-Minimierung iiber das Cluste-
ring von geographischen Daten konnen weitere, eher praxisorientierte Ansétze formuliert
werden. Wie im Algorithmus DBSCAN kann es zum Beispiel sinnvoll sein, Datenpunkte,

o

Abb. 7.1: Ein Vertreter der Graphenfamilie, welche einen konstanten Approximationsfaktor fiir
den verbesserten Greedy-Algorithmus ausschliefst.
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die sich nicht leicht Clustern zuordnen lassen, als Rauschen zu klassifizieren und von
der Betrachtung auszuschliefen. Eine Erweiterung dieses Ansatzes wére es, jeden Daten-
punkt mit einer ,Wichtigkeit“ zu versehen und diese in die Klassifikation als Rauschen
einfliefen zu lassen. Im Beispiel aus der Einleitung, in dem die Geschifte einer Stadt
als Datenpunkte dienen, kénnte zum Beispiel die Verkaufsfliche als Wichtigkeit verstan-
den werden. Eine weitere Moglichkeit ware es, die Haufigkeit, mit der Geschéfte einer
Kategorie auftreten, in die Bewertung einfliefsen zu lassen.
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