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Abstract

Im Rahmen des CG:SHOP2020-Wettbewerbs werden in diesem Bericht bekannte approx-
mative und exakte Algorithmen fiir das Minimum Convex Partition Problem vorgestellt,
sowie eigene, neue LOosungsanséitze, darunter eine Heuristik und ein Integer Linear Pro-
gram (ILP), fiir das Minimum Convex Partition Problem auf kollinearen Punktemengen
entwickelt. Des weiteren wird iiber die Implementierung ausgewéhlter Ansétze berichtet;
diese werden mit Hilfe von Testdaten beziiglich Losungsgiite und Laufzeit analysiert.



1 Einleitung

Dieses Praktikum beschéaftigt sich mit der Implementierung von Approximationsalgorith-
men fir das Minimum Convex Partition Problem (MCP) im Rahmen des Wettbewerbs
,CG Challenge 2020 [CG2], Teil des ,,36th International Symposium on Computational
Geometry “ [SoC]. Das Ziel dieses Wettbewerbs besteht darin, gegebene Instanzen des
MCP moglichst gut zu l6sen, also fiir jede dieser Instanz eine giiltige Losung zuriickzu-
geben, die moglichst nah an der optimalen Losung ist.

Denn obwohl Algorithmen existieren, die das Problem fiir alle Instanzen exakt 16sen
konnen, ist deren Laufzeit so grof, dass die Losung fir grofe Instanzen mit heutiger
Rechenleistung nicht in realistischer Zeit moglich ist.

Das Problem ist aber nicht nur theoretischer Natur, und dessen Losung auch nicht
nur fiir die CG Challenge 2020 relevant. Wenn zum Beispiel die Punkte des Eingabesets
Knoten in einem Netzwerk darstellen, kann Routing in diesem Netzwerk etwa dadurch
erfolgen, dass simple Routing-Algorithmen auf eine konvexe Partition der Eingabepunkt-
sets angewandt werden. Eine minimale konvexe Partition minimiert dann auch die vom
Netzwerk bendétigten Verbindungen, um die Routing-Algorithmen darauf anwenden zu
konnen; daher erscheint es sinnvoll, ein Netzwerk geméaf einer minimalen, konvexen Par-
tition der Knoten zu erstellen [BBCT02].

Diese Arbeit stiitzt sich in grofen Teilen auf die Arbeit von Knauer und Spillner
[KS06]. In ihrer Arbeit stellen die Autoren mehrere Approximationsalgorithmen fiir das
Minimum Convex Partition Problem fiir Punktemengen, die keine kollinearen Punk-
te enthalten, vor. Einer dieser Algorithmen, ein 3-Approximationsalgorithmus, soll fiir
kollineare Punkte angepasst werden, und dessen Ergebnisse durch Vorverarbeiten der
Punktemenge beziiglich Kollinearitdten weiter verbessert werden. Dieser neue Algorith-
mus bietet leider keinen beweisbaren Approximationsfaktor, aber er liefert eine Heuristik,
deren Giite anhand von Beispielen erklautert werden soll.

Dabei ist diese Arbeit wie folgt aufgebaut. In Kapitel [2] sollen bereits bekannte Al-
gorithmen fiir das MCP, wie zum Beispiel die bereits erwihnte Arbeit von Knauer und
Spillner, zusammengefasst vorgestellt werden, um dem Leser eine Ubersicht iiber den ak-
tuellen Stand der Forschung zu verschaffen. In Kapitel [3] werden Losungsansatze fir das
MCP auf kollinearen Punktemengen vorgestellt; dies enthélt den im vorherigen Absatz
erwiahnten Algorithmus und bildet den Hauptteil der Arbeit. In Kapitel [d] wird iiber die
Implementierung von ausgewéhlten Ergebnissen aus Kapitel [3] berichtet, die im Rahmen
der CG Challenge 2020 erfolgt ist. In Kapitel [l wird schlieflich ein Fazit iiber die gesamte
Arbeit gezogen.

Zunichst sollen aber zum Verstdndnis der Arbeit relevante Definitionen erlautert wer-
den.

Sei P eine Punktmenge der Grofe n in der zweidimensionalen Ebene. Wir nennen e
eine Kante von P, wenn e eine gerade Strecke zwischen zwei Punkten p1, po aus P bildet.
Die konvexe Hiille von P bezeichnen wir als CH(P).

Eine konvexe Partition von P ist eine Kantenmenge F, sodass die Kanten aus E sich
nicht gegenseitig schneiden, und E die konvexe Hiille CH(P) in eine Menge R(E) von
leeren Facetten partitioniert; £ enthélt die Kanten von C'H(P) also nicht. Dabei ist eine



Facette genau dann leer, wenn sie keinen Punkt aus P in ihrem Inneren enthélt, und die
begrenzenden Kanten der Facette keinen Punkt in ihrem relativ Inneren enthalten.

Hierbei sei angemerkt, dass diese Definition, im Gegensatz zur Definition von Knauer
und Spillner [KS06], kollineare Punkte erlaubt. Dies ergibt sich aus dem Grund, dass bei
der CG Challenge 2020 [CG2| kollineare Punkte in den zu lésenden Instanzen ebenfalls
erlaubt sind.

Mit diesen Definitionen kann nun das Minimum Convex Partition Problem (MCP)
aufgestellt werden: Beim Minimum Convex Partition Problem wird eine Kantenmenge F
von P gesucht, sodass E die konvexe Hiille CH(P) in eine minimale Anzahl von Regionen
R(E) partitioniert.

Fiir eine einfachere Notation sollen an dieser Stelle noch einige Begriffe definiert wer-
den. Sei P eine Punktemenge mit konvexer Hiille CH(P). Wir bezeichnen mit & die
Anzahl an inneren Punkten von P, also die Anzahl an Punkten, die nicht auf der konve-
xen Hiille, sondern im Inneren dieser liegen. Damit liegen auf CH(P) genau n — k viele
Punkte.

Sei CHjy, (P) die konvexe Hiille der inneren Punkte von P. Sei v ein Knoten auf CHj, (P)
und seien u, w seine Nachbarn auf CH;,. Sei H,, die Halbebene mit begrenzender Gerade
durch w,v, die w nicht enthélt, und H, die Halbebene mit begrenzender Gerade durch
v, w, die u nicht enthdlt. Wir nennen einen solchen Punkt v Knoten vom Typ (a) genau
dann, wenn der Schnitt von H, mit H,, mindestens einen Punkt aus P, der auf CH(P)
liegt, enthélt. Ist dies nicht der Fall, so nennen wir v Knoten vom Typ (b). Sei schlieflich
a die Anzahl der Knoten vom Typ (a), b die Anzahl der Knoten vom Typ (b) auf der
inneren konvexen Hiille von P. Diese Definitionen sind fiir das Versténdnis der Arbeit
von Knauer und Spillner [KS06] wichtig.



2 Bekannte Ergebnisse

Die aktuell besten Approximationsalgorithmen fiir das Problem liefern die beiden Auto-
ren Knauer und Spillner [KS06|. Die Ergebnisse dieser Arbeit sollen hier in zusammen-
gefasster Form vorgestellt werden, da sie die Basis fiir die weitere Arbeit bilden. Hier ist
noch einmal wichtig anzumerken, dass ihre Ergebnisse fiir die untere Schranke des Pro-
blems und die Approximationsfaktoren ihrer Algorithmen nur fiir nicht-kollineare Punk-
temengen P halten; bei Punktemengen, in denen Kollinearitdten erlaubt sind, kann der
Approximationsfaktor ihrer Algorithmen nicht mehr nach oben hin abgeschétzt werden.
Im folgenden betrachten wir also erst einmal nur solche, nicht-kollineare Punktemen-
gen. Wir nennen das entsprechende Problem non-collinear Minimum Convex Partition
Problem oder auch ncMCP.

2.1 Eine Untere Schranke

Knauer und Spillner kénnen fiir alle konvexen Partition E von beliebigen, nicht-kollinearen
Punktemengen P die Menge an konvexen Regionen R(E) bei einer Partitionierung wie
folgt von unten beschrénken:

§+b+%+1§|R(E)| (1)
Diese Abschétzung begriinden sie, indem sie der Summe der inzidenten Kanten {iber
alle Punkte berechnen. Dabei implizieren die Punkte auf CH(P) insgesamt mindestens
2(n — k) + a+ 2b inzidente Kanten, und die inneren Punkte von P insgesamt mindestens
3k inzidente Kanten; diese Implikation ergibt sich aus der Eigenschafft, dass keine der
k Punkte kollinear zueinander sind. Durch Berechnung der Kantenanzahl hieraus und
anschliefende Abschétzung von |R(E)| mit Hilfe der eulerschen Relation 1 = |P|— |E|+
|R(E)| ergibt sich die vorliegende Schranke.

2.2 Ein Faktor-3-Approximationsalgorithmus

Knauer und Spillner geben einen einfachen 3-Approximationsalgorithmus an, bei dem sie
induktiv zeigen, dass fiir jede Punktemenge P eine konvexe Partition F existiert, sodass:
3 3

R(E)| < Sk + 5 )
Zusammen mit der unteren Schranke aus Abschnitt ergibt diese Abschitzung eine
3-Approximation fiir neM C P. Die grobe Idee der Induktion ist dabei folgende:
Induktionsanfang: Zeige, dass die Annahme fiir £ = 0 und k£ = 1 erfiillt ist.
Induktionsschritt: Nehme nun an, dass k£ > 2 und die Induktionsvoraussetzung fiir alle
Mengen mit echt weniger als & Punkten im Inneren gilt. Betrachte die konvexe Hiille
der inneren Punkte CHj,(P). Suche die beiden Schnittkanten der Geraden durch die
unterste Kante e von CHj,(P) mit CH(P). Verbinde die geometrisch iiber den beiden
Schnittpunkten liegenden Endpunkte der Schnittkanten mit den ersten darunter liegen-
den Punkten von CHj,(P). Dadurch ergibt sich eine konvexe Kette C' von einem Punkt



aus CH(P) zu einem anderen Punkt aus CH(P), auf der ! innere Punkte liegen, mit
[>2.

Der Bereich unter der konvexen Kette C' kann konvex partitioniert werden, indem alle
Punkte links des linken Endpunktes von e sowie der linke Endpunkt von e mit dem
unteren Endpunkt der Schnittkante mit CH(P) verbunden werden, fiir die rechte Seite
analog; dabei entstehen hochstens [ konvexe Regionen.

Die konvexe Kette C bildet zusammen dem Teil der konvexen Hiille CH(P) tiber C' ein
konvexes Polygon () mit k—[ < k inneren Punkten. Nach (IV) kann dieses mit hochstens
3(k — 1) + 2 konvexen Regionen partitioniert werden. Damit gilt die Induktion.

Die Laufzeit von O(nlogn) ergibt sich daraus, dass zuerst alle verschachtelten konve-
xen Hiillen von P mit einem Algorithmus von Chazelle [Cha85| berechnet werden, und
dann die Rekursion in O(nlogn) ausgefithrt wird.

2.3 Ein Faktor-30/11-Approximationsalgorithmus

Knauer und Spillner kénnen des Weiteren zeigen, dass ein %—Approximationsalgorithmus
existiert, indem sie zeigen, dass fiir alle Punktemengen P eine konvexe Partition F exis-
tiert, sodass gilt:

15 24
k-

I (3)

<
|R(E)| <a+2b+ 11 11

Die Approximationsgiite ergibt sich durch Vergleich mit der unteren Schranke in Ab-
schnitt 2.11

Zuerst zeigen sie dabei, dass, hat man eine gute konvexe Partition fiir die inneren
Punkte gefunden, man den Bereich zwischen CH(P) und CHj,(P) mit maximal a + 2b
konvexen Regionen partitionieren kann; nach Definition der Knotentypen (a) und (b).

Nun bleibt zu zeigen, dass die k inneren Knoten mit hoéchstens %k‘ — % konvexen
Regionen partitioniert werden konnen. Die grobe Vorgehensweise dabei ist, eine obere
Schranke der Form an — 8 mit a > 1, § > 0 zu zeigen, und dann « zu minimieren. Dies
passiert induktiv: Den Induktionsanfang fiir 3 < n < 8 liefert die obere Schranke von
Neumann-Lara fiir die Anzahl an konvexen Regionen bei Partitionierung einer Menge mit
n Punkten: |R(E)| < %n — 2. [NRU04] Dadurch werden 6 Ungleichungen aufgestellt,
die o und g erfiillen miissen.

Nun sei n > 9. Hier miissen 2 Falle unterschieden werden:

1. Fall: Es liegen 4 oder mehr Punkte auf der konvexen Hiille von P. Dann kann die
konvexe Hiille durch eine Diagonale in 2 konvexe Teilpolygone mit jeweils echt weniger
als n Punkten unterteilt werden, welche nach Induktionsvorraussetzung 16sbar sind. Fiir
die gesamte Partition miissen diese beiden Unterpartitionen wieder zusammengesetzt
werden, was eine weitere Ungleichung fiir das Gleichungssystem liefert, das « und S
erfiillen miissen.

2. Fall: Es liegen genau 3 Punkte auf der konvexen Hiille von P. Da hier keine Dia-
gonale gezogen werden kann, muss anders vorgegangen werden. Die Idee hier ist, sich
die untersten ¢ Punkte fiir eine Konstante ¢ (im spéteren Algorithmus gilt ¢ = 6) zu
nehmen, und mit den Endpunkten v1,vy der untersten Kante der konvexen Hiille von



P die konvexe Hiille H dieses Sets zu bilden, was ein konvexes Polygon @ liefert. Des
weiteren werden alle j Punkte von H mit dem letzten Punkt v von CH(P) verbunden;
damit erhdlt man Dreiecke D1, ..., D;. Nun wird @) abhéngig von der Anzahl der Punk-
te in seinem Inneren direkt gelost, die j Dreiecke werden per Induktionsvoraussetzung
partitioniert. Diese Schritte liefern weitere Ungleichungen fiir o und .

Setzt man alle so erhaltenen Ungleichungen fiir & und § als Nebenbedingungen fiir ein
lineares Programm, das a minimiert, so erhélt man als optimale Losung fiir die beiden
Werte: a = % und 8 = %. Damit gilt die Induktion fiir diese Zahlenwerte und die
Behauptung ist bewiesen.

Da der Beweis konstruktiv ist, kann aus diesem direkt ein Algorithmus abgeleitet
werden. Dieser besitzt eine Laufzeit von O(n?).

2.4 Exakte Algorithmen fiir MCP

Es gibt auch einige exakte Algorithmen fiir das nicht kollineare M C P, die eine optimale
Losung berechnen. Diese sind jedoch entweder exponentiell in der Grofe der Eingabe n,
oder Fixed-Parameter-Tractable fiir die Anzahl k der Punkte des Punktesets der Eingabe
P, und exponentiell in dieser. Da fiir groke n davon ausgegangen werden kann, dass
k gegen n geht, bleibt auch hier die Laufzeit sehr schlecht. Des weiteren sind in der
CG:SHOP2020-Competition Instanzen mit bis zu n = 1.000.000 Punkten gegeben, die
gelost werden miissen; dies bedeutet, dass kein Rechner der Welt aktuell solche Instanzen
mit einem der exakten Algorithmen in der Zeit bis zum Ende der Competition optimal
16sen kann.

Da jedoch auch kleine Instanzen Teil der Competition sind (z.B. n = 10,100, ...),
koénnte ein exakter Algorithmus zur Losung dieser Instanzen verwendet werden, um eine
optimale Losung und somit einen optimalen Score fiir diese Instanzen zu bekommen, was
den Gesamtscore verbessert. Daher soll hier ein exakter FPT-Algorithmus von Spillner
[Spi05] kurz beschrieben werden.

Die Idee des Algorithmus ist, schrittweise Kanten aus der optimalen Lésung zu raten,
und diese in die zuriickzugebende Kantenmenge E einzufiigen. Der Algorithmus geht
dabei so vor, dass er beginnt, Kanten an Punkten der konvexen Hiille von P einzufiigen.
Durch dieses Einfiigen entsteht immer ein Subproblem, ndmlich das Problem, wie wir die
néchste Kante einfligen, um zu einer giiltigen und optimalen Losung zu gelangen. Spillner
zeigt, dass es 7 Typen von Subproblemen gibt, die bei einem solchen Einfiigen entstehen
kénnen, und gibt fiir jeden Typ von Subproblem an, wie dieses geldst werden kann. Des
weiteren beweist er, dass bei jeder Losung eines Subproblems nur neue Subprobleme nach
Art eines der 7 Typen entstehen kdnnen.

Der Algorithmus fiigt also immer neue Kanten ein, 16st die entstehenden Subproble-
me und fiigt weiter Kanten ein, bis das Punkteset P durch diese Kantenmenge konvex
partitioniert wird. Die Laufzeit von O(2Fk3n3 + nlogn) ergibt sich durch die Anzahl an
moglichen Subproblemen, die behandelt werden miissen, sowie die Zeit zu deren jewei-
ligen Losung. Da im Algorithmus dynamische Programmierung verwendet wird, ergibt
sich ein Speicherverbrauch von O(2Fk?n? 4+ n?).



3 Loésungsansatze fiir MCP auf kollinearen Punktemengen

In diesem Kapitel sollen Losungsansétze fiir das M CP speziell auf kollinearen Punkte-
mengen erarbeitet und vorgestellt werden. Diese dienen als theoretische Grundlage fiir
den Programmcode, mit dessen Hilfe die bei der Competition [CG2| gegebenen Instanzen
gelost werden sollen.

3.1 Beschreibung einer Heuristik

Die Idee des fiir die Competition verwendeten Algorithmus ist es, das gegebene Punkteset
P, das kollineare Punkte enthalten darf, durch Entfernen kollinearer Punkte so vorzu-
arbeiten, dass ein neues Punkteset P’ entsteht, in dem deutlich weniger Kollinearitaten
existieren als in der urspriinglichen Punktemenge. Auf diesem Punkteset P’ soll eine
modfizierte Version des 3-Approximations-Algorithmus von Knauer und Spillner ange-
wendet werden, die P’ konvex partitioniert, und, falls sich Punkte aus P\ P’ im Inneren
von so berechneten, konvexen Polygonen befinden, den Algorithmus rekursiv auf diesen
Polygonen mit den darin befindlichen inneren Punkten aus P\ P’ aufruft.

Fiir die Punktemenge P gilt die in Abschnitt gefundene untere Schranke fiir MC P
aufgrund moglicher Kollinearitédten nicht mehr. Dadurch ist die Giite der Losung des hier
beschriebenen Algorithmus fiir allgemeine, kollineare P nicht durch einen festgelegten
Approximationsfaktor abschétzbar. Jedoch wird im spéteren Teil dieses Kapitels anhand
von Beispielen erklért, warum sich der Algorithmus intuitiv zumindest deutlich besser als
die simple Anwendung des Knauer und Spillner Algorithmus auf P verhélt, und dass er
deshalb eine gute Heuristik liefert, mit der ein angemessener Erfolg bei der Competition
erzielt werden konnte. Zuerst folgt aber die Beschreibung des Algorithmus selbst:

Wir sagen Punkte p1,--- ,pr € P, mit k > 3, liegen auf einer kollinearen Kette C,
wenn die Punkte pq,---,pi kollinear zueinander sind, d.h. sie alle auf einer Geraden
liegen. Seien C', - - - , C; alle kollinearen Ketten, die in P vorkommen; diese kénnen leicht
berechnet werden. Ein Punkt p kann dabei auf beliebig vielen, verschiedenen kollinearen
Ketten liegen. Zwei solche Ketten C;, Cj, mit C; = (psy, -+ , i) und Cj = (pjy, -+, Pjn)
schneiden sich genau dann, wenn die Kanten (p;, p;,,) und (pj;, pj,.) sich schneiden.

Wir wollen spéter im Algorithmus méoglichst alle benachbarten Punkte auf einer kolli-
nearen Kette durch Kanten miteinander verbinden, und diese Kanten zur Losung hinzu-
fiigen. Da in unserer Losung fiir das M C'P nur sich nicht schneidende Kanten vorkommen
diirfen, wollen wir die Schnitte zwischen kollinearen Ketten bei der Vorverarbeitung auf-
16sen, damit sich spater keine dadurch eingefiigten Kanten schneiden. Wir betrachten
dafiir jeden Schnittpunkt x von beliebig vielen kollinearen Ketten in diesem Punkt, und
verandern die daran beteiligten Ketten so, dass sich keine kollinearen Ketten mehr in x
schneiden. So gehen wir dann fiir jedes solches x vor, und haben am Ende eine schnitt-
freie Menge C an kollinearen Ketten aus P. Seien C1, - - - , Cy die kollinearen Ketten, die
sich in x schneiden. Fiir einen solchen Schnittpunkt = miissen wir folgende zwei Féille
betrachten:

1. Fall: x € P: Diese Art von Schnitt muss nicht aufgeldst werden, da sich spéter
Kanten, die zwischen benachbarten Punkten von kollinearen Ketten verlaufen, sich in z



nicht schneiden, sondern in z zueinander inzident sind; dies ist giiltig fiir unsere Lésung.
Ein Beispiel fiir diesen Fall ist in Abbildung [1| gegeben.

Abb. 1: Beispiel, wie das Preprocessing kollineare Ketten mit Schnittpunkt = € P aussieht

2. Fall: z ¢ P. In diesem Fall wiirden sich die Kanten zwischen den zwei zu = néchsten
Punkten jeder kollinearen Kette in x schneiden. Wir 16sen den Schnittpunkt x auf, in-
dem wir die kollineare Kette durch z, die die meisten Punkte aus P enthélt, behalten,
und jede andere kollineare Kette, die am Schnitt in = beteiligt ist, in zwei kollineare
Ketten zerlegen: Eine Kette, die alle Punkte links von z, und eine Kette, die alle Punkte
rechts von x enthélt. Hat eine dieser neuen Ketten weniger als drei (kollineare) Punkte,
so 1oschen wir diese komplett aus der Menge C der kollinearen Ketten. Dieser Fall ist
beispielhaft in Abbildung [2] grafisch dargestellt.

C;

Abb. 2: Beispiel, wie das Preprocessing kollineare Ketten mit Schnittpunkt x ¢ P aussieht

Wir erhalten dadurch also eine Menge an schnittfreien, kollinearen Ketten C. Wir er-
halten auferdem ein Punkteset P’ aus P, indem wir alle Punkte aus P entfernen, die im
Inneren einer kollinearen Kette aus C liegen, d.h. die auf mindestens einer kollinearen Ket-
te aus C liegen, aber kein Endpunkt einer kollinearen Kette aus C sind. Auf dieser neuen
Punktemenge P’ fiihren wir nun den Knauer und Spillner 3-Approximationsalgorithmus
aus. Dabei priorisiert der Algorithmus fiir den Anfang der konvexen Kette Kanten von
CHjy, deren Endpunkte auch die Endpunkte der langsten, auf der aktuellen inneren kon-
vexe Hiille liegenden kollinearen Kette sind.

P’ wird damit korrekt konvex partitioniert. Da alle Punkte aus P \ P’ im Inneren
von kollinearen Ketten liegen, gibt es fiir jeden dieser Punkte v € P\ P’ genau zwei
Moglichkeiten:

1. Der Punkt v liegt auf einer Kante der konvexen Partitionierung von P’. Damit miis-
sen wir diesen Punkt nicht weiter betrachten, da die berechnete konvexe Partitionierung



von P’ somit auch giiltig fiir P’ Uw ist.

2. Der Punkt v liegt im inneren einer durch die konvexe Partitionierung von P’ erstell-
ten Facette. Fiir diesen Fall wenden wir fiir alle Facetten, in deren Inneren Punkte aus
P\ P’ liegen, den hier beschriebenen Algorithmus rekursiv auf die Facette zusammen mit
allen, darin enthaltenen Punkten an. Da jeder Punkt im Inneren von hochstens einer Fa-
cette ist, und die Facetten durch die konvexe Partitionierung des Algorithmus alle konvex
sind, partitioniert die rekursive Anwendung des Algorithmus die gesamte Punktemenge
P konvex.

Die Idee des Algorithmus ist, dass die hier beschriebene, erste Moglichkeit fiir Punkte
aus P\ P in jedem rekursiven Schritt, durch Priorisieren von kollinearen Ketten in der
Knauer und Spillner Unterroutine, mit deutlich groferer Wahrscheinlichkeit auftritt als
die zweite Moglichkeit, und der Algorithmus somit nicht nur effizient bleibt, sondern auch
eine konvexe Partitionierung mit moglichst wenig Facetten berechnet. Denn fiir Punkte,
die die erste Eigenschaft erfiillen, entstehen bei deren Abarbeitung keine neuen Facetten.

Das Berechnen aller kollinearen Ketten fiir ein Punktset P mit n Punkten erfolgt mit
Hilfe eines Sortieralgorithmus in O(n?logn) [Way05], die Auflésung der Schnittpunkte
aller Ketten wiirde O(n?) Zeit kosten, da es bis zu O(n?) viele kollineare Ketten geben
kann. Da Tests aber gezeigt haben, dass es sowohl fiir Laufzeit als auch fiir Giite der
Losung eher wenige, aber dafiir grofse Ketten zu verwenden, werden in der Heuristik
hochstens die n grofiten Ketten benutzt, wodurch sich eine Auflésung der Schnittpunk-
te in O(n?) durchfithren lisst; zu bestimmten, welche Ketten am groften sind, ldsst
sich mit einem einfache Sortieralgorithmus in O(n? log? n) Zeit losen. Die darauffolgen-
de Ausfithrung des Knauer und Spillner 3-Approximationsalgorithmus kostet O(nlogn)
Zeit. Der Algorithmus wird rekursiv hochstens fiir jeden Punkt, also héchstens n mal,
aufgerufen; zu Bestimmen, welche Punkte im Inneren welcher Facette liegen, ist in O(n?)
moglich. Daraus ergibt sich eine Gesamtlaufzeit des oben beschriebenen Algorithmus von
O(n®log®n).

Zur Intuition, warum der hier angegebene Algorithmus auf Punktemengen mit vielen
kollinearen Punkten besser funktioniert als der simple 3-Approximationsalgorithmus von
Knauer und Spillner, ist mit Abbildung [3]ein einfaches Beispiel gegeben. Hier ist ein mit
verschiedenen Ansétzen konvex partitioniertes Punkteset P dargestellt. Die erste Abbil-
dung zeigt die Partitionierung mit dem 3-Approximationsalgorithmus von Knauer und
Spillner, die Zweite den in diesem Kapitel beschriebenen Algorithmus, und die dritte Ab-
bildung die optimale konvexe Partitionierung von P. Dabei sind die schwarzen Linien die
Liniensegmente der dusseren konvexen Hiille der Punktesets, die blauen Linien die vom
jeweiligen Algorithmus eingefiigten Liniensegmente, und die rot gestrichelten Linien in
der zweiten Abbildung die von unserem Algorithmus vorberechneten, kollinearen Ketten.

Dabei wird deutlich, dass fiir dieses Beispiel mit k£ inneren Punkten der simple Knauer
und Spillner Algorithmus eine konvexe Partitionierung berechnet, die P in O(k) konve-
xe Regionen aufteilt, wihrend sowohl unser Algorithmus, als auch das Optimum, eine
konvexe Partitionierung in konstant viele konvexe Regionen erreichen.
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Abb. 3: Beispiel fiir konvexe Partitionierung eines Punktesets P mit |P| = 4 + k, wobei k die
Anzahl innerer Punkte angibt und die inneren Punkte ein Quadrat bilden mit k/4
Punkten pro Seite, k£ beliebig.

3.2 Das Problem als ILP

In diesem Abschnitt soll das M C'P fiir kollineare Punktemengen als Integer Linear Pro-
gram (ILP) formuliert werden. Dieses ILP soll spéter bei der Losung fiir Teilstrukturen
der approximativen Losung des Problems verwendet werden, da das ILP das Problem
exakt 10sen kann, dabei jedoch exponentielle Laufzeit in der Instanzgrofe des Punktesets
P braucht. Kénnen jedoch Losungsteile der approximativen Losung erkannt werden, die
besonders schlecht approximiert werden, aber nur einen kleinen Teil von P enthalten,
konnen diese in realistischer Zeit mit Hilfe des ILP optimal gelost werden, um so die
Gesamtlosung deutlich zu verbessern.

Sei V(CH(P)) die Menge der Punkte auf der konvexen Hiille des Punktesets P, und
sei Conc(v,a,b) die Menge aller Punkte aus P im konkaven Bereich des Winkels Zawvb
iiber den beiden, in v inzidenten Liniensegmenten va und vb, mit v,a,b € P. Dann lasst
sich M C'P wie folgt als ILP formulieren:

Minimiere E Tab

VYa,be P
so, dass Z Tab > 2, Ya € P
vbeP
Tap + Ted <1, Va,b,c,d € P,¥s € R*>:scabAs € cd

Z Tye = Tya + Top — 1, V’le,b@P\V(CH(P)),U#CL#b
VeeCone(v,a,b)

Tab =1, Va,b € V(CH(P))
Tab = Tpq, Ya,b € P
Zab € {0,1}, Va,b € P
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Der Nachteil dieses ILPs ist, dass die Zeile im ILP, die die Conc(v,a,b)-Funktion
verwendet, kubisch viele Nebenbedinungen in der Anzahl der Punkte aus P generiert;
diese Menge kann schnell sehr grofs werden, und bei der Implementierung zu Problemen
mit Platz im Arbeitsspeicher fithren.

Ein speichersparenderer Ansatz fiir ein ILP wird von Barbosa et al. in [BASdR19]| for-
muliert. Wir kénnen dieses ILP von Barbosa et al. [BASIRI9] mit einer kleiner Anderung
an M C'P fiir kollineare Punktemengen anpassen, und verwenden. Der Vorteil dieses ILPs
ist, dass es nur zwei mal quadratisch viele Constraints in der Anzahl der Punkte benétigt,
im Gegensatz zu unserem ILP, das kubisch viele solcher Constraints braucht. Barbosa et
al. definieren dabei CCW (ab) fiir a,b € P und die gerichtete Kante ab wie folgt:

CCW (ab) = {c € P,0° < Zabc < 180°}

Damit fordern sie nun als Nebenbedinung, dass fiir alle Paare a, b, mit 0.B.d.A a Punkt
im Inneren der durch die konvexe Hiille implizierte Facette, mindestens eine Kante von
a zu einem Punkt aus CCW (ab) existieren muss. Dadurch, dass dies fiir alle Paare und
beide Richtungen der Kante jedes Paares gelten muss, existieren also in der Losung keine
Winkel Instanzgrofer oder gleich 180°, da so alle in der Losung vorkommenden Win-
kel in den Constraints abgedeckt werden. Da wir aber, im Gegensatz zu den Autoren
von [BASdR19], kollineare Punktemengen betrachten, konnen bei uns in einer korrek-
ten Losung auch Winkel mit Instanzgrofe genau 180° auftreten. Verdndern wir also die
Definition von CCW (ab) zu CCW'(ab) mit:

CCW'(ab) = {c € P,0° < Zabc < 180°}

und iibernehmen den Rest des ILPs, berechnet das neue ILP eine korrekte, optimale
Losung fiir Punktesets P, die kollineare Punkte enthalten diirfen. Wir erstellen dabei fiir
jedes Punktepaar a,b € P maximal zwei solcher Constraints, ndmlich einen Constraint
fiir jede Richtung der Kante (ab), falls beide Punkte im inneren der konvexen Hiille von
P liegen. Damit haben wir also insgesamt nur 2 - | P|? solcher Constraints.
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4 Implementierung

In diesem Kapitel wird {iber die Implementierung der im Rahmen der CG Challenge 2020
[CG2| verwendeten Algorithmen gesprochen, so wie deren Laufzeit und die Giite der von
ihnen produzierten Losungen analysiert.

Die Implementierung der Algorithmen erfolgte in Java mit Hilfe der IDE | Eclipse Neon*
; Einlesen der Instanzen im JSON-Format, sowie Ausgabe der Losung als Kanten ebenfalls
im von den Veranstaltern der CG:SHOP2020 spezifizierten JSON-Format erfolgte mit
Hilfe der ,,json-simple* Bibliothek [jso].

4.1 Verwendete Algorithmen und Bibliotheken

Zur Losung der von der CG Challenge 2020 gestellten Instanzen wurden zwei Algorithmen
implementiert:

Der 3-Approximationsalgorithmus von Knauer und Spillner [KS06], der in dieser Arbeit
in Kapitel beschrieben wurde, und ebendieser Algorithmus in Verbindung mit Pre-
processing von kollinearen Ketten, wie in Kapitel beschrieben. Der erste Algorithmus
wird im Folgenden ,KnSSimple “, der zweite , KnSCollChains “ gennant.

Die Verwendung von mehreren verschiedenen Algorithmen ergibt sich dabei aus fol-
genden Griinden:

1. Da KnSSimple als Unterroutine von KnSCollChains kollinearen Ketten verwendet
wird, musste KnSSimple sowieso implementiert werden.

2. Da KnSSimple um einiges effizienter ist als KnSCollChains ist, konnte KnSSimple zur
Loésung von mehr Instanzen bzw. zur Lésung von Instanzen mit gréferer Eingabemenge
herangezogen werden.

Als Computational Geometry Bibliothek fiir die Implementierung wurde die sog. ,,JTS
Topolgy Suite* [jts] verwendet. Dabei wurden verschiedene Datenstrukturen, wie z.B.
Implementierungen fiir "Punkt", "LinienSegment", und "Polygon", und Algorithmen,
wie z.B. eine Implementierung des Graham-Scan-Algorithmus fiir die Berechnung von
konvexen Hiillen, oder Schnittpunktberechnung von zwei Liniensegmenten, aus dieser
Bibliothek in beiden Algorithmen eingesetzt.

Dabei wurde bei der Implementierung von KnSCollChains kollinearen Ketten der vor-
her implementierte KnS-Algorithmus als Unterroutine verwendet. Dabei ist zu beachten,
dass die Implementierung von KnSSimple nicht, wie theoretisch moglich und im Paper
von Knauer und Spillner [KS06] beschrieben, eine Laufzeit von O(nlogn), sondern eine
Laufzeit von O(n?logn) besitzt. Dies ergibt sich daraus, dass der im Paper von Chazel-
le [Cha&5] als Unterroutine fiir KnSSimple beschriebene Algorithmus fiir verschachtelte
konvexe Hiillen mit O(nlogn) Laufzeit nicht mit vertretbarem Aufwand implementiert
werden konnte; stattdessen wird in jedem Schleifendurchlauf von KnSSimple der von
der JTS-Bibliothek bereitgestellte Graham-Scan in O(nlogn) auf der Menge der inneren
Punkte durchgefiihrt.

Dabei ist ebenfalls anzumerken, dass der in der JTS Topology Suite implementierte
Graham-Scan-Algorithmus kollineare Punkte der Punktemenge auf der konvexen Hiil-
le dieser nicht mit zuriickgibt; deswegen werden in jedem Schritt der Ausfiihrung von
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KnSSimple fiir eine neue, innere konvexe Hiille alle Punkte, die auf der neuen inneren
konvexen Hiille, und gleichzeitig aber aufgrund von Kollinearitdten auf der aktuellen
duferen konvexen Hiille liegen, gefunden und behandelt; danach musste die innere kon-
vexe Hiille neu berechnet werden. Dies addiert einen Faktor von O(n?logn) zur Laufzeit
der Implementierung beider Algorithmen, kommt aber praktisch nicht vor. Insgesamt er-
gibt sich damit eine worst-case-Gesamtlaufzeit von O(n3logn) fiir die Implementierung
von KnSSimple, und eine worst-case-Gesamtlaufzeit von weiterhin O(n3log® n) von KnS-
CollChains. Obwohl die worst-case-Laufzeiten beider Algorithmen sehr dhnlich sind, ist,
wie spater auch anhand einer praktischen Analyse gezeigt werden kann, die tatsdchliche
Laufzeit von KnSSimple deutlich geringer als von KnSCollChains, da der oben erwéhnte
worst-case zumindest in den bei der Competition gegebenen Instanzen nie auftritt.

Die Implementierung und Verwendung des in Kapitel [3.2] erwdhnten ILPs fiir die op-
timale Losung von Teilstrukturen der von KnSSimple bzw. KnSCollChains kollinearen
Ketten verwendeten Losung war aus Zeitgriinden leider nicht moglich.

4.2 Giite der Lésungen und Laufzeitanalyse

Fiir die Competition waren 247 verschiedene Instanzen gegeben, also 247 verschiedene
Punktmengen, die es konvex zu partitionieren galt. Dabei waren vier verschiedene Typen
von Instanzen gegeben, die wie folgt auf der Website der Competition [CG2| definiert
sind:

e uniform: uniformly at random from a square

e edge: randomly generated according to the distribution of the rate of change (the
wedges”) of an image

e illumination: randomly generated according to the distribution of brightness of an
image (such as an illumination map)

e orthogonally collinear points: randomly generated on an integral grid to have a lot
of collinear points (similar to PCBs and distorted blueprints)

Jede dieser Instanzen besitzt zwischen 10 und 100.000 Punkten, wobei zusétzlich eine
besonders grofse Instanz mit 1.000.000 Punkten gegeben war. Die Instanzen wurden dann
von den Veranstaltern in weitere vier Gruppen aufgeteilt und in folgenden Kategorien
zum Download angeboten:

uniform: Instanzen der Kategorie uniform

images: Instanzen der Kategorie edge und #llumination

ortho rect: ein Teil der Instanzen der Kategorie orthogonally collinear points

rand ortho: der zweite Teil der Instanzen der Kategorie orthogonally collinear
points
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Zu dieser Aufteilung gibt es keine offizielle Angabe auf der Website, doch sie ergibt sich
anscheinend aus der Anzahl an kollinearen Punkten in den Punktesets (low to high); da
KnSCollChains speziell auf solche Punktemengen spezialisiert ist, wird fiir die nachfol-
gende Analyse auch genau diese zweite Aufteilung benutzt.

Eingereichte Losungen fiir jede Instanz werden dabei wie folgt mit einem Score zwischen
0 und 1 bewertet. Ein Score von 0 bedeutet, dass nur die Triangulierung als Losung fiir
die bewertete Instanz abgegeben wurde; eine Triangulierung ist die trivialste Form einer
konvexen Partitionierung einer Punktemenge. Ein Score von 1 bedeutet, dass eine Losung
gefunden wurde, die nur eine Facette enthélt; dies zu erreichen ist fiir keine Instanz
moglich, aber dient als ,upper bound“ fiir den Score. Das Ziel der Competition war es,
die Summe der Scores iiber alle Instanzen zu maximieren, das Team mit dem hochsten
Gesamtscore (max. 247) gewann die Competition [CG2].

Im Folgenden sollen die von beiden verwendeten Algorithmen (KnSSimple und KnS-
CollChains) produzierten Losungen fiir ausgewéhlte Instanzen anhand ihres Scores und
der Laufzeit der Algorithmen analysiert und miteinander verglichen werden. Dabei wurde
ein Rechner mit folgenden Spezifikationen fiir die Ausfiihrung der Programme verwendet:

e Prozessor: Intel(R) Core(TM) i7-2600K CPU @ 3.40GHz, 3401 MHz
e Arbeitsspeicher: 12,0 GB RAM

e Betriebssystem: Microsoft Windows 10 Education

Fiir die Analyse wurden fiir KnSCollChains und KnSSimple Instanzen mit bis zu 10.000
Punkten verwendet. Fiir die Competition konnten mit KnSSimple Instanzen mit bis zu
50.000 Punkten gelost werden, jedoch konnten diese nicht mit KnSCollChains gelést wer-
den und sind deswegen in der vergleichenden Analyse nicht enthalten. In den Abbildungen
[6] und [7] sind jeweils die Ergebnisse von KnSSimple blau, die von KnSCollChains
rot eingeféarbt.

In Abbildung [4] und Abbildung [5| werden Score und Laufzeit von KnSSimple und
KnSCollChains fiir jeweils die Kategorien ,uniform“ und ,images” verglichen. Dabei gibt
es, wie zu erwarten, kaum Unterschiede in der Giite der Losungen zwischen den zwei
Algorithmen, da die Punktesets jeweils keine oder nur sehr wenige kollineare Punkte
enthalten. Diese geringen Unterschiede in der Giite ergeben sich aus der zufilligen Wahl
des KnSSimple-Algorithmus, welches Liniensegment der inneren konvexen Hiille zur kon-
vexen Partitionierung benutzt wird. Auch die Laufzeit der Algorithmen ist &hnlich, da
KnSCollChains ohne Kollinearitdten nicht in eine Rekursion kommt; die etwas hohere
Laufzeit von KnSCollChains ergibt sich aus der Vorberechnung der kollinearen Ketten
in O(n%logn).

Anders sieht es aber bei Abbildung [6] und Abbildung [7] aus, wo die beiden Algorith-
men jeweils fiir die Kategorien ,ortho rect* und ,rand ortho* verglichen werden. Da
diese Punktesets viele kollineare Punkte enthalten, unterscheidet sich hier auch die Giite
der Losungen beider Algorithmen deutlich voneinander. Der KnSCollChains-Algorithmus
produziert hier deutlich bessere Losungen als KnSSimple. Gleichzeitig hat KnSCollChains
hier aber auch eine deutlich hohere Laufzeit als KnSSimple, was sich sowohl durch die
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grofte Rekursionstiefe erklaren ldsst, die besonders bei Punktesets mit vielen, sich ge-
genseitig schneidenden kollinearen Ketten vorkommt, als auch die grofse Anzahl der
kollinearen Ketten (bis zu O(n?)) insgesamt, die nach Gréfe geordnet werden miissen,
um die grofsten n Ketten fiir den Algorithmus zu benutzen. Gerade bei der Kategorie
,and ortho“ ist die Anzahl an kollinearen Ketten hoch. Dafiir konnte in der Kategorie
,and ortho aber auch der hochste Score unter allen Instanzen mit dem KnSCollChain-
Algorithmus erreicht werden; dieser betrégt 0.39.

Allgemein ist aber der Score bei den Kategorien ,ortho rect“ und ,rand ortho* fiir
beide Algorithmen durchschnittlich héher als fiir die anderen beiden Kategorien ,uni-
form“ und ,images*. Dies lasst sich ebenfalls durch die in den ersten beiden genannten
Kategorien erkldaren, da diese dadurch allgemein mit weniger Facetten in der Anzahl der
Punkte konvex partitioniert werden kénnen, als die letzten beiden.

Aus der Analyse ergibt sich schlieklich auch, warum mit KnSSimple Instanzen bis
zu 50.000 Punkten, mit KnSCollChains jedoch nur Instanzen bis zu 10.000 Punkten
gelost werden konnten: Fiir grofse Instanzen mit vielen kollinearen Punkten ergibt sich
flir KnSCollChains eine hohe Rekursionstiefe und darausfolgend eine hohe Laufzeit; die
Laufzeit wurde fiir Instanzen mit mehr als 10.000 Punkten zu grof, um sie mit den
gegebenen Ressourcen in realistischer Zeit l6sen zu konnen.
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5 Fazit

Insgesamt bietet die beschriebene Heuristik eine zwar langsamere, aber immer noch
effiziente Alternative zu bestehenden Algorithmen fiir das Minimum Convex Partition
Problem, die besonders gut auf Punktemengen funktioniert, die viele kollineare Punk-
te enthalten. Gerade eine Implementierung dieser Heuristik, die, wie von Knauer und
Spillner vorgeschlagen [KS06], den Chazelle-Algorithmus fiir verschachtelte konvexe Hiil-
len [Cha85] mit Berticksichtung kollinearer Punkte auf den konvexen Hiillen verwendet,
konnte noch viel an Effizienz dazugewinnen.

Des weiteren kénnte die Idee des Preprocessings von kollinearen Ketten und die dar-
auffolgende Anwendung eines bekannten Algorithmus fiir das MCP nicht nur fiir den
3-Approximationsalgorithmus von Knauer und Spillner, sondern auch fiir andere Algo-
rithmen, z.B. die %—Approximation der beiden Autoren [KS06], zum Einsatz kommen.

Am Besten wére es jedoch, nicht nur eine Heuristik, sondern einen Algorithmus mit
beweisbarem Approxmationsfaktor zu finden, der diesen Faktor auch fiir Punktemengen
mit kollinearen Punkten hélt; dies war im Rahmen dieser Arbeit leider nicht moglich.
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