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Zusammenfassung

Eine Storyline-Visualisierung ist eine Darstellung von Charakteren beispielsweise aus ei-
nem Film oder Buch, welche durch x-monotone Linien reprisentiert werden. Dabei ist auf
der x-Achse die Zeit aufgetragen. Um eine soziale Interaktion der Charaktere darzustel-
len, werden die betroffenen Linien fiir den Zeitraum der Interaktion zusammengeschoben,
d. h. es befindet sich keine Linie, welche nicht Teil der Interaktion ist, zwischen den Li-
nien dieser. Ziel ist es die Anzahl der Blockkreuzungen der Linien zu minimieren. Dieses
Problem ist NP-schwer, weswegen zur Losung ein ganzzahlig lineares Programm und eine
Formulierung als SAT-Instanz verwendet werden soll. Gronemann et al. [5] 16sten mithil-
fe eines ILPs das Problem bereits fiir Einzelkreuzungen optimal. Wir verwenden zuerst
eine fiir Blockkreuzungen angepasste Version ihres Modells und ihres ILPs. Danach wird
noch ein eigenes Modell entwickelt, fiir welches ein zweites ILP und eine Formulierung
als SAT-Instanz aufgestellt wird.
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Abb. 1: Storyline fiir den Film ,Jurassic Park* [14]

1 Einleitung

Im Jahr 1869 veroffentlichte Charles Joseph Minard (1781—1870) eine grafische Darstel-
lung von Napoleons Russlandfeldzug [12], welche Informationen wie Truppenstérke, Po-
sition und Temperatur in einer einzigen Grafik zusammenfasst. Solche Visualisierungen
sind ein Mittel um Informationen und Daten interessant der Offentlichkeit zuginglich
zu machen. Sie konnen auch verwendet werden, um interessierte Laien an komplexe,
wissenschaftliche Themen heranzufithren, oder auch eine kiinstlerische Seite dieser zu
zeigen. Zwei Beispiele dafiir sind die Darstellung von verschiedenen Fraktalen [I] oder
der Kreiszahl 7 [10].

Diese Arbeit wird sich mit der Visualisierung sog. Storylines beschéftigen, welche
sich, seit Munroe [I4] einige solcher handgezeichneten Darstellungen erstellte, an im-
mer mehr auch wissenschaftlicher Aufmerksamkeit erfreut. Als Storyline-Visualisierung
bezeichnet man die chronologische Darstellung einer Geschichte. Alle Charaktere dieser
werden durch x-monotone Linien auf einer Zeitachse reprasentiert. Interagieren mehrere
Charaktere zu einem Zeitpunkt miteinander werden die betroffenen Linien n&her zu-
sammengeschoben und es darf sich keine andere, ,fremde* Linie zwischen Teilnehmern
einer Interaktion befinden. Zusammengeschobene Linien wiirden dann z.B. ein Telefonat,
einen Kampf oder ein einfaches Treffen der Charaktere repriasentieren. Abbildung 1] zeigt
beispielsweise eine Storyline-Visualisierung.

Storylines wurden bereits von Kim et al. [7] verwendet, um Familienstammbé&ume,
mit Fokus auf Eltern-Kind-Beziehungen, zu erstellen. Tanahashi und Ma [I7] generierten
Storyline-Visualisierungen automatisch und verbesserten ihre Darstellung anschliefend
durch Anpassen einzelner Linien. Muelder et al. [I3] verwendeten Storylines, um lokale
Anderungen in grofien, dynamischen Graphen iiber einen Zeitraum darzustellen.

Das Ziel einer Storyline-Visualisierung ist es, wie bei den oben genannten Beispielen,
eine moglichst iibersichtliche Zeichnung der Storylines zu erstellen. Dabei ist es nahelie-
gend, dass Kreuzungen von Linien moglichst vermieden werden sollten. Tatsachlich ist



die Minimierung der Kreuzungen von Storylines ein bereits mehrfach diskutiertes Thema.
So zeigten Kostitsyna et al. [9] sowohl die NP-Vollstandigkeit dieses Problems, als auch,
dass das Problem Festparameter-berechenbar in der Anzahl der Charaktere s ist.

Die Minimierung von Einzelkreuzungen ist allerdings nicht unbedingt die beste Losung.
So sind mehrere Kreuzungen gebiindelt an einer Stelle meist iibersichtlicher, als weniger
Kreuzungen, die iiber die ganze Zeichnung verstreut sind. Wir betrachten in dieser Arbeit
daher die Minimierung von Blockkreuzungen, um eventuell bessere Ergebnisse zu erzielen.
Eine Blockkreuzung ist eine Kreuzung von zwei nichtleeren, benachbarten und zusam-
menhéngenden Mengen von Linien. Abbildung [2| zeigt als Beispiel eine Blockkreuzung.
Die Verwendung dieser speziellen Kreuzungen ist
nicht neu. Bafna et al. [2] nutzen Blockkreuzungen |
um Mengen zu sortieren. Fink et al. [4] minimierten
Blockkreuzungen fiir U-Bahn Karten. Hierbei ist
die Ahnlichkeit zur Darstellung von Storylines be-
reits sehr gut zu erkennen, denn eine U-Bahn Karte
enthélt ebenfalls eine Menge von (meist) monoto-
nen Linien. So ist es nicht verwunderlich, dass die
Minimierung von Blockkreuzungen auch schon fiir Abb. 2: Eine Blockkreuzung
Storylines betrachtet wurde. Van Dijk et al. [I§]
zeigten, dass dhnlich der Einzelkreuzungen auch unter Verwendung von Blockkreuzungen
das Problem der Kreuzungsminimierung NP-vollstédndig und Festparameter-berechenbar
in k ist. Es ist also auch hier schwierig grofiere Instanzen effizient zu 16sen. Gronemann
et al. [5] entwickelten deshalb ein ganzzahlig lineares Programm (ILP), um das Problem
der Minimierung von Einzelkreuzungen exakt zu losen.

Ein lineares Programm besteht aus einer lineare Zielfunktion und einer Menge von
linearen Beschrankungen fiir eine Menge von Variablen. Das Ziel ist dabei, Werte fiir
die Variablen so zu finden, dass die Zielfunktion minimiert oder maximiert wird. Beim
ganzzahlig linearen Problem konnen die Variablen nur ganze Zahlen als Werte anneh-
men. Haufig sind sie sogar binér, d.h. sie kénnen nur die Werte 0 oder 1 annehmen |[§].
Die Komplexitét eines Problems dndert sich dabei nicht, allerdings existiert ausgefeilte
Software zur Losung dieser Programme.

Gronemann et al. implementierten ihr ILP und présentierten so anschauliche Losun-
gen von realen Instanzen aus Filmen und Biichern. Sie generierten z. B. eine optimale
Losung fiir eine Instanz mit 13 Charakteren und 97 Treffen in etwas weniger als einer
Sekunde. In Anbetracht dessen moéchten wir ihr Modell und ihr ILP erweitern, um das
Problem fiir Blockkreuzungen exakt l6sen zu kénnen. Das daraus resultierende neue ILP
soll ebenfalls implementiert und auf denselben Instanzen getestet werden, um einen an-
schaulichen Vergleich herstellen zu konnen. Wir werden sehen, dass die Komplexitéit von
Blockkreuzungen eine Implementierung schwierig gestaltet, da weit mehr Variablen und
vor allem Beschrénkungen bendtigt werden, was sich negativ auf die Laufzeit und den
benotigten Speicher auswirkt.

Aus diesem Grund werden wir anschliefsend ein eigenes Modell entwickeln und darauf
basierend einen zweiten ILP-Ansatz und eine Formulierung als SAT-Instanz vorstellen.
Bei dem SAT-Entscheidungsproblem gilt es eine Menge von Variablen so zu entscheiden,
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dass eine aussagenlogische Formel erfiillbar ist. Das Problem der Blockkreuzungsmini-
mierung bleibt dabei NP-schwer, allerdings werden wir sehen, dass unsere verwendete
Software Losungen fiir reale Instanzen in hinnehmbarer Zeit findet.

Zuletzt werden wir experimentelle Ergebnisse vorstellen, welche wir mit den Ergebnis-
sen von Gronemann et al. vergleichen werden.



2 Definition des Problems

Gegeben ist eine Storyline S = (K, M,{E; | i € K}) und eine endliche Menge von Zeit-
punkten F wobei K = {1,...,k} eine Menge von Charakteren und M = {mq,...,m,}
eine Menge von Treffen ist. Ein Treffen m, ist ein Tripel (smj s €my s C’mj), wobei Sm; € F
den Startzeitpunkt und e,,; € F den Endzeitpunkt des Treffens angibt mit s,,, < ;.
Das dritte Element Cy,; C K ist die Menge der Charaktere, welche an diesem Treffen be-
teiligt sind. Ein Charakter darf dabei nicht gleichzeitig an mehreren Treffen teilnehmen,
d. h. fiir jedes paar von Treffen (m;,m;) mit j # [, spm; < sm, und Cpy; N Cpyy # (0 muss
em; < Smy gelten. Charaktere werden als x-monotone Linien auf der Euklidischen Ebene
dargestellt, wobei die x-Achse als Zeitachse dient.

Die Menge E; = {[b},d} —1],...,[b]",d]" — 1]} mit b, d! € F enthélt n; Zeitintervalle,
in denen ein Charakter ¢ existiert, d.h. nur in diesen Zeitintervallen wird die Linie ¢
gezeichnet. Diese Intervalle sind disjunkt. Wir bezeichnen diese Zeitintervalle als Ezis-
tenzintervalle einer Linie 4. Ein Charakter ¢ darf nur an einem Treffen m; teilnehmen,
wenn er im Zeitintervall des Treffens existiert, d.h. wenn Sm; = bg und em; < dﬁ mit

Sei m; ein Treffen und 7, w, ¢ Linien mit ¢ ¢ Cy,; und w, g € Cpy;. Dann darf ¢ fiir die
Dauer des Treffens [s,;, €;; — 1] nicht zwischen w und ¢ liegen, sofern i existiert.

Wir bezeichnen die Menge der Zeitpunkte b, dt, Smj,em; € J fir alle Charaktere i € K,
allet € {1,...,7m;} und alle j € {1,...,v} als Events &.

Sei R eine weitere endliche Menge von Zeitpunkten mit |R| = . Gesucht ist eine Folge
von Permutationen P von Linien und eine Abbildung A : £ — P. Eine Permutation wird
mit 7" fiir Zeitpunkte r € R bezeichnet und stellt die Reihenfolge der Charaktere zu
einem Zeitpunkt r dar. Die Abbildung A ordnet jedem Zeitpunkt f € F eine Permu-
tation 7" zu. Wir schreiben auch: Der Zeitpunkt f findet auf 7" statt. Dabei muss die

chronologische Reihenfolge aller f bewahrt werden.

Definition 2.1 (Zeitbedingung). Fiir zwei Zeitpunkte f”, f* € F, wobei f” auf 7" und
ft auf 7t stattfindet, gilt r < ¢, falls f7 < f.

Auf welchen Permutationen ein Treffen aktiv ist ldsst sich folgendermafen festlegen.

Definition 2.2 (Treffbedingung). Sei m ein Treffen und f", f* € F zwei Zeitpunkte,
wobei f" auf 77 und f! auf 7! stattfindet und f" = s,,, f' = e,, gilt. Dann ist das
Treffen m auf einer Permutation m* genau dann aktiv, d.h. alle Linien aus C,, miissen
auf m zusammen liegen, falls r < u < t.

Auf welchen Permutationen ein Charakter 7 existiert kann ahnlich dazu bestimmt
werden.



Definition 2.3 (Existenzbedingung). Sei i ein Charakter und f7, f* € F zwei Zeitpunk-
te, wobel f" auf 7" und f* auf 7' stattfindet und f" = b, f' =d¥ fireinp € {1,...,n}.
Dann existiert ¢ auf einer Permutation 7%, falls r < u < t. Sei nun f” € F ein Zeitpunkt,
der auf 7" stattfindet und f" & [b7,d! — 1] fiir alle ¢ € {1,...,n;}. Dann existiert ¢ nicht
auf 7",

Jede Permutation 7" muss so sortiert sein, dass alle Treffen, welche auf 7" aktiv sind,
ein Intervall auf 7" bilden. Fiir das Sortieren diirfen nur Blockkreuzungen verwendet
werden, wobei eine Blockkreuzung eine Kreuzung von zwei nichtleeren, benachbarten
und zusammenhangenden Mengen von Linien ist.



3 Formulierung als ganzzahlig lineares
Programm: Erster Ansatz

Um das ILP von Gronemann et al. fiir Blockkreuzungen anzupassen, konstruieren wir
eine Instanz des Problems wie folgt:

3.1 Konstruktion einer Instanz

Wir erstellen fiir jedes Event eine Permutation, auf der das Event stattfindet und sor-
tieren sie so, dass die Zeitbedingung erfiillt ist. Diese Permutationen werden als Event-
permutationen bezeichnet. Um Blockkreuzungen als lineare Beschréankungen definieren
zu kénnen, fordern wir, dass zwischen zwei Permutationen héchstens eine Blockkreuzung
stattfinden darf. Bafna et al. [2] haben gezeigt, dass sich jede beliebige Permutation der
Lénge k mit 3x/4 Blockkreuzungen sortieren lasst. Wir machen uns dies zunutze, indem
wir zwischen jedem Paar (7", 77+!) von Permutationen der Folge der Eventpermutatio-
nen 3r/4 weitere Permutationen einfiigen. So garantieren wir, dass zwischen zwei Events
genug Blockkreuzungen stattfinden kénnen, um jede beliebige Permutation zu erhalten,
ohne zwischen zwei Permutationen mehr als eine Blockkreuzung machen zu miissen. Alle
Zeitpunkte f € F welche keine Events sind, werden anschlieffend beliebig auf Permuta-
tionen abgebildet, sodass die Zeitbedingung nicht verletzt ist. Durch diese Methode ist
die Abbildung aller Zeitpunkte f € F auf eine Permutation bereits gegeben. Es bleibt
nur noch die Permutationen P so zu sortieren, dass die Treffbedingung erfiillt ist.

3.2 Beschrankungen und Variablen

Wir wissen, dass zwischen zwei Permutationen hochstens eine Blockkreuzung liegen muss
um die Storyline darzustellen. Wir definieren daher y" € {0, 1} als die Anzahl der Block-
kreuzungen zwischen 7" und 77 *! fiir den Zeitpunkt » € R. Damit das ILP nur diese eine
Blockkreuzung erzeugt, wird es wie folgt linear beschrankt. Wir definieren zj; € {0,1}
mit x7; = 1 genau dann, wenn die Linie ¢ iber der Linie j auf 7" liegt (wir schreiben auch
7" (i) < 7" (j)), andernfalls 0. Daraus folgt, dass sich die Linien ¢ und j genau dann zwi-
schen zwei Permutationen 7" und 7" ! {iberkreuzen, wenn Ty + x;j 1 = 1. Ein Beispiel
dafiir ist in Abbildung [3] zu sehen.

Die Reihenfolge der Linien in einer Permutation muss eindeutig sein. Das heifst zum
Einen, dass z7; =+ z%; und zum Anderen, dass eine Permutation keinen Kreis enthalten
darf, so wie es in Abbildung (4] gezeigt wird.
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Diese beiden Bedingungen lassen sich darstellen durch
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falls i £ j,i £ k,j # k

und i, 7, k existieren auf «".
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Um dies fiir spétere Beschrankungen nutzen zu konnen, fithren wir eine Kreuzungsvaria-
ble x7; € {0,1} ein, mit Xi; = 1 genau dann, wenn sich die Linien ¢ und j zwischen 7"
und 7" iiberkreuzen. Wir betrachten hierfiir die folgenden Beschrinkungen.

Xi; = ap;— fir alle r € {1,..., A — 1}, i,j € K, (3.3)
falls 7 # j
und i, j existieren auf 7",

Xij = xZTjH —xy; fir alle r € {1,...,A =1}, i,j € K, (3.4)
falls 7 # j
und i, j existieren auf 7",

Xi; < afy+ a2t fiir alle r € {1,..., A =1}, i,j € K, (3.5)
falls i # j
und %, j existieren auf =",

Xij §m§i+x§i+1 fir alle r € {1,...,A =1}, i,j € K, (3.6)
falls i #£ j

und %, j existieren auf "

Lemma 3.1. Beschn’inkungen undw erzwingen X;; = 1, falls z7; + x:;rl =1

Beweis. Sei T + x:fl = 1. Das bedeutet, dass entweder zi; =1 oder :v:;rl = 1. Aus
diesen beiden Fillen folgt entweder z7; — xf-“ = 1 oder x:f - z;; = 1. Durch die

Beschrankungen und gilt folglich x7; > 1. Da xj; € {0,1}, gilt also xj; =1. [

Lemma 3.2. Beschrdnkungen und erzwingen x;; = 0, falls T + x;;rl #1

:;r 1 = 9. Daraus folgt zj; =1 und xf-“ = 1. Wir wissen aus Beschrén-

kung dass zj; + 27, = 1. Also gilt 27, —i—x;;"l =0. Beschrénkung erzwingt dadurch
xi; < 0. Da xj; € {0,1}, gilt folglich xi; = 0. Fir z7; + :L‘:;rl = 0 erzwingt xij <0
und somit x;; = 0. O

Beweis. Sei zgj +x

Aus den beiden Lemmata @ und @ folgt das erwiinschte Verhalten von xj;.

Korollar 3.3. Beschrinkungen und erzwingen xi; = 1, genau dann,

wenn xj; + x:fl =1, d.h. wenn sich i und j zwischen 7" und 7"+ kreuzen. Ferner gilt
X?j = X;z

Eine Blockkreuzung ist eine Kreuzung von zwei benachbarten und zusammenhéngen-
den Mengen B und C von Linien. Da zwischen zwei Permutationen héchstens eine Block-
kreuzung liegt, definieren wir fiir jede Linie auf jeder Permutation drei weitere Variablen
a, b und c. Diese geben an in welcher Menge sich eine Linie befindet.

a; =1 falls ¢ auf 7" in keiner der Mengen B und C ist, andernfalls 0,
b; =1 falls ¢ auf #" in B ist, andernfalls 0,
ci =1 fallsiauf 7" in C ist, andernfalls 0.

7
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Jede Linie liegt entweder in B, in C oder in keiner Menge, was sich folgendermafien
ausdriicken l&sst.
a; +b; +c =1 fir alle r € {1,...,A}, i € K, (3.7)

falls 7 auf 7" existiert.

Um zwischen B und C nicht durcheinander zu kommen, wird gefordert, dass alle Linien
aus B iiber allen Linien aus C liegen. Daher gilt ¢ A b = z7; und somit

cj+b; —1 <y fir alle r € {1,...,)}, i,j € L,  (3.8)
falls i #£ j

und %, j existieren auf «".

Durch Beschriankung muss also fir jedes Paar von Linien ¢, 7 und jede Permutation
7w, w" (i) < 7" (j) gelten, falls b =1 und ¢} = 1.

Damit B garantiert zusammenhéngend ist, muss b7 = 1 fiir alle j auf 7" gelten, falls
J zwischen zwei Linien ¢ und £ liegt mit b = 1 und b}, = 1. Dies lasst sich durch die
Implikation x7; A azgk A b; ANy, = b darstellen. Dieses Verhalten wird durch die folgende
Beschréankung erreicht.

xp; + @l + b + by — 3 < b} fir alle r € {1,...,A}, 4,5,k € K, (3.9)
falls i #£ j,i £ k,j £ k

und i, j, k existieren auf «".

Da dasselbe analog fiir alle c’]"- gilt, folgt:

ai+al 6+ —3< fir alle r € {1,..., A}, 4,4,k € K, (3.10)
falls i £ j,i £ k,j £ k

und 4, j existieren auf 7".

Wir miissen ebenfalls garantieren, dass B und C benachbart sind. Dies kann &hnlich
zu den Beschriankungen [3.9] und erreicht werden, denn auch hier fordern wir eine
bestimmte Mengenzugehorigkeit fiir eine Linie, wenn sie zwischen zwei anderen Linien
mit ebenfalls spezieller Mengenzugehdorigkeit liegt. So fordern wir a; = 0 fiir alle Linien j
auf 7", falls sie zwischen zwei Linien ¢ und k mit b] = 1 und ¢}, = 1 liegt. Die Implikation
Ty Ny A b; N ¢ = —aj erfiillt dies und die lineare Beschrénkung ist entsprechend

—(zf; + 2 + b +cp) +4 > af fir alle r € {1,..., A}, 4,4,k € K, (3.11)
falls i # j,1 # k,j # k

und 14, j, k existieren auf 7"

12



Hierbei wird ersichtlich, wozu Beschriankung [3.8] benotigt wird. Waren eine Linie ¢ aus C
auf 7" iiber einer Linie k aus B und eine weitere Linie j zwischen ¢ und k, dann wiirde
gelten:

~(14+140+0)+4>a

22%

T
J
T

Die Variable aj konnte also den Wert 1 annehmen, obwohl j zwischen den Intervallen 5
und C liegt.

Zuletzt muss sichergestellt werden, dass sich die Linien von B und C, und auch nur genau
diese, iberkreuzen mit x;j; = 1 genau dann, wenn b} + ¢ = 2 fiir alle 4,7,7 € K. Dies
kann erreicht werden durch die linearen Beschrankungen

Xp=b+d -1 firallere {1,...,A—1}, (3.12)
1,7 €K,
falls i # j
und ¢, j existieren auf 7",

Xij <1-aj fir alle r € {1,...,A =1}, (3.13)
1,7 €K,
falls 7 # j
und i, j existieren auf 7",

Xij < —(bf +07) +2 fiiraller € {1,...,A =1}, (3.14)
i,7 € K,
falls ¢ £ j
und ¢, j existieren auf 7",

Xij < —(cf +¢f)+2 firallere{l,...,A—1}, (3.15)
1,7 €K,
falls 7 # j

und i, j existieren auf «".

Lemma 3.4. Beschrinkungen |3.14, |3.13, |3. 14| und 3.17 garantieren, dass b} + cg = 2,
genau dann, wenn x;; =1, d. h. die Mengen B und C iberkreuzen sich.

Beweis. Es ist offensichtlich, dass Beschrankung Xi; = 1 < b + ¢ = 2 garantiert.
Es bleibt also nur noch die andere Richtung zu zeigen. Hierfiir eignet sich eine Fallunter-
scheidung. Falls aj = 1 oder a} = 1 gilt durch Beschrinkung @ Xi; <1-1=0. Falls
b7 =1 und b; =1 gilt durch Beschr'alnkung Xij < —2+2=0.Firc =1 und =1

gilt durch Beschrankung [3.15] dasselbe analog. O

Die Kreuzungsvariable x;; ist nun eine zuverlassige Variable, um eine Kreuzung zu
erkennen und durch Lemma [3.4] wissen wir, dass nur zuléssige Blockkreuzungen erstellt

13



werden. Durch diese Erkenntnisse ist es leicht die Blockkreuzungsvariable y” so zu be-
schranken, dass sie spater zum Zéahlen der Blockkreuzungen in der Zielfunktion verwendet
werden kann.

y" > X fir alle r € {1,...,A =1}, 7,5 € K, (3.16)
falls i £ j

und 4, j existieren auf 7"

Wir wissen durch die Treffbedingung auf welchen Permutationen #n” ein Treffen statt-
findet, allerdings noch nicht, wie das ILP damit umgehen soll. Wir miissen sicherstellen,
dass zwischen zwei beliebigen Linien eines Treffens m keine Linie, welche nicht in C,, ist,
liegt. Dies kann erreicht werden durch

r

T = Ty fir alle r € {1,..., A}, 4,5,k € K, me M, (3.17)
falls i,k € Cp,, 7 & Cpy

und m ist auf 7" aktiv.

3.3 Zielfunktion

Da wir die Anzahl der Blockkreuzungen minimieren mochten, ergibt sich als Zielfunktion:

A—1
minimiere Z y" (3.18)

r=1

Zusammen mit den linearen Beschrinkungen bis erhélt man das geschwiinschte
ILP.

Satz 3.5. Das ILP minimiert die Anzahl der Blockkreuzungen fiir eine Storyline.

Beweis. Die Korrektheit folgt aus dem korrekten Verhalten der Variablen und Beschrén-
kungen. O

3.4 Analyse

Um einschéitzen zu kénnen, wie gut das ILP zum Loésen realer Instanzen geeignet ist,
mochten wir dessen Leistung kurz bewerten. Ein einfaches Mittel dafiir ist die Anzahl der
Variablen, welche das ILP entscheiden muss, in Abhéngigkeit der Anzahl der Charaktere
x und der Anzahl der Treffen v zu betrachten, wobei v durch die Anzahl der Events |£]
dargestellt wird. Wir beginnen mit der Anzahl der Permutationen . Jedes Event erhélt
seine eigene und weitere 3x/4 Permutationen, welche zwischen den Eventpermuationen
eingefiigt werden. Daraus folgt

A=l (3 +1) +1) = 0el - 5 + €],

14



Die Variablen a; b} und ¢} haben dieselbe Anzahl. Da sie die Intervallszugehéorigkeit jedes

Charakters i auf jeder Permutationen r festlegen, gilt fiir ihre Anzahl
lal + (B +|e] = OB A- k) = OB - (€] - & +[E]) - k) = O(IE] - &2 + [E]).

Die Variable x7; weist jedem Paar (i,j) von Charakteren auf jeder Permutation 7" ihre
Ordnung zu. Daher gilt

2] = O\ - k%) = O(|€] - &3 + €] - K2).

Ahnlich verhilt es sich fiir Xij» welche fiir alle Charakterpaare (i, j ) und der Permutation
7" mit r € {1,...,A — 1} ihr Kreuzungsverhalten zwischen 7" und 7"*! angibt. Die
Anzahl der x Variablen ist damit analog zu x

x| =O((A=1)-K%) = O\ %) = O(I€] - £ + [€] - 7).

Da y" fiir alle 7 € {1,...,\ — 1} die Anzahl der Blockkreuzungen zwischen 7" und 7" **

angibt, gilt fiir deren Anzahl
[yl =0\ =1) = O(N) = O[] - k + [€]).
Daraus folgt fiir die Gesamtzahl der Variablen
V=00 K3+ |- &>+ & -k +|E]) = O(&] - (K> + K% + K + 1)).

Daraus wird ersichtlich, dass die Anzahl der Variablen vor allem mit der Anzahl der
Charaktere stark steigt, wohingegen sie mit der Anzahl der Events nur linear steigt.
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4 Formulierung als ganzzahlig lineares
Programm: Zweiter Ansatz

Die experimentellen Tests in Kapitel [6] des ILP werden zeigen, dass dieses fiir reale
Instanzen nicht brauchbar ist. Vor allem eine grofe Anzahl an Charakteren wirkt sich
negativ auf die Laufzeit aus, was in Abschnitt ersichtlich wurde. Dies liegt vor allem
an der grofen Zahl der Permutationen. Im ersten ILP Ansatz benétigen wir diese viele
Permutationen, um zwischen zwei Events jede beliebige Permutation der Charaktere
erreichen zu kénnen. Dies war notig um die Optimalitdt der Losung zu garantieren. Im
Realfall allerdings lassen sich selbst Instanzen mit groffen x und v héufig mit weitaus
weniger Blockkreuzungen, und damit Permutationen, 16sen.

4.1 Konstruktion einer Instanz

Wir machen uns dies zunutze, indem wir eine maximale Anzahl an Permutationen A fest
vorgeben und dafiir den Zeitpunkt » € R, zu dem ein Event stattfindet, durch Variablen
entscheiden lassen.

Wir iibernehmen die Variablen a, b, ¢, x und x aus dem ersten Ansatz. Das neue ILP
minimiert die Anzahl der Blockkreuzungen nicht mehr, sondern entscheidet lediglich, ob
eine Losung mit A Permutationen existiert. Deswegen ist die Variable y iiberfliissig.

Da Zeitpunkte r € R fiir Events nun vom ILP bestimmt werden, miissen Treffen bei
der Konstruktion einer Instanz anders behandelt werden. Wir fithren daher Treffgruppen
ein. Das sind Mengen von Treffen, die angeben, welche Treffen gleichzeitig aktiv sind.
Die Instanz benétigt dann nur eine Folge von p Treffgruppen 7 = {T71,...,7,}, um das
Problem zu l6sen. Seien beispielsweise m1 und mg Treffen mit Startzeitpunkten s,,, =0
und s,,, = 1 und Endzeitpunkten e,,, = 2 und e;;,, = 3. Diese Treffen wiirden dann durch
eine Folge von drei Treffgruppen T = (T, Ts,T3) dargestellt werden mit T3 = {C)y, },
Ty = {Cpy, Oy} und T3 = {Cyp, }. Dabei ist ersichtlich, dass eine neue Treffgruppe
immer dann entsteht, wenn ein Treffen beginnt oder endet, d.h. es lassen sich fiir jede
Treffgruppe zwei Zeitpunkte fs, fo € F festlegen, die den Beginn bzw. das Ende der
Treffgruppe darstellen. Leere Treffgruppen werden aus der Folge der Treffgruppen T
entfernt.

Neue Variablen werden fiir jede Treffgruppe 7; eine Permutation 7 entscheiden, auf
der T; aktiv ist und liefern damit einen Teil der gesuchte Abbildung A : £ — P, welche
jeden Zeitpunkt f € F auf eine Permutation n" abbildet. Dies geschieht indem alle
Zeitpunkte f; € F mit f, < f; < f. auf 7% abgebildet werden.

Um die Events, welche Charaktere hinzufiigen oder entfernen, auf eine Permutation
abbilden zu kénnen, erzwingen wir, dass jeder Charakter nur genau dann existiert, wenn
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er an einem Treffen beteiligt ist. Ein Charakter ¢, der im Zeitraum t; bis to mit t1,to € F
existieren soll, obwohl er an keinem Treffen beteiligt ist, kann durch Hinzufiigen eines
Treffens m mit s, = t1, e, = t2 und C,, = {i} dargestellt werden.

4.2 Beschrankungen und Variablen

Die neue Variable g; entscheidet fiir jede Treffgruppe 7; und jeder Permutation 7", ob T;
auf 7" aktiv ist. Da jede Treffgruppe genau einmal aktiv sein muss, beschrianken wir mit

A
S g=1 fir alle 1 € {1,..., u}. (4.1)
j=1

Wir miissen ebenfalls die Ordnung der Treffgruppen wahren. Dafiir nutzen wir die par-
tielle Summe

qujflzq{ firalle r € {1,...,A}, 1 €{2,...,u} (4.2)
j=1

und
1 _
q; = L. (4.3)

Das erste ILP hat das Hinzufiigen bzw. Entfernen von Charakteren im Verlauf einer
Storyline einfach gemacht, da die Abbildung der Events auf Permutationen bereits beim
Erstellen der Instanz festgelegt war, d.h. wir wussten bereits zu Beginn fiir jede Permu-
tation 7", welche Treffen auf 7" aktiv sind und welche Charaktere auf 7" existieren. Da
die Variable g; hier allerdings entscheidet, welche Treffgruppen auf welcher Permuation
" aktiv ist, kann man nicht zu Beginn bestimmen, wann welche Charaktere existieren.
Wir bendtigen dafiir eine weitere Variable d}, welche angibt, ob ein Charakter ¢ auf 7"
existiert. Falls d} = 1 existiert ¢ auf 7" nicht und falls d} = 0 existiert 7 auf 7". Da Cha-
raktere genau solange sie in einem Treffen aktiv sind existieren, gilt folglich ¢ = —d;
genau dann, wenn ¢ in einem Treffen der Treffgruppe 7; ist. Wir definieren G; als die
Menge aller [, fiir welche gilt: Der Charakter ¢ kommt in einem Treffen aus 7 vor. Fiir
die Beschriankungen gilt dann:

q <1-d; firaller € {1,... A}, ie K, le{l,....u}, meT;, (44)
falls i € Cyp,
dgiz1-d; fiir alle 7 € {1,...,\}, i € K. (4.5)
leg;
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Falls auf einer Permutation 7" keine Treffgruppe aktiv ist, miissen die Charaktere der vor-
anstehenden Permutation 7"~ ! existieren, da sonst durch Entfernen und anschliefendem
wieder Hinzufiigen aller Charaktere jede beliebige Permutation ohne Blockkreuzungen
erreicht werden kann. Es gilt daher Y71 ¢ =0 =d} = dg_l, bzw. als Beschrankungen

q >di —d;"t  fiivaller € {2,...,)}, i € K, (4.6)

M=

~

1

q > —di +d;"! fiiraller € {2,...,)}, i € K. (4.7)

M=

~

1

Wir verwenden Blockkreuzungen dhnlich wie im ersten Ansatz, weswegen wir viele Be-
schrankungen mit nur kleinen Modifikationen iibernechmen koénnen. So muss lediglich
garantiert werden, dass Beschriankungen fiir einen Charakter ¢ nur gelten, wenn dieser
auch existiert. Dies erreicht man durch Addition der Variable d um die Beschrankungen
entsprechend zu entschérfen. So werden die Beschrankungen [3.1] und [3.2] zu

v+ < 1+di +d; firalled,j € K, re {1,..., A}, (4.8)
falls i # j,

v+ ay+di +dy > 1 fir alle 7,7 € K, € {1,..., A}, (4.9)
falls ¢ # 7,

xi; + x + g <24 di +d; fir alle 4,5,k € K, m € {1,..., A}, (4.10)
falls i # j,i # k, k # j.

Wir verfahren mit den Beschrankungen [3.3] bis [3.15] analog und erhalten so die folgenden
Beschrankungen:

ij+d§+d§2x,fjfxg;rl fir alle r € {1,..., A — 1}, (4.11)
1,7 € K, falls ¢ # j,
Xij+di +dj > 2 — fiir alle r € {1,..., A — 1}, (4.12)
1,7 € K, falls i # j,
Xij < wij + xfj’l +d; +dj fir alle r € {1,..., A\ =1}, (4.13)
1,7 € K, falls i # j,
Xij Sar;i—i-x;;rl%-df—i—d; fir alle r € {1,..., A — 1}, (4.14)
1,7 € K, falls i # j,
aj +b; +c; <1+2-d; fir alle r € {1,..., A}, (4.15)
1€,
a; +b; +c +d; > 1 fir alle r € {1,..., A}, (4.16)
1€ K,
c;+b — 1< +di +d; fir alle r € {1,..., A}, (4.17)

1,7 € K, falls ¢ # j,
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zi; + x + b + b — 3 < by +di +d +dj, fir alle r € {1,..., A}, (4.18)

iajuk GIC,
falls i # j,i # k,j # k,

Ty + a6 o — 3 < ¢+ dp +d; +dy fir alle r € {1,..., A}, (4.19)
iujvk GIC,

falls i # ,i # k,j # k,

—(zj; + 2 + b + ) +4+df +dj +dj > af fir alle r € {1,..., A}, (4.20)
i,j,k € K,
falls i # j,i # k,j # k,

Xij +di +d; > b +c;—1 fir alle r € {1,...,A =1}, (4.21)
1,7 € K, falls 7 # j,
Xij < 1—aj +di +dj fir alle r € {1,..., A — 1}, (4.22)
1 €K,

xij < —(b; +b)) +2+d; +d; fir alle r € {1,..., A =1}, (4.23)
1,7 € K,, falls i # j

Xij < —(cf +¢i)+2+d] +dj fur alle r € {1,...,A — 1}, (4.24)
1,7 € K, falls ¢ # j.

Falls mehrere Treffgruppen, mit einer unterschiedlichen Menge von existierenden Cha-
rakteren, auf 7" aktiv sind, kommt es zu einem Konflikt, da nicht mehr eindeutig ist,
welche Charaktere auf 7" existieren. In einem solchen Fall kann es sinnvoll sein, weitere
Permutationen einzufiigen. Abbildung [fa] zeigt dafiir ein Beispiel. In der Abbildung wird
allerdings auch ersichtlich, dass dieselbe Beispielinstanz mit zwei Permutationen und ei-
ner Blockkreuzung ebenfalls 16sbar ist. Da wir die Anzahl der Permutationen vorgeben,
kann es hier zu unterschiedlichen Ergebnissen mit einer unterschiedlichen Anzahl von
Blockkreuzungen kommen, wie es in Abbildung [5b| zu sehen ist.

Um dem entgegen zu wirken erzwingen wir, dass zwei Treffgruppen 7; und T, nicht auf
derselben Permutation 7" aktiv sein diirfen, falls ihre Treffen unterschiedliche Charaktere
enthalten. Es gilt dann ¢ = —q; und ¢/ = —qj, was sich darstellen lasst als

q+q <1 fir alle 7 € {1,..., A}, (4.25)
lLoe{l,...,u} (dfallsl #o
und T3, T, nicht dieselben Charaktere enthalten.

Wir miissen verhindern, dass diese speziellen Permutationen fiir Blockkreuzungen miss-
braucht werden, wie es in Abb. [f] gezeigt wird. Dazu wird eine Beschrankung benotigt,
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die keine Kreuzung zwischen zwei Permutationen 7" und 7" %! zulisst, falls es einen Cha-
rakter ¢ gibt mit d} # d;-drl. Die Ausnahme dabei sind Charaktere die auf mindestens
einer dieser Permutationen nicht existieren.

Xjp < dj —dit +df +d T + dp + d 4+ 1 fiir alle i, 7,k € K, (4.26)
re{l,...,\—1},
falls i # j,i # k, k # j,

Xk < —dj +di T+ df + T+ dp + dT + 1 fiir alle 4, j, k € K, (4.27)
red{l,...,A\—1},
falls i #£ j,i # k, k # j.

Zuletzt werden noch Beschriankungen benétigt, welche erzwingen, dass Linien jedes Tref-
fens einer Treffgruppe 7; auf r zusammen liegen, wenn ¢; = 1.

q <z —ap+1 fir alle 4,5,k € K, r € {1,..., A}, (4.28)
le{l,...,u}, meT,
falls i,k € C,,, und j & Cpy,

q <apj—a+1 fir alle 4, j,k € IC, r € {1,..., A}, (4.29)
le{l,...,u}, meT,
falls i,k € C,,, und j & Cp,.

Durch Kombination der linearen Beschrankungen [4.1] bis [£:29 erhélt man das gesuchte
ILP.

Satz 4.1. Fualls der zweite ILP Ansatz eine Losung mit A Permutationen findet und keine
Losung mit A — 1 Permutationen, so ist die Anzahl der Blockkreuzungen in der Lésung
minimal.

Beweis. Durch Beschrankung wird fiir jedes Paar (77,7}4+1) eine spezielle Permuta-
tion bendtigt, falls die Treffen von 7; und 7741 nicht dieselben Charaktere enthalten. Sei
Amin die Anzahl solcher Permutationen. Da die Folge der Treffgruppen T gegeben ist,
ist Ajin fiir eine Instanz konstant. Durch Beschriankungen und diirfen zwischen
zwei Permutationen keine Blockkreuzung stattfinden, falls eine dieser Permutationen eine
spezielle Permutation ist. Es verbleiben folglich A — \;,;,, Permutationen bzw. Blockkreu-
zungen, um eine Losung zu finden, denn zwischen zwei ,normalen” Permutationen ist
hochstens eine Blockkreuzung erlaubt. Findet das ILP keine Losung mit A — 1 Permu-
tationen, so existiert folglich keine Loésung mit A — Ay, — 1 Blockkreuzungen. Findet
das ILP eine Losung mit A Permutationen, so existiert folglich eine Lésung mit A — A\jin
Blockkreuzungen. Damit ist A — A3, die minimale Anzahl von Blockkreuzungen. ]
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s s T T

1 o 41 1 o 1
2 o o 2 3 e« 3
3 o 4 2 4
3 4 2

g=1 ;=1 a=1 ;=1

;=1 ;=1
(a) Ohne Blockkreu- (b) Mit einer Block-
zung kreuzung

Abb. 5: Sei T = {(1,2,3)}, To = {(2,4),(1),(3)} und T3 = {(3,4),(1),(2)}. Alle drei Treff-
gruppen passen nicht auf eine Permutation. Bei zwei Permutationen gibt es allerdings
mehrere giiltige Losungen mit verschiedener Anzahl von Blockkreuzungen

7'('1 ’7'1'2
2 1
1 2
3 o 4
3
a3 =1

Abb. 6: Sei Ty = {(1,2,3)}, To = {(2,4),(1),(3)} und T3 = {(3,4),(1),(2)}. Die spezielle
Permutation 72 wird fiir eine Blockkreuzung missbraucht
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4.3 Analyse

Um den ersten mit dem zweiten Ansatz vergleichen zu kénnen, méchten wir auch die
Anzahl der Variablen des zweiten Ansatzes zahlen. Die Variablen a, b, ¢, z und x verhalten
sich dabei identisch. Da wir die Anzahl der Permutationen A fest vorgeben, dndert sich
die Anzahl der obigen Variablen wie folgt:

jal = [b] = [e] = O\ - 5).
x| =O((A=1)-K%) = O(A- &%),
lz| = O\ - K?).

Die Variable ¢; entscheidet fiir jede Treffgruppe T; € 7 und jede Permutation 7", ob T;
auf 7" aktiv ist. Ihre Anzahl ist also gegeben durch

gl = O\ - [T]).

Die Variable d entscheidet fiir jeden Charakter ¢ und jede Permutation 7", ob 4 auf 7"
existiert.

|d| = O(\ - k).
Die Gesamtanzahl der Variablen ist dann
V=02-XNK2+2 X+ X-|T|)= O\ (k+rK+|T]).
Im Vergleich mit dem ersten ILP Ansatz steigt die Anzahl der Variablen weniger stark
mit einer steigenden Anzahl von Charakteren. Da wir die Anzahl der Permutationen A

vorgeben und annehmen, dass sich selbst komplizierte Instanzen mit wenig Permutatio-
nen l6sen konnen, erhalten wir generell weniger Variablen als beim ersten ILP-Ansatz.
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5 Formulierung als SAT-Instanz

Das ILP ist fiir die Optimierung realer Instanzen ungeeignet, da Laufzeit und Speicher-
verbrauch zu hoch sind. Da dieses allerdings nur binére Variablen enthélt und der zweite
Ansatz keine Funktion optimiert, ist eine Formulierung als SAT Entscheidungsproblem
naheliegend. Der Wert der Variablen ist dabei intuitiv. So wird 0 zu False und 1 zu True.
Im Folgenden werden wir die Beschrankungen des zweiten ILP Ansatzes zu Klauseln
iibersetzten.

Die Eindeutigkeit der Ordnung (Beschrankungen und zweier Linien ¢ und j,

also ;U;'j & ﬂwgi, lasst sich durch zwei Klauseln darstellen.

zi; Vay Vdi Vd; fiir alle 7,5 € K,
re{l,...,\},

Vool Vdp Vod; fiir alle 7,5 € K,
re{l,..., A}

Die Ordnung von drei Linien 7,j und k darf keinen Kreis enthalten (Beschrankung [4.10)).

Das bedeuted 7, 27 und z; diirfen nicht alle auf True bzw. alle auf False gesetzt sein.

a:;-"j \/x;k Vo, Vd Vv d; V dj, fiir alle 4,7,k € K,
re{l,...,\},
re{l,..., A}

Die Varibale x}. soll eine Kreuzung von ¢ und j zwischen 7" und 7" T! erwingen (Be-

schrankungen und 4.12). Allerdings soll —x;; ebenso sicher stellen, dass sich eben

diese Linien nicht iiberkreuzen (Beschrinkungen |4.13{und |4.14)). Es gilt also die Aquiva-
lenz xj; < zj; % x:f ! welche sich wie folgt durch vier Klauseln darstellen lasst.

Xij Vv ﬁx;“j“ vy v dj fiir alle 4,5 € IC,
re{l,...,\—1},

Xp; Vv x;;'_l Vv dj v dj fir alle 4,7 € KC,
re{l,....,x—1},

—xg Vg vVt vdi v d; fiir alle 4, j € K,

re{l,...,x—1},
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i V@V x;fl vV d; Vv d; fiir alle 7,5 € K,
re{l,...,Ax—1}
Jede Linie ¢ muss auf jeder Permutation 7" genau einem Blockkreuzungsintervall zu-

geordnet werden (Beschrankungen und {4.16[). Dies lasst sich durch fiinf Klauseln

garantieren.

a; Vb Vc;Vvd; fiir alle ¢ € I,
re{l,..., A},

—a; V —=b; V —c; Vdj fiir alle ¢ € I,
re{l,..., A},

—a; V —=b; V¢ Vd; fiir alle ¢ € K,
re{l,..., A},

a; vV =b vV —c; Vvd; fir alle 7 € K,
re{l,...,\},

—a; Vb,V —c; Vd; fiir alle 7 € KC,
re{l,..., A}

Die Bedingung, dass jede Linie ¢ mit b] = T'rue tber jeder Linie j mit ¢ = True steht,
also by A ¢} = a7, lasst sich wie folgt ausdriicken (Beschrankung [4.17)).

—ciV =b; vV Vdi Vd; fir alle 4,5 € IC,
re{l,...,\}.
Um nur ordentliche Blockkreuzungen zuzulassen, haben wir bei dem ILP gefordert, dass
die Mengen B und C zusammenhéngen (Beschrankungen und [4.19)). Schon bei den

linearen Beschrénkungen ist ersichtlich, dass hierbei z7; A x;k A b; A by = b7 und analog
xi; Nah A A ¢ = ¢ gelten muss, was sich als Klauseln ausdriicken lasst.

—x; V=iV =bp V =bp Vb vdp Vd;vdy o fiicalle i, 5, k € K,

re{l,..., A},
—xp; V= V=g V=V ey Vdp Vd; vdy o fiiralle i, 5, k € K,
re{l,..., A}

Die Mengen B und C miissen ebenfalls benachbart sein, d.h. zwischen zwei Linien auf
einer Permuatation 7", von der eine in B und die andere in C liegt, darf keine Linie ¢ mit
a] = True liegen (Beschrénkung . Es gilt also aj; A x7p A b; A ¢ = —aj bzw. als
Klausel:

=z V —xly V =b Vo —cp Vo —a; Vdp Vd; v dy fiiralle i, 5, k € K,
re{l,..., A}
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Zwei Linien i und j sollen sich zwischen zwei Permutationen 7" und 7"+

I nur genau dann

iiberkreuzen diirfen, falls b} = True und c; = True, also b N\ ¢ < Xij (Beschrankungen

[21] [1.22] [1.23) und [1.24)).

Xij V —bi V—=cjVdiVdj
—Xi; V —a; Vdi Vd;

XV =BV bV DY

fiir alle 4,5 € KC,
re{l,...,\—1},
flir alle 4,5 € KC,
re{l,...,x—1},
fiir alle 4,j € K,

red{l,...,A\—1},
—Xi; V —¢i V —=ciVdi VvV d; fir alle 7,7 € KC,
re{l,...,Ax—1}

Jede Treffgruppe 77 muss auf genau einer Permutation 7" aktiv sein (Beschrénkung.
Dafiir stellen wir zuerst durch eine Klaussel sicher, dass T; mindestens einmal aktiv ist.

A
\Va fiir alle € {1,...,u}.
r=1

Weiterhin darf es kein Paar (g, ¢}’) geben mit ¢] A ¢ = True.

—q] V gy fur alle 1 € {1,...,pu},
r,p€{l,..., A}

Wir miissen die Ordnung der Treffgruppen garantieren, d.h. eine Treffgruppe T; darf nur
auf einer Permutation 7" aktiv sein, falls T;_; bereits auf einer Permutation 7P mit p < r

aktiv war (Beschréinkungen [4.2] und [4.3).
r .
\/ q_, Vg fir alle l € {2,...,u},
j=1

Tvpe{lw"a)‘}v

qi-

Ein Charakter i existiert nur auf einer Permutation 7", falls er in einem Treffen m ist,
welches Teil einer Treffgruppe 7} ist und diese Treffgruppe durch ¢; = True auf 7" aktiv
ist (Beschrankungen und . Es gilt daher ¢ < —dj. Wir verwenden wieder G; als
die Menge aller [, fiir welche gilt: Der Charakter ¢ kommt in einem Treffen aus 7; vor.
Dann werden die Beschrankungen zu den Klauseln

—q; V ~d; fir alle l € {1,...,u},
re{l,..., A},
meT;, 1 €K,

Jalls i € Gy,
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\/qf\/d’{ fir alle r € {1,...,A}, i € K.
leg;

Falls auf einer Permutation 7" keine Treffgruppe aktiv ist, d.h. es gilt Zle q, = 0so0
1

miissen alle Charaktere existieren, welche auf der vorherigen Permutation 7"~ existieren
(Beschréinkungen [4.6] und [4.7).

m

\ g vdiv-d fiir alle r € {2,..., A}, i € K,

=1

m

\ @ v—djvd fiir alle r € {2,..., A}, i € K.

=1

Wir fordern, dass zwei Treffgruppen T; und T, nicht auf derselben Permutation aktiv
sein diirfen, falls fiir sie verschiedene Charaktere existieren, um die in Abbildung |5| und
Abbildung |§| gezeigten Konflikte zu vermeiden (Beschrankung|4.25]). Diese Beschrankung

lasst sich darstellen als

q Vq, fir alle r € {1,..., A},
lLoe{l,...,u}, fallsl # o
und T3, T, nicht dieselben
Charaktere enthalten,

—q; V g, fir alle r € {1,..., A},
lLoe{l,...,u}, fallsl # o
und Tj, T, nicht dieselben
Charaktere enthalten.

Permutationen, welche nur fiir das Hinzufligen bzw. Entfernen erstellt wurden, diirfen
nicht fiir Blockkreuzungen missbraucht werden (Beschrénkungen und [4.27)). Dies
wird durch folgende Klauseln sichergestellt.

=X Vi v di TV v A v dy v d Y fiir alle 4, j, k € K,
re{l,...,\—1},
falls i # j,i # k, k # j.

X Vodp VTV v AT v dy v dp ! fiir alle 4, j, k € K,
re{l,....,\—1},
falls © # j,i # k, k # j.
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Es bleibt nun nurnoch zu garantieren, dass Linien in einem Treffen zusammengeschoben

werden (Beschrankungen und |4.29)).

=g VX Vo fir alle 4,j,k € K, r € {1,..., A},
le{l,...,u}, meT,
falls i,k € m und j € m,

=gV Ty VT fir alle i, 5,k € K, r € {1,..., A},
le{l,...,u}, meT,
falls i,k € m und j € m.

Da die Beschréankungen des zweiten ILP Ansatzes lediglich zu Klauseln iibersetzt wurden,
folgt die Korrektheit der SAT-Instanz aus Satz
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6 Experimentelle Ergebnisse

Wir haben drei Verfahren zur Minimierung von Blockkreuzungen auf Storylines ent-
wickelt, die wir nun im Bezug auf ihre Laufzeit testen werden. Die beiden ganzzahlig
linearen Programme, welche wir als ILP1 und ILP2 bezeichnen, werden mithilfe des Gu-
robi Optimizer 7.0.1[6] in Kombination mit dem Gurobi Python Interface gelost. Fir die
SAT-Instanz verwenden wir den MINISAT SAT solver 2.2.0[3]. Alle Tests wurden auf
einer Intel Core i5-4670K CPU mit 4 Kernen und 8GB RAM durchgefiihrt.

6.1 Vergleich der Verfahren

Um die Implementierungen zu vergleichen, testen wir sie in drei unterschiedlichen Sze-
narien, welche sich durch die Anzahl der Charaktere und der Anzahl der Treffen un-
terscheiden. Dabei soll jedes Szenario die maximale Grofse einer Instanz abschétzen, fiir
welche eine Implementierung in hinnehmbarer Zeit eine optimale Losung findet. Fiir jedes
Szenario werden fiinf voneinander unabhéngige Instanzen getestet. Wir mdchten dabei
moglichst realistische Instanzen wéhlen, weswegen diese wie folgt generiert werden.
Eine Instanz wird aus der Anzahl der Charaktere x, der Anzahl der Treffen v und
einem Zeitraum Z = {1,... tnas} erstellt. Es gilt dabei s, > 1 und e, < tyq, fiir die
Start- und Endzeitpunkte eines jeden Treffens m. Der Zeitraum ist somit ein Mafs fiir die
Dichte der Treffen. Der Vorgang zum Erstellen eines Treffens verlauft wie folgt: Fiir ein
Treffen m werden zuféllige Start- und Endzeitpunkte gewéhlt. Wir fordern, dass ein Tref-
fen nur tiber einen kleinen Zeitraum stattfinden darf, da zu lange Treffen die betroffenen
Charaktere ,blockieren®. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, oder gilt s,, > e;,, so wer-
den zwei neue Zeitpunkte zuféllig ausgewédhlt. Wir wiederholen diesen Vorgang, bis zwei
geeignete Zeitpunkte gefunden wurden. Das Auswéhlen der Charaktere fiir ein Treffen
verlduft etwas komplizierter. Um reale Instanzen zu simulieren, nutzen wir eine Beob-
achtung. In echten Instanzen lassen sich die Charaktere meistens in Gruppen einteilen.
Dies sind Charaktere, welche sich haufig untereinander, aber nur selten mit Charakteren
anderer Gruppen treffen. Haufig konnen zwei gegentiberstehende Fraktionen identifiziert
werden. So steht ,Gut” gegen ,,Bose oder Helden“ gegen ,Schurken“. Aus diesem Grund
teilen wir alle Charaktere in zwei etwa gleich groke Gruppen auf. Jeder Charakter ist in
genau einer Gruppe. Treffen werden dann ,gefiillt“, indem zuerst die Grofe des Treffens
g mit g < k zuféllig bestimmt wird. Dann wihlen wir zufallig einen Charakter ¢. Danach
werden g — 1 weitere Charaktere gewéhlt, wobei die Wahrscheinlichkeit einen Charakter
aus der Gruppe von ¢ zu wihlen deutlich erhoht ist. Sobald g Charaktere Teil des Treffens
sind, wird iiberpriift, ob das Treffen zuléssig ist. Falls ein zuvor generiertes Treffen my
zur selben Zeit stattfindet und Cy,, N Chp, # 0 gilt, ist das Treffen mo ungiiltig und wird
verworfen. Wir wiederholen diesen Prozess, bis v Treffen generiert wurden. Wir gehen
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Tab. 1: Vergleich zwischen ILP1, ILP2 und SAT (z.l. bedeutet, dass die Berechnung der opti-
malen Losung linger als 180 Sekunden benétigt).

k="5,v=10,tne = 30 k="T70v=25tne = 90 k =10,v = 50, t;er = 180
Vv Zeit \% Zeit Vv Zeit

1| ILP1 0,39 1| ILP1 z.1. 1| ILP1 AR
ILP2 | 1 0 ILP2 | 5 16,84 ILP2 z.l.
SAT | 1 0,015 SAT | 5 0,107 SAT | 14 22.86

2 | ILP1 0,34 2 | ILP1 z.1. 2 | ILP1 z.1.
ILP2 | 3 0,01 ILP2 | 5 152,74 ILP2 z.l.
SAT | 3 0 SAT | 5 0,123 SAT 9 3,99

3 | ILP1 2,81 3 | ILP1 z.1. 3 | ILP1 z.1.
ILP2 | 4 0,19 ILP2 | 5 2,51 ILP2 z.l.
SAT | 4 0,03 SAT | 5 0,093 SAT | 11 13,25

4 | ILP1 1,12 4 | ILP1 z.1. 4 | ILP1 z.1.
ILP2 | 4 0,16 ILP2 | 5 46,18 ILP2 z.l.
SAT | 4 0,03 SAT | 5 0,06 SAT | 10 4,90

5 | ILP1 30,66 5 | ILP1 z.1. 5 | ILP1 z.1.
ILP2 | 4 0,01 ILP2 AR ILP2 AR
SAT | 4 0,015 SAT | 7 0,231 SAT | 10 4,79

weiterhin davon aus, dass ein Charakter vom Beginn des Treffens, in dem er zuerst vor-
kommt, bis zum Ende des Treffens, in dem er zuletzt vorkommt, existiert, da es so in den
meisten realen Instanzen ist. Moglichst realitdtsnahe Instanzen zu generieren ist schwie-
rig, weswegen das Losen so erstellter Instanzen auch fiir kleinere x and v deutlich langer
bendtigt, als das Losen wirklicher realer Instanzen. Dennoch erlaubt diese Methode einen
Vergleich zwischen den drei Ansétzen.

Da ILP2 und die SAT-Instanz nicht die minimale Anzahl von Blockkreuzungen liefern,
sondern lediglich entscheiden, ob eine Instanz mit A Permutationen l6sbar ist, miissen
beide mehrmals ausgefithrt werden. Wir verwenden folgende Strategie beginnend mit
A = 1: Wird keine den Test erneut mit A = A 4 2. Sobald eine Losung gefunden wurde,
versuchen wir es mit A — 1 erneut. Findet ILP2 bzw. SAT nun eine Losung, ist A — 1
die minimale Anzahl an Permutationen. Falls nicht, ist A optimal. Wir bestimmen die
CPU-Zeit von ILP2 und SAT durch Summieren der CPU-Zeiten aller Versuche.

Wir betrachten neben der Berechnungszeit auch die Anzahl der Versuche (V') bei ILP2
bzw. SAT. Der Vergleich ist in Tabelle [1] dargestellt. Um die Einteilung der Charaktere
in zwei Gruppen zu rechtfertigen, wurde auch eine Instanz mit x = 10, v = 50 und
tmaz = 180 erstellt, welche auf diese Einteilung verzichtet. ILP1 und ILP2 konnten diese
Instanz nicht 16sen und es war auch nicht moglich, die bendtigte CPU-Zeit abzuschétzen.
SAT lieferte nach 13 Versuchen eine optimale Losung in 63,5 Sekunden.
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6.2 LOsen realer Instanzen

Wir verwenden fiir unsere Tests die drei Filminstanzen [I5] ,,The Matrix“, die origina-
le Trilogie von ,Star Wars* und ,Inception®. Diese wurden auch von Gronemann et al.
[5] verwendet und gezeichnet. Dabei ist zu Beachten, dass sie neben der gegebenen In-
stanz von ,Inception* auch eine Losung fiir ,Inception-sf“ lieferten, um Vergleiche mit
vorherigen Arbeiten [17] [I6] [LI] zu erhalten. Dies ist eine modifizierte Version, mit den
folgenden drei Anderungen:

Die Linie des Charakters ,Mal“ darf Abkiirzungen in der Storyline nehmen, da der
Charaktere iiber einen langen Zeitraum existiert, allerdings nur selten an Treffen teil-
nimmt. In diesem Zeitraum wird er daher als nicht existent gesehen. Weiterhin gibt die
Instanz aus [I5] Treffen zum Ende des Films vor, die so im Film allerdings nicht vor-
kommen, weswegen die Treffen am Ende entsprechend angepasst wurden. Zuletzt enthélt
die Instanz aus [I5] die zwei zusétzlichen Nebencharaktere ,Arch* und , Asian“, welche in
yInception-sf“ nicht beriicksichtigt werden.

Diese vier Instanzen wurden von uns mit dem SAT-Ansatz mit minimalen Blockkreu-
zungen gelost. Die Ergebnisse sind in Abbildung [7] dargestellt.
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(a) ,,The Matrix* mit 4 Blockkreuzungen. Berechnet mit dem SAT-Ansatz in 6,36 Sekunden.
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(b) Die originale Trilogie von ,Star Wars* mit 10 Blockkreuzungen. Berechnet mit dem SAT-
Ansatz in 6,67 Sekunden.
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() ,Inception” mit 12 Blockkreuzungen. Berechnet mit dem SAT-Ansatz in 4,25 Sekunden.
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(d) ,Inception-sf* mit 9 Blockkreuzungen. Berechnet mit dem SAT-Ansatz in 4,11 Sekunden.

Abb. 7: Die vier Filminstanzen mit minimalen Blockkreuzungen.
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