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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird das Problem behandelt, zweidimensionale Zeichnungen von Gra-
phen mit mdoglichst wenigen Geraden zu iiberdecken. Hierbei werden ausschlieBlich ge-
radlinige und kreuzungsfreie Zeichnungen betrachtet.

Wir zeigen, dass die Kanten eines Dodekaeders mit zehn Geraden iiberdeckt werden
kénnen. Dazu geben wir zwei untere Schranken an, von denen eine besagt, dass zur
Uberdeckung eines Dodekaeders mindestens neun Geraden benétigt werden. Die andere
besagt, dass mindestens zehn Geraden benétigt werden. Im zweiten Teil der Arbeit wird
ein Algorithmus angegeben, der Tausendfiiler mit n Knoten und Maximalgrad A auf
ein Gitter der GroBe O(VnA) x O(VnA) zeichnet. Des weiteren wird gezeigt, dass jeder
TausendfiiBler mit n Knoten und Maximalgrad A mit O(y/nA%?) Geraden iiberdeckt
werden kann.
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1 Einleitung

1.1 Motivation

Die Thematik der Uberdeckung von Graphen durch Geraden steht im Zusammenhang
mit anderen Bereichen des Graphenzeichnens, wie der Flachen- und Volumenminimie-
rung und der visuellen Ubersichtlichkeit von Zeichnungen.

Verwandte Arbeiten. Eine der gingigsten Arten Graphen anschaulich darzustellen ist,
Kanten geradlinig zu zeichnen und Kreuzungen zu vermeiden. Die Klasse der Graphen,
die sich in der Ebene kreuzungsfrei zeichnen lassen, nennt sich planare Graphen. Algo-
rithmisch lassen sie sich abhéngig von der Anzahl der Knoten in Linearzeit erkennen,
was von Hopcroft et al. [HT74] gezeigt wurde. Fary [Far4S], Stein [Ste51] und Wagner
[Wag36] haben unabhéngig voneinander gezeigt, dass alle planaren Graphen in der Ebene
mit geradlinigen Kanten gezeichnet werden kénnen. Sowohl de Fraysseix et al. [dEPP90]
also auch Schnyder [Sch90] haben einen Algorithmus beschrieben, der planare Graphen
in effizienter Zeit geradlinig und kreuzungsfrei auf ein Gitter der GroBle O(n) x O(n)
zeichnet. Die Klasse der planaren Graphen ist jedoch ziemlich klein, wodurch viele Gra-
phen nicht kreuzungsfrei gezeichnet werden kénnen. Um auch andere Graphen anschau-
lich darstellen zu kénnen, lockert man die Planaritdtsbedingungen ein wenig auf, jedoch
nur so weit, sodass die Lesbarkeit darunter nicht zu sehr leidet. Diese Graphen nennen
sich anndhernd-planar. Ein Beispiel dafiir sind die 1-planaren oder allgemeiner die k-
planaren Graphen, bei denen die Anzahl der erlaubten Kreuzungen pro Kante auf eins
beziehungsweise k beschréankt werden. Eine Mo6glichkeit, mehrere Kreuzungen pro Kan-
te tibersichtlich zu gestalten, besteht in sogenannten Block-Kreuzungen. Hierbei werden
moglichst viele Kreuzungen auf einer Kante zu einer gemeinsamen Block-Kreuzung zu-
sammengefasst. Anwendung finden die Block-Kreuzungen zum Beispiel beim Zeichnen
von Linienplénen von U-Bahnen. Eine weitere Moglichkeit, Kreuzungen tibersichtlich
zu gestalten, bietet die Beschrankung der Winkel, unter denen sich Kanten kreuzen.
So erlauben RAC-Zeichnungen (Right Angle Crossing) beispielsweise nur rechte Winkel
(siehe hierzu [DEL11]). Die Klasse der RAC-Graphen besteht aus den Graphen, die eine
RAC-Zeichnung erlauben. Eine Verallgemeinerung der RAC-Graphen bilden die ACE,,-
(Angle Crossing Exactly) und ACL,- Graphen (Angle Crossing at Least), bei denen der
Kreuzungswinkel genau o oder mindestens a sein muss (siehe dazu [DL13]).

Dujmovié¢ et al. [DESWO07] haben eingefiihrt, Zeichnungen von Graphen mit Strecken
zu iiberdecken. Zudem haben sie eine Steigungszahl eingefiihrt, die angibt, wie viele ver-
schiedene Steigungen bendétigt werden, um einen Graphen mit Strecken zu {iberdecken.
Eine andere Art der Uberdeckung wurde von Schulz [Sch13] beschrieben, bei der Kanten
bzw. Kantenfolgen mit Kreisbogen iiberdeckt werden. Die Zeichnung eines Graphen wird



allgemein als leichter verstindlich und &sthetischer empfunden, wenn Pfade mdoglichst
kontinuierlich und Kreuzungen rechtwinklig sind. Dies ergab eine Studie von Ware et
al. [WPCMO02]. Somit liegt es nahe, Kanten auf moglichst wenige Geraden zu legen, um
die Lesbarkeit zu erhohen. Chaplick et al. |[CFL"de| haben das Problem eingefiihrt, wie
viele Geraden oder Ebenen benotigt werden, um die Knoten und Kanten (oder auch
nur die Knoten) von Graphen im zwei- und dreidimensionalen Raum zu tiberdecken.
Fin moglicher Anwendungsbereich hiervon liegt beispielsweise im Leiterplattenentwurf,
bei dem der Netzplan der Schaltung in ihrer rdumlichen Anordnung von Bauteilen und
Leiterbahnen optimiert werden soll.

Eigene Arbeit. Wir kniipfen an die Idee von Chaplick et al. an, Graphen in der Ebe-
ne mit Geraden zu iiberdecken und geben dabei einen kleinen Ausblick auf mégliche
dreidimensionale Zeichnungen. Die Arbeit besteht aus zwei Teilen:

Der erste Teil der Arbeit behandelt die Uberdeckung der Kanten des Dodekaeders.
Dabei finden wir mit Hilfe zweier verschiedener Beweistechniken zwei verschiedene untere
Schranken fiir die Anzahl benétigter Geraden in der Ebene. Der erste Beweis liefert eine
untere Schranke von neun, wohingegen der zweite eine schérfere untere Schranke von zehn
Geraden liefert. Als obere Schranke finden wir eine Zeichnung, in der die Kanten des
Dodekaeders durch zehn Geraden iiberdeckt werden. Eine Uberdeckung des Dodekaeders
in der Ebene mit zehn Geraden ist somit optimal.

Im zweiten Teil werden verschiedene Arten von Tausendfiillern betrachtet. Wir zei-
gen, dass Tausendfiifiler mit n Knoten und einem Maximalgrad von 4 mit 2,/(n — 2)/3
vielen Geraden iiberdeckt werden koénnen. Die untere Schranke fiir die Uberdeckung be-
tragt \/2(n — 2)/3. Allgemeiner zeigen wir, dass fiir alle Tausendfiifler mit n Knoten
und Maximalgrad A gilt, dass die Anzahl der Geraden zwischen vnA und [/nA3/?]
liegt. Zudem werfen wir auch einen kleinen Blick auf dreidimensionale Zeichnungen von
TausendfiiBllern, finden dafiir jedoch keine Uberdeckung mit weniger Geraden als in der
Ebene.

1.2 Definitionen

Zunichst werden wir ein paar grundlegende Begriffe der Graphentheorie und des Gra-
phenzeichnens definieren, auf denen diese Arbeit aufbaut.

Ein ungerichteter Graph G ist ein Paar (V, E), das aus einer endlichen Menge V an
Knoten und einer endlichen Menge E an Kanten besteht. Die Menge der Kanten ist eine
Teilmenge aller zweielementigen Mengen aus V, also E C {{u,v} CV | u # v}. Zwei
Knoten u und v heiflen benachbart oder adjazent, falls {u,v} € E gilt. Ein Knoten v
und eine Kante e heiflen inzident, falls u € e gilt. Es sei n = |V| die Anzahl der Knoten
und m = |E| die Anzahl der Kanten in G.

Der Grad deg(v) eines Knotens v € V ist die Anzahl der zu v adjazenten Knoten in
G, also deg(v) = [{u € V | {v,u} € E}|. Das Maximum aller Knotengrade in G wird
Mazimalgrad A(G) genannt.

Fir zwei Graphen G = (V,E) und G' = (V' E’) heiit G’ Teilgraph von G, wenn



V! C Vund E' C E gilt. Fiir eine Teilmenge U C V heift der Teilgraph G[U] = (U, (5) N E)
auf U induzierter Teilgraph von G.

Die Definition von Zeichnungen ist angelehnt an Di Battista et al. [DETT9S].

Eine Abbildung ¢ heifit Zeichnung von G, falls

— fiir alle v € V gilt ¢(v) € R? und

— fiir alle {u,v} € E gilt (({u,v}) = ([0, 1],
wobei (y,,} offene Jordankurve mit (g, ,1(0) = ((u) und (g, 03 (1) = ((v).

Eine offene Jordankurve ist eine homéomorphe Einbettung des Intervalls [0, 1] in einen
topologischen Raum. In unserem Fall ist dieser topologische Raum die euklidische Ebene.
Eine Jordankurve ist also eine offene, stetige Kurve, die sich nicht selbst schneiden oder
beriihren darf und zwei voneinander verschiedene Anfangs- und Endpunkte hat.

Ein Graph G heifit planar, wenn er eine Zeichnung ¢ besitzt, deren Kanten sich nur
in gemeinsamen Endpunkten schneiden.

Eine Zeichnung ¢ von G heifit geradlinig, wenn alle Kanten als Strecken abbilden
werden. Wir beschrdnken uns in dieser Arbeit auf planare und geradlinige Zeichnungen.

Die Zusammenhangskomponenten von R?\(g heifilen Facetten von (. Sei f die An-
zahl an Facetten von (. Ist G planar, so ist die Anzahl der Facetten in jeder planaren
Zeichnung in G dieselbe.

Wie bereits im Titel erwihnt, behandelt diese Arbeit Uberdeckungen von Graphen
mit Geraden. Deshalb definieren wir im Folgenden, was unter einer Uberdeckung zu
verstehen ist:

Hat ein Graph eine Zeichnung, in der seine Kanten (oder nur die Knoten) auf geome-
trische Objekte wie Geraden, Strecken oder Kreisbogen gelegt werden kdnnen, so spricht
man von einer Kanten- ( oder Knoten-) Uberdeckung des Graphen. In dieser Arbeit
werden nur Kanteniiberdeckungen betrachtet. Wir definieren die Geradeniiberdeckungs-
zahl ¢(G) von G als die minimale Anzahl an Geraden, mit der die Kanten von G iiber-
deckt werden konnen.

Im Folgenden geben wir eine kombinatorische untere Schranke fiir die Uberdeckung
von Knoten nach Chaplick et al. [CFL*de| an:

(a) Uberdeckung eines K3 mittels drei (b) Durch fiinf Geraden kénnen maxi-
Geraden mal zehn Knoten und 15 Kanten
iiberdeckt werden

Abb. 1.1: Uberdeckung essentieller Knoten



Chaplick et al. nennen Knoten v von einem Graphen G essentiell, wenn deren Grad
grofer 2 ist oder sie zu einem K3 gehoren, der Teilgraph von G ist. Sei es(G) die Zahl der
essentiellen Knoten in G. Jeder Knoten mit Grad grofler 2 liegt auf dem Schnittpunkt von
mindestens zwei Geraden, um die inzidenten Kanten zu tiberdecken. Die Knoten eines K
liegen ebenfalls auf dem Schnittpunkt mindestens zweier Geraden, da mindestens drei
Geraden benétigt werden, um einen Kreis zu iiberdecken (vgl. Abb. . Somit ergibt
sich fir die Anzahl an essentiellen Knoten, die von £ Geraden iiberdeckt werden kénnen,
es(G) < (E) = @ < %. Daraus ergibt sich als untere Schranke fiir die Geraden, die

2
bendtigt werden, um alle essentiellen Knoten zu tiberdecken,

> 1/2es(G). (1.1)

Die Anzahl der Kanten zwischen den Knoten, die von den £ Geraden tiberdeckt werden
konnen, betriagt ¢-(—2). Jede der ¢ Geraden wird von £—1 Geraden geschnitten, wodurch
¢ — 2 Teilstiicke auf jeder Gerade entstehen (vgl. Abb. |1.1Db).



2 Dodekaeder

Das (regelméafige) Pentagondodekaeder ist ein dreidimensionaler, geometrischer Korper
mit 12 regelméBigen Fiinfecken als Fliachen, 20 Ecken, von denen jede zu drei Fléchen
benachbart ist, und 30 (im Raum gleich langen) Kanten, von denen jede die Seite von
zwei Fiinfecken ist (vgl. Abb. [2.1a]). Im weiteren Verlauf dieser Arbeit bezeichnen wir
das Pentagondodekaeder als Dodekaeder. Schulz [Sch13| hat gezeigt, dass man mit zehn
Kreisbogen alle Kanten eines Dodekaeders iiberdecken kann, was optimal ist, da es 20
Knoten vom Grad drei gibt und deshalb in jedem Knoten der Endpunkt eines Kreisbo-
gens liegen muss. Doch wie viele Geraden werden benétigt, um die Kanten des Dode-
kaeders zu iiberdecken? Abschnitt handelt von der Uberdeckung des Dodekaeders
in der Ebene. In Abschnitt wird kurz darauf eingegangen, dass wir im Raum keine
Uberdeckung mit geringerer Geradeniiberdeckungszahl als in der Ebene finden konnten.

(a) Planare, geradlinige Zeichnung des Do- (b) Zeichnung des Dodekaeders auf zehn
dekaeders Kreisbogen

(¢) Zeichnung des Dodekaeders auf zehn Ge- (d) Zeichnung des Dodekaeders auf drei
raden Kreisen und fiinf Geraden

Abb. 2.1: Planare Zeichnungen des Dodekaeders



2.1 Der Dodekaeder in der Ebene

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass der Dodekaeder in der Ebene optimal mit zehn Ge-
raden iiberdeckt werden kann. Durch Anwendung zweier verschiedener Beweisanséitze
erzielen wir dabei zwei unterschiedliche untere Schranken. Im ersten Beweis betrachten
wir essentielle Knoten, wodurch wir zu einer unteren Schranke von neun Geraden gelan-
gen. Im zweiten Beweis werden separierende Kreise betrachtet. Dadurch erreichen wir
eine untere Schranke von zehn Geraden, die zur Uberdeckung aller Kanten nétig sind.

Satz 2.1. Fiir den Dodekaeder ist eine Uberdeckung mit zehn Geraden optimal.
Lemma 2.2. Fir den Dodekaeder D gilt ¢(D) > 9.

Beweis. Fiir die untere Schranke wenden wir Ungleichung auf den induzierten Teil-
graphen G[6, ...,20] an, der aus den inneren 15 Knoten 6 bis 20, 20 Kanten und sechs
Facetten des Dodekaeders besteht (vgl. Abb.[2.1a)). Um 15 Knoten zu iiberdecken, werden
sechs Geraden bendétigt, da +/2-15 ~ 5,5. Mit sechs Geraden kénnen 4 - 6 = 24 Kan-
ten liberdeckt werden. Das ist ausreichend, um die inneren 20 Kanten zu iiberdecken.
Fir die duleren fiinf Knoten, die einen Kreis bilden, werden mindestens drei zuséatzli-
che Geraden benétigt. Die iibrigen fiinf Kanten, welche die inneren 15 Knoten mit den
dufleren fiinf Knoten verbinden, kénnen auf den Geraden platziert werden, die fiir die
Uberdeckung der inneren 15 Knoten verwendet wurden. Somit werden mindestens neun
Geraden bendtigt, um die Kanten des Dodekaeders zu tiberdecken. O

Im Folgenden geben wir noch eine alternative Beweisidee an und erzielen somit eine
schérfere untere Schranke:

Lemma 2.3. Fir den Dodekaeder D gilt ¢(D) > 10.

Beweis. Ein Dodekaeder besteht aus drei geschachtelten Kreisen. Fiir jeden Kreis wer-
den mindestens drei Geraden bendtigt, um ihn zu iiberdecken. Hinzu kommen noch die
Verbindungen zwischen den Kreisen. Jeweils maximal drei der fiinf Kanten zwischen dem
dufleren und dem zweiten Kreis, sowie dem zweiten und dem innersten Kreis kénnen auf
die schon existierenden Geraden gelegt werden. Fiir die Gbrigen vier Kanten wird somit
mindestens eine zusitzliche Gerade benotigt. Zusammenfassend bendtigt man also min-
destens 3+ 3+ 3+ 1 = 10 Geraden, um die Kanten des Dodekaeders zu tiberdecken. [

Abbildung zeigt die Uberdeckung eines Dodekaeders mit zehn Geraden. Wie
soeben gezeigt, liegt die untere Schranke ebenfalls bei zehn Geraden. Somit ist die Ge-
radeniiberdeckungszahl des Dodekaeders zehn.

Anmerkung. Wie man in Zeichnung[2.1d|erkennen kann, erlaubt die gemeinsame Nut-
zung von Kreisbogen und Geraden eine Uberdeckung mit insgesamt nur acht Objekten.



2.2 Der Dodekaeder im Raum

Vermutung. Wir haben die Vermutung, dass eine Uberdeckung mit zehn Geraden auch
im Raum optimal ist. Grund dafiir konnte sein, dass die drei separierenden Kreise sehr
starr miteinander verbunden sind.
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3 TausendfiiBler

Ein TausendfiiBler ist ein Graph T, der aus einem beliebig langen Pfad (im weiteren
Verlauf Riickgrat genannt) besteht und von dessen Knoten nur Pfade der Lange 1 (Fife
genannt) abzweigen (vgl. Abb. [3.1)). Die Anzahl der Knoten des Riickgrats bezeichnen

wir mit n'.

Abb. 3.1: Zeichnung eines Tausendfiif3lers

Dieses Kapitel befasst sich damit, wie viele Geraden benétigt werden, um die Kan-
ten von Tausendfiifilern zu tiberdecken. Es wird ein Zeichenalgorithmus beschrieben, der
Tausendfiiller mit n Knoten und Grad A auf ein Gitter der Grofe O(vVnA) x O(vVnA)
zeichnet. Die Grundidee hierbei ist, das Riickgrat spiralférmig aufzuwickeln, um mog-
lichst viele Geraden mehrfach fiir die Uberdeckung verwenden zu konnen. Der Einfachheit
halber nehmen wir an, dass alle Knoten auf dem Riickgrat dieselbe Anzahl an Fiiflen
haben (mit Ausnahme des ersten und letzten, die anstelle eines zweiten benachbarten
Riickgratknotens einen zusatzlichen Fufl haben). Alle Knoten des Riickgrats sind folglich
vom selben Grad. Sei T'(n/, A) der Tausendftufler mit n’ Knoten auf dem Riickgrat, jeder
vom Grad A. Dabei betrachten wir nur gerade A, da pro Gerade maximal zwei inzidente
Kanten eines Knotens tiberdeckt werden kénnen.

Wir werden zeigen, dass Tausendfiiffler T" mit n Knoten und Grad A in der Ebene
durch O(y/nA3/?) viele Geraden iiberdeckt werden kénnen. Des weiteren zeigen wir, dass
mindestens Q(vnA) viele Geraden bendtigt werden, um Tausendfiifller zu iiberdecken.
Die Beweise dazu befinden sich in Abschnitt 3.2 In Abschnitt 3.3 betrachten wir al-
ternative Darstellungen von Tausendfiifilern in der Ebene. In den Kapiteln und
geben wir abschlieffend zu den Tausendfiifllern noch einen kleinen Ausblick auf moégliche
dreidimensionale Darstellungen und allgemeine Tausendfiifller.

Anmerkung. Wie man sieht, sind Tausendfiifller Bdume. Dujmovié¢ et al. [DESWOT]
haben gezeigt, dass Bdume mit 1/2 vielen Strecken iiberdeckt werden kénnen, wobei n
die Anzahl an Knoten mit geradem Grad ist. Chaplick et al. [CFL"de| haben gezeigt,
dass Bindrbdume mit (6/v/2)y/n — 1 — 5 Geraden iiberdeckt werden kénnen.

Satz 3.1. Fiir einen Tausendfiifler T mit n Knoten und Grad A existieren c1,co € RT,
sodass gilt c1(VnA) < U(T) < ca(v/nA3/?).
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Abb. 3.2: Zeichnung eines Tausendfiifllers mit Grad 4

3.1 TausendfuBler mit Grad 4

In diesem Abschnitt betrachten wir TausendfiBler der Art T'(n/,4) als einfachen Fall
der Tausendfiiller, um an ihnen die Grundidee zu erkldren. Abbildung zeigt einen
solchen Tausendfiifller.

Lemma 3.2. Fir einen Tausendfifler T mit n' Knoten auf dem Riickgrat und Grad 4

gilt V20! < U(T) < 2 [Vl

Beweis. Der einfachste Fall eines Tausendfiillers dieser Art ist der mit nur einem Knoten
auf dem Riickgrat (n’ = 1). Da dieser Knoten sowohl den Anfang als auch das Ende des
Tausendfiilers bildet, besitzt er anstelle von zwei Fiiflen vier, ist also vom Grad 4. Um
ihn zu iiberdecken, werden offensichtlich zwei Geraden bendtigt (vgl. Abb. .

Damit schrittweise grofiere Tausendfiifller mit mehr Riickgratknoten konstruiert wer-
den koénnen, wird die Zeichnung spiralférmig gegen den Uhrzeigersinn erweitert. Pro
Stufe der Erweiterung werden dazu zwei neue Geraden eingefiigt, die sich im rechten
Winkel schneiden. Abwechselnd werden diese einen Gitterpunkt diagonal oben rechts
(bei geraden Stufen), beziehungsweise unten links (bei ungeraden Stufen) zur Zeichnung
angefiigt. Vergleiche dazu Abbildung Auf dem Schnittpunkt der beiden neu ein-
gefiigten Geraden und dort, wo diese die schon vorhandenen Geraden schneiden, fiigen
wir neue Riickgratknoten ein (vgl. Abb. . Das Riickgrat wird entlang der duflers-
ten Gerade verldngert, bis es eine der neuen Geraden kreuzt und von dort an, entlang
der neuen Geraden, weiter verlangert. Der Fuf}, der sich zuvor am Ende des Riickgrats
befand, wird dabei entfernt (vgl. Abb. . An die neu entstandenen Knoten des Riick-
grats werden zum Schluss noch je zwei Fiifle angefiigt. Diese liegen auf den Geraden,
die das Riickgrat in den neuen Riickgratknoten schneiden. Ein zusétzlicher Fufl wird am
Ende des verldngerten Riickgrats eingefiigt. Vergleiche dazu Abbildung

Wir gehen beim Zeichnen der Tausendfiifller davon aus, dass das Innere der Zeichnung
komplett ist, d.h auf jeder Kreuzung von zwei Geraden ein Knoten des Riickgrats liegt.
Ist ein Tausendfiifiler zu kurz, um die Stufe einer Zeichnung ganz zu fiillen, so fiillt man
das Innere der Zeichnung komplett, sodass nur die letzten Geradenschnittpunkte am
AuBeren der Zeichnung frei bleiben.

Somit ist jede Zeichnung um je eine Einheit breiter und hoher als die Zeichnung der
néchst kleineren Stufe. Da das Riickgrat der Zeichnung von der Stufe 1 nur aus einem
Punkt besteht, ist die Zeichnung jeder héheren Stufe quadratisch. Die Seitenlédnge jeder
Zeichnung ist um eine Einheit kleiner als die Stufe der Zeichnung. Die Linge der Fiifle
wird dabei vernachléssigt, da sie beliebig klein gezeichnet werden konnen.

Zur einfacheren Berechnung fithren wir ein paar Funktionen ein:

— Sei nf(i) die Anzahl der Riickgratknoten, die eine Zeichnung der Stufe i enthalten
kann, und
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— i'(n’) die Stufe, die benétigt wird, um n’ Riickgratknoten unterzubringen.
Fir die Anzahl der Geraden fiihren wir drei verschiedene Funktionen ein:

— Sei £*(i, A) die Anzahl an Geraden, die benétigt wird, um eine Zeichnung der Stufe
1 von TausendfiiBlern mit Grad A zu iiberdecken,

— 0'(n',A) sei die Anzahl an Geraden, die benotigt wird, um TausendftiBler mit n’
Knoten auf dem Riickgrat und Grad A zu iiberdecken, und

— 4(n,A) die Anzahl an Geraden, die benétigt wird, um Tausendfiifiler mit insgesamt
n Knoten und Grad A zu iiberdecken.

Somit ergeben sich folgende Gleichungen fiir die Anzahl der Riickgratknoten n/(7) und
Anzahl der benétigten Geraden £*(i, A) in Abhéngigkeit der Stufe

ni(i) < 42
und
0*(i,4) = 2i. (3.1)

Fiir die bendtigte Stufe und die Anzahl der Geraden in Abhédngigkeit der Anzahl der
Riickgratknoten ergibt sich daraus

i'(n) = [\/T?W
und
¢, 4) =2 [Vl

Da jeder Riickgratknoten, bis auf die beiden Knoten an den Enden, zwei Fiifle hat,
folgt daraus fir die Gesamtanzahl der Knoten n = 3n’ + 2. Fiir die Zahl der Geraden in
Abhéngigkeit der Gesamtzahl der Knoten gilt somit

6(n,4):2{ ”;ﬂ

bt

]

] ——
! !

+— et S

+ +—+ =+ —

(a) Stufe 1 (b) Stufe 2 (c) Stufe 3 (d) Stufe 4

Abb. 3.3: Tausendfiifller mit (a) einem, (b) vier, (c) neun und (d) sechzehn Knoten auf dem
Riickgrat
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1 ] . ] | -
! ! 1 !

T 1
(a) Hinzufiigen der (b) Einfiigen neuer (c) Verlingern des (d) Einfiigen neuer

neuen Geraden Knoten auf die Riickgrats Fifle
oben rechts Schnittpunkte

Abb. 3.4: Konstruktion eines Tausendfii}lers der Stufe 4

Fiir eine untere Schranke wenden wir Ungleichung an. Im Fall der Tausendfiifller
entsprechen die essentiellen Knoten den Knoten auf dem Riickgrat. Daraus ergibt sich
als untere Schranke fiir die Tausendfiiller mit Grad 4

(' 4) > V2! (3.2)

Die Anzahl der Geraden, die zum Uberdecken der Tausendfiifller vom Grad 4 benétigt
werden, liegt also zwischen v/2n/ und 2[v/n/]. O

Anmerkung. Die Steigungszahl von Tausendfiillern mit Grad 4 betrégt zwei, genau
wie die Steigungszahl von Bindrbdumen. Grund dafiir ist, dass sowohl bei den Tausend-
fiiBlern als auch bei den Bindrbdumen kein Knoten vom Grad gréfler 4 existiert und
somit die inzidenten Kanten eines Knoten mit maximal zwei Geraden iiberdeckt werden
kénnen. Daraus folgt, dass beide rechtwinklige Zeichnungen haben, da Dujmovié¢ et al.
[DESWO7| gezeigt haben, dass ein Graph eine rechtwinklige Zeichnung hat, wenn seine
Steigungszahl zwei ist. Graphen mit Steigungszahl zwei haben somit Zeichnungen mit
geringer visueller Komplexitat.

3.2 TausendfuBler mit hoherem Grad

In diesem Abschnitt betrachten wir Tausendfiiller 7'(n, A) mit A > 4. Dabei betrachten
wir nur gerade A. Um Satz zu beweisen, geben wir zuerst eine obere Schranke fiir
die Geradentiberdeckungszahl von Tausendfiifiler an. Als zweites zeigen wir, dass jeder
Tausendfiiler auf ein Gitter der GréBe O(vnA) x O(vVnA) gezeichnet werden kann. Im
Anschluss daran geben wir eine untere Schranke fiir die Geradeniiberdeckungszahl an.
Abschlielend geben wir eine Tabelle mit den genauen Werten der unteren und oberen
Schranke in Abhéngigkeit des Grades an.

Lemma 3.3. Fir einen Tausendfipler T mitn Knoten und Grad A gilt {(T) € O(/nA3/?),

Beweis. Seien x(i) und y(i) die Anzahl der Riickgratknoten in x-Richtung beziehungs-
weise in y-Richtung einer Zeichnung der Stufe i. Wir nehmen zur leichteren Berechnung
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an, dass die Stufe einer Zeichnung immer voll besetzt ist, d.h die Anzahl der Riickgrat-
knoten des TausendfiiBlers quadratisch ist. Dabei gilt (i) = y(i) = i, da die Zeichnungen
immer quadratisch sind.

Um Knoten auf dem Riickgrat mit Grad 6 zu iiberdecken, fiigt man zusédtzliche Ge-
raden mit Steigung 1 in das quadratische Grundgeriist ein (vgl. Abb. . Um alle
Riickgratknoten am unteren Rand der Zeichnung zu iiberdecken, benétigt man x (i) vie-
le Geraden. Fiir die Riickgratknoten am linken Rand benétigt man y(i) viele Geraden.
Da die linke untere Ecke nun doppelt iiberdeckt wurde, kann man eine Gerade wieder
abziehen. Es gentigen z (i) +y(i—1) viele Geraden, um alle Knoten des Riickgrats mit Ge-
raden der Steigung 1 zu iiberdecken. Die Gesamtzahl der benétigten Geraden entspricht
damit

05(4,6) = £*(i,4) + (i) + y(i — 1)
= 2i4i+i—1 (3.3)
=4i—1.

Aquivalent dazu werden die Zeichnungen der Tausendfiifiler mit Grad 8 mittels Gera-
den der Steigung —1 konstruiert (siche Abb.[3.5b)). Sie werden zusétzlich zu den Geraden
mit Steigung 1 eingefiigt. Die Zahl der Geraden betréigt

0*(4,8) = £*(i,6) + z(i) + y(i — 1)
=i—1)+i+i—1 (3.4)
= 6i — 2.

Nach demselben Schema werden die Zeichnungen fiir die Grade 10 (vgl. Abb.
und 12 mittels Geraden der Steigung +2 {iberdeckt. Sie werden zusétzlich zu allen zu-
vor eingefiigten Geraden hinzugefiigt. Dadurch gilt fiir die Gesamtzahl der bendtigten
Geraden fiir Tausendfiifller mit Grad 10

0°(i,10) = £*(i,8) + x(i) + 2y (i — 1)
— (60 —2) +i+2i —2 (3.5)
= 9i— 4.

Fiir die Zeichnungen mit je zwei aufeinanderfolgenden geraden Graden (z.B. 6 und
8 oder 10 und 12) werden zusétzliche Geraden mit betragsméBig gleicher Steigung ein-
gefiigt. Die Anzahl dieser Geraden in Abhéngigkeit zur Stufe der Zeichnung ist somit
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Abb. 3.5: Zusitzliche Geraden mit (a) Steigung 1, (b) Steigung —1 und (c¢) Steigung 2, um die
Kanten der Knoten mit Grad 6, 8 und 10 zu tiberdecken

NN NN

dieselbe. Allgemein gilt fiir die Anzahl der Geraden in Abhéngigkeit eines Grades

(i, A) = (6, A — 2) + 2(4) + qﬂ - 1) y(i — 1)

= (i, A —2) + [ﬂ i— Gﬂ - 1) (3.6)
A , '
— 2+ JZ6 (HL’—H}JA).
j gerade
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Daraus ergibt sich fiir die Anzahl der Geraden in Abhéngigkeit der Riickgratknoten

O, A) =2 [V + ]é qﬂ Wﬂ[ﬂ+1>
j gerade
=2[Vn/] + i MWﬂ— i M+ i 1
.j:6d y .jZGd y .j:6d
| e e e
=2[vi| + [vi| ;ﬁ M— ];6 mnt ;6 1
j gerade j gerade j gerade
:2[@]+[W}§[ﬂ—§m+221
:QWMW_1)2[;}”@_3“)
§2[\/ﬂ+([\/ﬂ—1)i1+2(§—2)

8 4
€ O(Vn') + O(Vn') - O(A?) + O(A)
€ O(Vn'A?).

() Gauf’sche Summenformel
Fir die Gesamtzahl n der Knoten in Abhéangigkeit des Grades gilt

n=n"+n'(A-2)+2

=n'(A—-1)+2, (3.7)

da jeder der n’ Knoten auf dem Riickgrat A — 2 Fiifle und der Tausendfiler an beiden
Enden einen zusétzlichen Fufl hat. Daraus ergibt sich fiir die Anzahl der Geraden in
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Abhéngigkeit der Anzahl aller Knoten und des Grades

eO
eo(\/m % 2)
e(’)(\/ﬁA%)

d

Fiir die untere Schranke verallgemeinern wir das Argument der essentiellen Knoten
aus Kapitel [I.2] Das heifit, dass sich ein Knoten mit Grad grofier 4 aus mehreren Knoten
vom Grad 4 zusammensetzten, fiir deren Anzahl an tiberdeckenden Geraden wir eine
untere Schranke kennen.

(a) Knoten vom Grad 8, iiberdeckt (b) Vier Geraden schneiden sich in
von vier Geraden sechs Punkten

Abb. 3.6: Uberdeckung von Knoten mit Grad groBer 4

Lemma 3.4. Fir Tausendfiffler mit n Knoten und Grad A gilt ¢ € Q(vVnA).

Beweis. Um einen Knoten vom Grad A zu tiberdecken, benttigt man A/2 Geraden. Mit

A/2 Geraden kénnen (AQ/ %) Knoten mit Grad 4 iiberdeckt werden, sodass jeder auf dem

Schnittpunkt von zwei Geraden liegt (siehe Abb. . Fasst man diese (AQ/ 2) Knoten zu
einem zusammen, so wird dieser von A/2 Geraden geschnitten. Um n Knoten vom Grad
A zu tiberdecken, benétigt man mindestens (A/2)n Knoten, die auf den Schnittpunkten
von je zwei Geraden liegen. Mit ( ) dieser Schnittpunkte auf ¢ Geraden, von denen je
(A2/ 2) Schnittpunkte zusammengefasst werden, kénnen maximal & Knoten vom Grad A
entstehen, d.h.

Aus k < (5) / (A2/2) = éé (2;?1 < £ ergibt sich fiir die Anzahl an Geraden
2 Az
> /((A%/4) — (A)2))k.
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Fiir die Anzahl der Geraden in Abhéngigkeit der Riickgratknoten gilt somit

. A2 AN
r(n',A) > (4 — 2) n (3.8)
c Q(Vn'A).

Mittels Gleichung ergibt sich fiir die Zahl der benétigten Geraden in Abhéngigkeit
der Anzahl aller Knoten

amA)eQ< Z:iA>
eQ(M)
O]

Im Folgenden zeigen wir, wie grofy die Fléche ist, die eine Gitterzeichnung von Tau-
sendfiifllern benotigt.

Lemma 3.5. Jeder Tausendfifler T mit n Knoten und Grad A ldsst sich auf ein Gitter
der Grifie O(vVnA) x O(VnA) zeichnen.

Beweis. Lasst man die Fufle aufler Acht, so hiangt die Grofle einer Gitterzeichnung nur
von der Anzahl der Riickgratknoten n’ ab. Da die Zeichnung quadratisch und im Inne-
ren komplett gefillt ist, entspricht die Seitenlénge [\/77-‘ Die Seitenlénge einer solchen

Zeichnung in Abhéngigkeit der Anzahl aller Knoten n ist somit [\/ (n—2)/(A— 1)-‘ . Die

Fiifle liegen dabei auf den iiberdeckenden Geraden um die Riickgratknoten, jedoch nicht
auf Gitterpunkten. Eine solche Gitterzeichnung hat die Grofie O(y/n/A) x O(y/n/A).

l O(4)
O(VnA)

Abb. 3.7: Anordnung der Fiifle eines T(9,12) in kleinen Rechtecken um den zu ihnen benach-
barten Riickgratknoten in einer Gitterzeichnung der Gréfle O(vVnA) x O(vVnA).
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Mochte man die Fiifle auch auf Gitterpunkte zeichnen, so bendétigt man ein gréfleres
Gitter. Dabei liegen die Fiifle auf kleinen Rechtecken um ihren benachbarten Riickgrat-
knoten und werden von Geraden mit ganzzahligen Steigungen tberdeckt. Die Grofie
dieser Rechtecke ist dabei linear vom Grad des Tausendfiifllers abhéngig und betragt
3 x O(A) Gitterpunkte (vgl. Abb. [3.7)). Diese Rechtecke miissen zueinander einen ver-
tikalen Abstand von einer Einheit haben, damit sie nicht tberlappen. Der vertikale
Abstand zwischen den Riickgratknoten betridgt somit O(A). Der horizontale Abstand
zwischen Riickgratknoten muss ebenfalls O(A) betragen, da die Geraden, die die Fiifle
iiberdecken das Riickgrat sonst nicht in Riickgratknoten schneiden. Die gesamte Zeich-
nung hat somit eine GroBe von O(Av/n') x O(Avn'), bzw in Abhingigkeit der Anzahl
aller Knoten O(vVnA) x O(v/nA). O

Als Abschluss dieses Abschnitts geben wir noch eine Tabelle mit den exakten Werten
der benétigten Geraden an.

max. Anzahl
Stufe Riickgratknoten Geraden
A =14 A =6 A =28 A =10
Gl. Gl. Gl. GL GL Gl. Gl. Gl.
untere obere | untere obere | untere obere | unter obere
Schranke Schranke Schranke Schranke
1 1 2 2 3 3 4 4 5 5
2 4 3 4 5 7 7 10 9 14
3 9 5 6 8 11 11 16 14 23
4 16 6 8 10 15 14 22 18 32
5 25 8 10 13 19 18 28 23 41
6 36 9 12 15 23 21 34 27 50
7 49 10 14 18 27 25 40 32 59
8 64 12 16 20 31 28 46 36 68
9 81 13 18 23 35 32 52 41 77

Tab. 3.1: Ubersicht iiber die exakte Anzahl der Geraden in Abhingigkeit des Grades und der
Stufe. Dabei beziehen sich die oberen und unteren Schranken jeweils auf die dazu
angegebene Gleichung.

3.3 TausendfuBler mit anderen Grundformen

Im Zuge dieser Arbeit wurden auch Dreiecke anstelle von Quadraten als Grundform fiir
die Tausendfiiller betrachtet. Die Konstruktion ist dabei dhnlich zu der Konstruktion
der Quadrate in Abschnitt Dabei betrachten wir wiederum nur Tausendfiifller vom
Grad 4.

Wir beginnen mit drei Geraden, die sich in drei Punkten schneiden und dadurch ein
Dreieck bilden. Das Riickgrat wird jedoch nur von zwei der drei Geraden iiberdeckt. Die
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(a) Stufe 1 (b) Stufe 2 (c) Stufe 3

Abb. 3.8: Tausendfiifller mit (a) drei, (b) 12 und (c) 27 Knoten auf dem Riickgrat in der Form
von Dreiecken

dritte Geraden {iberdeckt den zusétzlichen Ful am inneren Ende des Tausendfiifilers (vgl.
Abb. . Pro Stufe wird dann auf jeder der drei Seiten des Dreiecks eine neue Gerade
eingefiigt, das Riickgrat entlang dieser Geraden verlangert und auf die Schnittpunkte der
Geraden neue Knoten eingefiigt (vgl. Abb. . Der Ubersichtlichkeit wegen wurden die
Fiile hier weggelassen. Sie liegen jedoch genau wie bei den Quadraten auf den Geraden,
die sich in einem Riickgratknoten schneiden. Die Anzahl der Riickgratknoten betrigt
dabei

n'(i) = 3%,
da sich an den Ecken des Dreiecks kleine Rauten aus Riickgratknoten mit Seitenldnge
i bilden (vgl. Abb. . Die Anzahl der Geraden erhoht sich pro Stufe um 3, betragt
also

7 (i) = 3.

Fiir die Anzahl an Geraden in Abhéngigkeit der Riickgratknoten ergibt sich damit

/
//4: Z
£, 1) 3{ '

= [vaw].

Vergleichend ergibt sich fiir die Anzahl an benétigten Geraden fir Tausendfifiler auf
dreieckigem und quadratischem Grundgeriist ¢, (n') = [\/?WW und /(n') = [ 4n’]

Um Tausendfiiller zu iiberdecken, die einen hoheren Grad haben, werden ebenfalls
zusétzliche Geraden mit unterschiedlichen Steigungen eingefiigt. Dabei liegt die Anzahl
der neu eingefiigten Geraden fiir jedes nichst gréBere gerade A in O(v/n/A). Die Anzahl
aller Geraden liegt somit, genau wie zuvor bei den Quadraten in Kapitel [3.2] gesehen, in

O(Vn'A?).

Eine weitere Moglichkeit fiir die Form des Grundgeriist von Tausendfiilern wére ein
Zickzack-Muster. Dabei kénnten auf O(v/n’) Geraden je O(v/n’) Riickgratknoten plat-
ziert werden. Siehe dazu Abbildung [3.9] Riickgratknoten vom Grad 4 lassen sich dabei
einfach durch das Einfligen waagrechter Geraden iiberdecken. Fiir die Anzahl der bend-

tigten Geraden gilt also ¢'(n/,4) = [2\/5}
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Abb. 3.9: TausendfiiBler mit je O(v/n/) Riickgratknoten auf O(v/n’) Geraden

3.4 TausendfuBler im Raum

Allgemein gilt fiir alle Graphen, dass die bendtigten Geraden im Raum nicht mehr sein
kénnen als in der Ebene. Somit ist es also méglich, die obere Schranke noch zu verbes-
sern. In Anlehnung an die Wahl von Quadraten als Grundstruktur in der Ebene, bietet
sich im Raum die Form des Wiirfels an. Dieser Wiirfel hat ein Volumen von O(n’),
Seitenldnge O(n/ 1 3) und liegt in einem kartesischen Koordinatensystem. Um auch die
Kanten des Riickgrats zu iiberdecken, die zwischen den einzelnen Ebenen verlaufen, liegt
jeder der n’ Riickgratknoten auf dem Schnittpunkt von drei Geraden, die jeweils par-
allel zu einer der drei Achsen verlaufen (vgl. Abb. [3.10a). Die Anzahl der Geraden, die
benotigt werden, um eine Seite des Wiirfels senkrecht und waagrecht zu {iberdecken,

entspricht 2 [n’ 1 3}. Um alle Schichten des Wiirfels mit Senkrechten und Waagrechten

zu iiberdecken, benotigt man also 2 [n’ 1 ﬂ . [n’ 1/ 3} =2 [n’ 2/ ﬂ Geraden. Zuletzt miissen
alle Riickgratknoten noch mit Geraden in Richtung der dritten Dimension iiberdeckt
werden. Die Anzahl dieser betrigt [n’l/s—‘ . [n’l/ﬂ = [nﬂ/?’—‘. Die Anzahl aller Geraden

betrigt somit 2 [n’ 2/ ﬂ + [n’ 2/ 3} =3 [n’ 2/ ﬂ. Da jeder Riickgratknoten auf dem Schnitt-
punkt von drei Geraden liegt, konnen jeweils vier Fiifle mit iiberdeckt werden, ohne dass
zusétzliche Geraden benotigt werden. Um mehr Fiie iberdecken zu kénnen, werden (wie
zuvor bei den quadratischen Tausendfiilern) in jede der {n’ 1 3} Schichten des Wiirfels

Diagonalen eingefiigt. Da hierbei erst ab A = 8 zusétzliche Geraden eingefiigt werden
und diese ebenfalls mit positiver und negativer Steigung verwendet werden, betrigt die
Anzahl der zusatzlichen Geraden pro Schicht [A/4] [n’ v 3} —(lA/4] —1).
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Die Form des Wiirfels lisst also im Fall der Tausendfiiler keine Uberdeckung mit we-
niger Geraden als in der Ebene zu. Dabei ist es egal, ob man das Riickgrat in jeder
Schicht spiralformig (vgl. Abb. aufwickelt oder in Maanderform (vgl. Abb.
durch die Ebene legt. Die Anzahl der bendtigten Geraden verringert sich auch nicht,
wenn man die Geraden, die Knoten mit Graden grofier 4 iiberdecken, so legt, dass sie
Riickgratknoten verschiedener Schichten schneiden.

Eine weitere mogliche Idee, Tausendfiifiler im Raum mit weniger Geraden zu tiberde-
cken, bezieht sich auf einen Beweis von Chaplick et al. [CFLTde]. Dieser zeigt, dass es
Graphen mit n Knoten gibt, bei denen in der Ebene in O(n) Geraden benétigt werden,
die im Raum aber mit O(n?/3) Geraden iiberdeckt werden kénnen. Ein Beispiel hierfiir
sind die Graphen, die aus geschachtelten Rechtecken bestehen (sieche Abbildung(3.11c).
Diese kénnen auf einer Fliche der Grofie O(n'/?) x O(n'/3) zu O(n'/3) hohen Tiirmen
gestapelt werden, die abwechselnd am unteren bzw. am oberen Ende verbunden sind
(dhnlich zu Abbildung . Zur Uberdeckung werden dabei O(n?/?) Geraden bené-
tigt.
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71/1/3 . . .

173
n'

(a) Uberdeckung eines dreidimensionalen (b) ...(nach Chaplick et al. [CFLTde|)
Tausendfiifilers mit Grad 8 in Wiirfel-
form

Abb. 3.10: Mogliche Konstruktionen dreidimensionaler Zeichnungen von Tausendfiifllern

1/3] 1/3)
n' n'

Ebene 2

Ebene 2
lez le,/%
Ebene 1 Ebene 1 L >

(a) (b) (c)

Abb. 3.11: (a) Spiralférmiges und (b) méaanderférmiges aufwickeln der TausendfiiBler in jeder
Ebene des Wiirfels. (¢) Zeichnung eines Graphen, der aus vier geschachtelten Recht-
ecken besteht.

Wendet man diese Technik auf die TausendfiiBler an, indem man sie um die n’ 173 hohen
Tirme wickelt, so benotigt man ebenfalls O(n’ 2/ 3) Geraden fiir A =6 und insgesamt
o(n’ 2/ 3A2) viele Geraden. Das Resultat der zweidimensionalen Zeichnungen liefert somit
eine bessere Geradeniiberdeckungszahl. Grund dafiir scheint zu sein, dass Tausendfiifller

zu wenig Kanten haben, um im Raum effizienter iberdeckt werden zu kénnen als in der
Ebene.

Anmerkung. Dabei stellt sich die Frage, ob es eine allgemeingiiltige Bedingung dafir
gibt, dass man Graphen oder bestimmte Graphenklassen, im Raum nicht mit weniger
Geraden tberdecken kann als in der Ebene. Spielt moglicherweise das Verhéltnis der
Anzahl der Kanten zur Anzahl der Knoten dabei eine Rolle oder lassen sich noch andere
Klassen von Graphen finden, bei denen die Geradeniiberdeckungszahl im Raum nicht
geringer ist als in der Ebene?
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3.5 Ausblick auf allgemeine TausendfiiBler

Im allgemeinen Fall haben die Riickgratknoten von Tausendfiifllern nicht alle denselben
Grad. Man koénnte allgemeine Tausendfiiller iiberdecken, indem man den in Kapitel
beschriebenen Algorithmus mit dem Maximalgrad des Tausendfifilers anwendet. Hier-
bei werden jedoch einige Geraden keine oder nur wenige Kanten iiberdecken. Andernfalls
kénnte man den Algorithmus auch mit dem haufigsten Grad oder dem Durchschnitt aller
Grade anwenden (Grad eins und zwei ausgenommen). Da die Geraden, die Knoten vom
Grad grofler 4 iiberdecken, das Riickgrat nicht nur in Gitterpunkten schneiden, kénn-
ten die bis dahin aufler Acht gelassenen Knoten auf solchen Punkten platziert werden.
Knoten ohne Fiifle kénnen dabei vernachléssigt werden, da sie iiberall auf dem Riickgrat
platziert werden konnen.

Wir konnten jedoch leider keine Methode finden, um allgemeine Tausendfiiler effizi-
ent zu lberdecken. Es stellt sich jedoch die Frage, ob es NP-schwer ist, eine optimale
Uberdeckung fiir allgemeine Tausendfiifller zu finden.
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4 Fazit und Ausblick

Wir haben gezeigt, dass man einen Dodekaeder in der Ebene optimal mit zehn Gera-
den {iberdecken kann. Kombiniert man jedoch Geraden und Kreisbogen, benotigt man
insgesamt weniger Objekte, um alle Kanten zu iiberdecken. Eine interessante Frage da-
bei ist, wieweit man die gemeinsame Nutzung verschiedener Objekte, wie beispielsweise
Geraden und Kreisbogen, zur Uberdeckung von Graphen optimieren kann und ob eine
gemeinsame Nutzung fiir alle Graphen eine Uberdeckung mit weniger Objekten erlaubt.

Im zweiten Teil der Arbeit haben wir gezeigt, dass sich Tausendfifiler mit n Knoten
und Grad A mit O(y/nA3%?) vielen Geraden auf einem Gitter der GréBe O(vnA) x
O(vnA) iiberdecken lassen. Im Raum konnten wir allerdings keine Verbesserungen er-
zielen. Wir haben aber festgestellt, dass sich manche planaren Graphen im Raum mit
weniger Geraden iiberdecken lassen als in der Ebene. Das wirft die Frage auf, ob es eine
fiir planare Graphen allgemeingiiltige Bedingung dafiir gibt, dass sie sich im Raum nicht
mit weniger Geraden tiberdecken lassen als in der Ebene. Wie am Beispiel des Dodeka-
eders zu sehen war, brauchen Graphen eine gewisse Grofie, bzw. Beweglichkeit. Doch das
alleine scheint nicht auszureichen, da beispielsweise Tausendfiiller beliebig grofl werden
kénnen und auch sehr beweglich in ihrer Struktur sind, wir aber trotzdem im Raum
keine Uberdeckung mit weniger Geraden finden konnten als in der Ebene.

Die Klarung der oben genannten, offenen Fragen kann als Grundlage weiterfithrender
Forschung dienen und neue, interessante Resultate beinhalten.

26



Literaturverzeichnis

[CFL*de]

[DEL11]

[DESWO07]

[DETT98]

[dFPPY0]

[DL13]

[Férds)

[HT74]

[Sch90]

[Sch13]

S. Chaplick, K. Fleszar, F. Lipp, A. Ravsky, O. Verbitsky und A. Wolff:
Drawing Graphs on Few Lines and Few Planes. In: Graph Drawing and
Network Visualization, Band 9801 der Reihe LNCS. Springer Verlag, er-
scheint in Bélde. http://arxiv.org/abs/1607.01196.

W. Didimo, P. Eades und G. Liotta: Drawing graphs with right angle
crossings.  Theoretical Computer Science, 412:5156-5166, 2011. http:
//dx.doi.org/10.1007/978-3-642-03367-4_19.

V. Dujmovic’, D. Eppstein, M. Suderman und D. Wood: Drawings of Planar
Graphs with Few Slopes and Segments. Computational Geometry: Theo-
ry and Applications, 38:194-212, 2007. https://arxiv.org/abs/math/
0606450

G. Di Battista, P. Eades, R. Tamassia und I. Tollis: Graph Drawing: Al-
gorithms for the Visualization of Graphs. Prentice Hall PTR, 1. Auflage,
1998.

H. de Fraysseix, J. Pach und R. Pollack: How to draw a planar graph on
a grid. Combinatorica, 10(1):41-51, 1990. http://dx.doi.org/10.1007/
BF02122694.

W. Didimo und G. Liotta: The Crossing-Angle Resolution in Graph Dra-
wing. In: J. Pach (Herausgeber): Thirty Essays on Geometric Graph Theo-
ry, Seiten 167-184. Springer Verlag, 2013. http://dx.doi.org/10.1007/
978-1-4614-0110-0_10!

I. Fary: On straight line representation of planar graphs. Acta Univ. Szeged.
Sect. Sci. Math., 11:229-233, 1948.

J. Hopcroft und R. Tarjan: Efficient Planarity Testing. J. ACM, 21(4):549—
568, 1974. http://dx.doi.org/10.1145/321850.321852.

W. Schnyder: Embedding Planar Graphs on the Grid. In: Proceedings of
the First Annual ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms, SODA
'90, Seiten 138-148. Society for Industrial and Applied Mathematics, 1990.
http://dl.acm.org/citation.cfm?id=320176.320191.

A. Schulz: Drawing Graphs with Few Arcs. Graph-Theoretic Concepts
in Computer Science, 8165:406-417, 2013. http://dx.doi.org/10.1007/
978-3-642-45043-3_35.

27


http://arxiv.org/abs/1607.01196
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-642-03367-4_19
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-642-03367-4_19
https://arxiv.org/abs/math/0606450
https://arxiv.org/abs/math/0606450
http://dx.doi.org/10.1007/BF02122694
http://dx.doi.org/10.1007/BF02122694
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4614-0110-0_10
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4614-0110-0_10
http://dx.doi.org/10.1145/321850.321852
http://dl.acm.org/citation.cfm?id=320176.320191
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-642-45043-3_35
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-642-45043-3_35

[Ste51]

[Wag36]

[WPCMO02]

S. Stein: Convex Maps. Proceedings of the American Mathe-
matical Society, 2(3):464-466, 1951. https://doi.org/10.1090/
S0002-9939-1978-0503546-9.

K. Wagner: Bemerkungen zum Vierfarbenproblem. Jahresbericht der Deut-
schen Mathematiker-Vereinigung, 46:26-32, 1936. http://eudml.org/doc/
146109.

C. Ware, H. Purchase, L. Colpoys und M. McGill: Cognitive measurements
of graph aesthetics. Information Visualisation, 1(2):103-110, 2002. http:
//dx.doi.org/10.1057/palgrave.ivs.9500013.

28


https://doi.org/10.1090/S0002-9939-1978-0503546-9
https://doi.org/10.1090/S0002-9939-1978-0503546-9
http://eudml.org/doc/146109
http://eudml.org/doc/146109
http://dx.doi.org/10.1057/palgrave.ivs.9500013
http://dx.doi.org/10.1057/palgrave.ivs.9500013

Erklarung

Hiermit versichere ich, die vorliegende Abschlussarbeit selbststdndig verfasst zu haben,
keine anderen als die angegebenen Quellen und Hilfsmittel benutzt zu haben und die
Arbeit bisher oder gleichzeitig keiner anderen Priifungsbehérde unter Erlangung eines
akademischen Grades vorgelegt zu haben.

Wiirzburg, den 24. Oktober 2016

Ursula Scherm

29



	Titelseite
	Zusammenfassung
	1 Einleitung
	1.1 Motivation
	1.2 Definitionen

	2 Dodekaeder
	2.1 Der Dodekaeder in der Ebene
	2.2 Der Dodekaeder im Raum

	3 Tausendfüßler
	3.1 Tausendfüßler mit Grad 4
	3.2 Tausendfüßler mit höherem Grad
	3.3 Tausendfüßler mit anderen Grundformen
	3.4 Tausendfüßler im Raum
	3.5 Ausblick auf allgemeine Tausendfüßler

	4 Fazit und Ausblick
	Literaturverzeichnis
	Erklärung

