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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird eine Moglichkeit vorgestellt, um die Laufzeitklasse eines klas-
sischen kréftebasierten Graphzeichenalgorithmus wie des Algorithmus von Fruch-
terman und Reingold von O(|V|?) auf O(|V|log|V| + |E|) zu senken. Dabei ist
G = (V, E) der zu zeichnende Graph. Erreicht wird dies durch die Naherung der ab-
stoflenden Kréfte, die im klassischen kréaftebasierten Graphzeichenalgorithmus fiir
jedes Paar von Knoten berechnet werden. Hier werden dafiir die Paare einer wohl-
separierten Paardekomposition (well-separated pair decomposition) verwendet, in
denen mehrere Knoten zusammengefasst werden kénnen. Dass der so angepasste
Algorithmus in dieser Laufzeitklasse liegt, wird theoretisch bewiesen. Die experi-
mentellen Ergebnisse entsprechen dem. Zudem wird anhand einer statistischen Aus-
wertung der Zeichnungen, die beim mehrfachen Zeichnen der Rome-Graphen durch
verschiedene Algorithmen erzeugt wurden, gezeigt, dass die Zeichnungen, die der
angepasste Algorithmus liefert, anndhernd so gut sind wie die des zugrunde lie-
genden kréftebasierten Graphzeichenalgorithmus. Der angepasste Algorithmus wird
auBerdem mit einer weiteren verdnderten Form eines klassischen Graphzeichenalgo-
rithmus, die einen Quadtree verwendet und den Algorithmus von Barnes und Hut
implementiert, sowie mit dem Algorithmus von Kamada und Kawai verglichen.
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1 Einfiihrung

FEin grundsétzliches Problem der Graphentheorie ist die Visualisierung eines Graphen.
Ein Graph besteht lediglich aus einer Menge von Knoten und einer Menge von Kanten,
die jeweils eine ,Verkniipfung“ von zwei Knoten darstellen. Eine explizite Zuordnung
jedes Knotens und jeder Kante zu einem geometrischen Objekt wie einem Punkt oder
einer Kurve in einem zugehorigen Raum erfolgt durch eine Zeichnung.

Fiir Graphen, die Objekte/Netzwerke unserer echten Welt modellieren, mag es sein,
dass eine Zeichnung oft die reale geographische Lage abbilden soll. Landkarten, Pla-
ne fiir Fahrstrecken offentlicher Verkehrsmittel usw. sind hier zu nennen. Bei solchen
ist eine bestimmte Anordnung der Objekte einer Zeichnung nach geographischen Gege-
benheiten erwartet — moglicherweise in einer leicht abgednderten Form wie bei einem
schematisierten Straflenbahnnetzplan.

Es kann auch vorkommen, dass fiir einen gegebenen Graphen keine Zeichnung vor-
liegt oder eine vorhandene Zeichnung als fiir den gewlnschten Zweck unbrauchbar ein-
geschéitzt wird. Eine Zeichnung per Hand zu erstellen, ist aufwendig und damit teuer.
Besser ist es eine Methode anzuwenden, mit der eine Zeichnung zu einem gegebenen
Graphen automatisch erzeugt wird.

Verwandte Arbeiten Es gibt verschiedene solcher Methoden. Wenn beispielsweise eine
Hierarchie, die dem innewohnt, was der gegebene Graph modelliert, deutlich gemacht
werden soll, wiirde man den Graphen vermutlich anders zeichnen als dann, wenn eine be-
sonders platzsparende Zeichnung gefordert ist. Auflerdem muss beriicksichtigt werden,
dass bei der Implementierung eines Ansatzes immer auch nur bestimmte Ressourcen
(Prozessoren, Speicher, ...) mit ihren jeweiligen Eigenschaften zur Verfiigung stehen.
Daher ist nicht alles Berechenbare auch in der Praxis praktikabel oder sinnvoll, da in
einer, je nach Anwendung, angemessenen Zeit ein Ergebnis bendétigt wird. Denkbare
Qualitdtsanforderungen an einen Algorithmus zum Graphzeichnen sind eine Minimie-
rung der Anzahl der Kantenkreuzungen, ein begrenzter Platzverbrauch, eine bestimmte
Struktur der die Kanten reprisentierenden Kurven (als gerade Linien, in orthogonalem
Verlauf und Anordnung, ...), eine gleichméfige Verteilung der Knoten iiber die verwen-
dete Zeichenfliche, eine gute Winkelauflosung (keine zu kleinen Winkel zwischen zwei
ausgehenden Kanten an einem Knoten), eine kleine Varianz der Kantenlidngen, Erkenn-
barkeit von Symmetrie und weitere.

Viele Zeichenalgorithmen sind fiir speziellere Klassen von Graphen ausgelegt, fiir die
sie entsprechend ,,gute” Zeichnungen liefern, indem sie sich Eigenschaften dieser speziel-
len Graphen zu Nutze machen. So gibt es beispielsweise fiir Baume Zeichenalgorithmen,
die eine geradlinige Zeichnung fiir einen Baum 7' = (V, E) in O(|V|) Zeit kreuzungs-
frei auf einem Gitter der Grofie O(|V|log |V|) zuriickgeben [DETT99]. Fiir einen Algo-



rithmus, mit dem eine hierarchische Struktur in einem Graphen moglichst gut sichtbar
gemacht werden soll, ist der Algorithmus von Sugiyama et al. [STT8]1] ein Beispiel.

Auch fir Zeichnungen von allgemeinen Graphen gibt es verschiedene Ansétze. Hier
sind insbesondere die kriftebasierten Zeichenalgorithmen zu nennen, auf die in Ab-
schnitt ndher eingegangen wird. In diesen Verfahren werden die die Knoten représen-
tierenden Punkte als ,, Teilchen“ interpretiert, die analog zur Physik eine Wechselwirkung
von Kréften ausiiben. Diese Kraft ist abhéngig von Distanz und Kantenmenge. Eine
Methode zum Zeichnen eines Graphen, bei der eine Kraft verwendet wird, wurde be-
reits 1963 von Tutte [Tut63] verdffentlicht, allerdings nur fur dreifach-knotenzusammen-
héngende, planare Graphen. Ein kraftebasiertes Verfahren zum Zeichnen von allgemeinen
Graphen wurde in dieser Form erstmals von Eades als spring-embedder 1984 veroffent-
licht [Ead84]. Auf diesem baut auch das Verfahren von Fruchterman und Reingold aus
dem Jahre 1991 auf [FR91]. Prinzip dieser Verfahren ist es Federkrifte zwischen zwei
adjazenten Knoten zu modellieren, mit denen die Knoten auf einen optimalen Abstand
gebracht werden sollen und im Gegenzug abstoflende Krifte zwischen jedem anderen
Knotenpaar wirken zu lassen. Fiir letzteres ist O(|V|?) Zeit nétig, wobei V die Knoten-
menge in einem Graphen G = (V| F) ist. Da diese Laufzeitklasse hinderlich hoch liegt,
gibt es bereits Methoden, mit denen die Verbesserung der Laufzeitklasse eines klassi-
schen kréftebasierten Graphzeichenalgorithmus durch Approximation der abstoflenden
Krifte erreicht wird. In dieser Arbeit wird dasselbe angestrebt. Zu nennen ist hier zum
einen der Graphzeichenalgorithmus von Quigley und Eades [QEO01], die den Algorithmus
von Barnes und Hut [BH86] zum Graphzeichnen anwenden. Der Algorithmus von Barnes
und Hut nutzt einen Quadtree (siche Abschnitt als Datenstruktur. Zum anderen ist
hier der Algorithmus von Hachul und Jiinger [HJ04] zu nennen. Diese nutzen die Fast
Multipole Method, die auf Greengard und Rokhlin [GR&7] zuriickgeht, um diese Lauf-
zeitverbesserung zu erreichen. Mit diesen Algorithmen kénnen in der Praxis, wie mit
dem in dieser Arbeit vorgestellte Algorithmus, Laufzeiten in O(|V|log |V|+|E|) erreicht
werden.

Eigener Beitrag In dieser Arbeit wird zur Naherung der abstoflenden Kréafte die wohl-
separierte Paardekomposition (Well-Separated Pair Decomposition; siehe Abschnitt
von Callahan und Kosaraju [CK95] verwendet. Gronemann [Gro09] nutzt bei seinem
Graphzeichenalgorithmus auch die wohlseparierte Paardekomposition. Er nutzt sie aber
fiir die Anwendung seiner Umsetzung der Fast Multipole Method und nicht, wie im
Rahmen dieser Arbeit getestet, als Datenstruktur, mit der unmittelbar die abstolenden
Kréfte approximiert werden. Implementiert und getestet wurde die Approximation der
abstoflenden Kréfte durch eine wohlseparierte Paardekomposition hier exemplarisch am
Algorithmus nach Fruchterman und Reingold.

Uberblick iiber die Arbeit In Kapitelwerden zunéchst einige Grundlagen eingefiihrt.
Anschlieflend wird in Kapitel [3] der neue Ansatz vorgestellt, fiir welchen die Ergebnisse
seiner Implementierung in Kapitel [] untersucht werden. AbschlieBend wird in Kapitel
noch ein kurzes Fazit gezogen und ein kleiner Ausblick gegeben.



2 Grundlagen

In diesem Kapitel sollen zunédchst einige Grundlagen eingefithrt werden, auf die der
zentrale Teil dieser Bachelorarbeit mafigeblich aufbaut. Nach einer Definition von Gra-
phen und Zeichnungen wird der Quadtree und die wohlseparierte Paardekomposition
vorgestellt. Zum Abschluss dieses Kapitels werden die kraftebasierten Graphzeichenal-
gorithmen eingefiihrt.

2.1 Graphen

Bereits in der Einfiihrung war von Graphen die Rede. Diese sollen hier formal definiert
werden. Ein Graph wird hier geméafl der géngigen Definition eines ungerichteten, einfa-
chen Graphen definiert.

Definition 2.1. Ein Graph G = (V, E) ist ein Paar aus einer endlichen Knotenmenge
V und einer Kantenmenge E, wobei E eine Teilmenge der zweielementigen Teilmengen
von V ist. Eine Kante ist also eine Menge {u,v} mit u,v € V und u # v.

Eine Kante wurde hier als eine Menge von zwei Knoten definiert. Interpretiert wird
sie aber fiir gewohnlich als Verbindung zwischen diesen zwei Knoten. Deshalb wird im
Folgenden auch von Kanten zwischen zwei Knoten gesprochen.

Mit dem allgemeinen Begriff Graph wird hier bewusst der ungerichtete, einfache Graph
bezeichnet, da dieser der normalerweise in kriftebasierten Zeichenalgorithmen verwen-
dete Typ eines Graphen ist. Die Verwendung dessen macht auch deshalb Sinn, da man
andere Typen von Graphen wie gerichtete Graphen oder Graphen mit Mehrfachkanten
einfach vor dem Zeichnen in einen ungerichteten, einfachen Graphen umwandeln kann.
Beim Anwender liegt es dann die durch den Algorithmus zuriickgegebene Zeichnung noch
so anzupassen, dass der urspriingliche Typ wieder erkennbar ist, falls er das mochte.

2.2 Zeichnungen eines Graphen

Ebenfalls bereits in der Einfithrung wurde der Begriff der Zeichnung verwendet. Dieser
soll jetzt noch formal definiert werden. Die Definition orientiert sich am Buch von Di
Battista et al. [DETT99].

Definition 2.2. Eine Abbildung ¢ heifit Zeichnung eines Graphen G = (V, E), wenn
e fiir alle w € V gilt: ((w) € R? und

o fiir alle {u,v} € E gilt: (({u,v}) = (Guy([0,1]), wobei (g, ,1([0,1]) eine offene
Jordankurve des Intervalls [0, 1] mit (y,,3(0) = ((u) und (03 (1) = ((v) ist.



Eine Jordankurve ist dabei eine stetige und eindeutige Abbildung eines Intervalls auf
Punkte des R? [EL73], also eine Kurve, die keine Unterbrechung und im Unterschied zur
»gewohnlichen“ Kurve keine Kreuzung oder Beriihrung mit sich selbst haben darf. Hier
ist d = 2, da nur Zeichnungen in der euklidischen Ebene betrachtet werden.

Da jedem Knoten und jeder Kante eines Graphen durch eine Zeichnung genau ein
Punkt bzw. genau eine Jordankurve zugeordnet wird, werden im Folgenden die Punk-
te der Zeichnung, die einen Knoten représentieren, auch einfach direkt als ,, Knoten*
bezeichnet und die Jordankurven der Zeichnung, die eine Kante représentieren, auch
einfach direkt als ,Kanten“ bezeichnet, wenn daraus keine Mehrdeutigkeit entsteht. In
der Einleitung wurde bereits so verfahren. So miisste der Beispielsatz ,,Der Abstand
der Knoten v; und wve in dieser Zeichnung entspricht der Lange der geradlinigen Kante
zwischen diesen Knoten® eigentlich heiflen ,Der Abstand der v; und v reprisentieren-
den Punkte entspricht der Lange der geradlinigen Jordankurve/Verbindungslinie, die die
Kante zwischen diesen Knoten représentiert”. Diese Ungenauigkeit wird eingefiihrt um
solche Dinge kiirzer schreiben zu kénnen.

Des weiteren wird noch die geradlinige Zeichnung definiert. Diese ist am Buch von
Nishizeki und Rahman [NRO4] orientiert.

Definition 2.3 (Geradlinige Zeichnung). Eine Zeichnung eines Graphen G heifit gerad-
linig, wenn die Abbildung jeder Kante einem geraden Liniensegment entspricht.

Wie gerade definiert, ist eine Zeichnung eine Abbildung der Knoten eines Graphen
auf Punkte in der Ebene und der Kanten desselben Graphen auf Kurven in der Ebene.
Dabei ist zu beachten, dass nach Definition die Endpunkte der Kurven an den Positionen
der Knoten in der Zeichnung liegen. Ist nun zu einem Graphen eine Zeichnung gesucht,
bei der die Abbildung der Kanten auf Jordankurven bereits gegeben ist, so enthélt diese
Abbildung implizit auch schon eine Abbildung der Knoten auf Punkte, vorausgesetzt die
Abbildung der Kanten ist konsistent beziiglich gleicher Endpunkte zweier Kanten, wenn
diese denselben Knoten enthalten. Im umgekehrten Fall sind bei einer gegebenen Ab-
bildung der Knoten auf Punkte die Endpunkte der Kurven vorgegeben, lediglich deren
Verlauf ist noch offen. Bei einer geradlinigen Zeichnung ist jedoch auch der Verlauf vor-
bestimmt, da ein Liniensegment oder eine (gerade) Strecke durch zwei Punkte eindeutig
definiert ist. Somit entspricht eine Zuordnung der Knoten auf Punkte in der Ebene im-
mer auch einer geradlinigen Zeichnung. Allgemeiner entspricht sie auch jeder Zeichnung,
deren Kantenverlaufe eindeutig durch die Abbildung Knotenmenge auf Punkte festgelegt
sind. Eine geradlinige Zeichnung kann zudem offenbar in O(|E|) Zeit aus einer Abbil-
dung der Kanten auf Punkte generiert werden. Damit ist eine Umwandlung moglich, die
keine Probleme beim Einhalten der ermittelten Laufzeitklasse mit sich bringen.



2.3 Quadtrees

Ein Quadtree fiir Punktmengen (auch Punkt-Quadtree) ist eine Datenstruktur zur sys-
tematischen Speicherung von d-dimensionalen Punkten abhéngig von den Koordinaten
der einzelnen Punkte. Der Quadtree wurde erstmals 1974 von Finkel und Bentley [FB74]
vorgestellt. Ein Quadtree kann auch zur Speicherung anderer (geometrischer) Objekte
verwendet werden [Sam90]. Da dies jedoch hier nicht von Belang ist, bezieht sich die
folgende Definition nur auf Punkt-Quadtrees und verschérft auch eine mégliche allgemei-
nere Definition, dass ein Wurzelbaum bzgl. eines d-dimensionalen Raums ein Quadtree
ist, wenn jeder Knoten darin entweder 2¢ Kinder hat oder ein Blatt ist.

Definition 2.4 (Quadtree). Sei P eine Menge von Punkten im RY, wobei sich alle
Punkte in P paarweise in mindestens einer Koordinate unterscheiden (also verschieden
sind). Ein Wurzelbaum @ = (W, E) heifit Quadtree fir P, wenn

e jedes w € W einem d-dimensionalen Wiirfel (Quadtree-Zelle) im R? entspricht,
e die Wurzel von () alle Punkte aus P enthalt und

o fiir jedes w € W gilt:

— Wenn w mehr als einen Punkt aus P enthilt, so hat w in Q genau 2¢ Kinder.
Diese Kinder sind gleich grofle d-dimensionale Wiirfel, die entstehen, wenn w
in allen Dimensionen halbiert wird.

— Wenn w einen oder keinen Punkt aus P enthélt, so ist w ein Blatt in Q.

Wenn zwei Punkte nun sehr eng beieinander liegen kann es offenbar vorkommen, dass
Quadtree-Zellen wieder und wieder geteilt werden miissen bis beide Punkte ihre ,eige-
ne Quadtree-Zelle haben. Tatsédchlich wird die Tiefe eines Quadtrees vom geringsten
Abstand zweier Punkte aus der zugehorigen Punktmenge beschrankt. Fir die Tiefe ¢
eines Quadtrees fur eine Menge von Punkten P in der Ebene gilt ¢ < log(s/c) + 3/2,
wobei s die Seitenldnge der Wurzel des Quadtrees ist und ¢ der geringste Abstand zweier
Punkte in P ist [dCvOO08]. In Abhéingigkeit von der Tiefe t ldsst sich ein Quadtree fiir
die Punktmenge P in einer Zeit von O((t 4 1) - | P|) konstruieren [dCvO0§].

Eine zur Konstruktion notige Laufzeit, die von der Verteilung der Punkte abhingt,
scheint wenig interessant, da zwei Punkte beliebig nah beieinander liegen konnen. Eine
Losung stellt hier ein komprimierter Quadtree dar.

Definition 2.5 (Komprimierter Quadtree). Ein komprimierter Quadtree ist ein Baum,
den man erhélt, wenn man bei einem Quadtree diejenigen Pfadabschnitte zu einer ein-
zigen Kante ,komprimiert“, die iiber innere Knoten fithren, die drei punktleere Kinder
enthalten.

Ein komprimierter Quadtree fiir eine Punktmenge P kann in O(|P|log|P|) Zeit un-
abhéngig von der Verteilung der Punkte aus P berechnet werden [Harll].



2.4 Wohliseparierte Paardekompositionen

Die wohlseparierte Paardekomposition ist eine Datenstruktur fiir Punkte eines d-dimen-
sionalen Raumes. Eingefithrt wurde sie erstmals 1992 von Callahan und Kosaraju [CK95]
als well-separated pair decomposition. Die folgenden Definitionen folgen den Definitionen
aus dem Buch von Narasimhan und Smid |[NS07] und der Arbeit von Callahan und
Kosaraju [CK95].

Definition 2.6 (Wohlsepariertes Paar). Sei s > 0 eine reelle Zahl und seien A und
B zwei endliche Mengen von Punkten im R?. A und B heiflen wohlsepariert beziiglich
s oder s-wohlsepariert und bilden ein wohlsepariertes Paar, wenn es zwei disjunkte d-
dimensionale Kugeln C'4 und Cp gibt, sodass

e (4 und Cp denselben Radius haben,
e (4 die Bounding-Box R(A) enthélt,
e Cp die Bounding-Box R(B) enthélt und

e die Distanz zwischen C'4 und Cp grofler oder gleich s mal dem Radius von Cy4
bzw. Cp ist.

Dabei sei bei einer gegebenen Punktmenge P von d-dimensionalen Punkten die Boun-
ding-Box R(P) der kleinste koordinatenachsenparallele d-dimensionale Quader, der alle
Punkte aus P enthélt. Auf der Definition der wohlseparierten Paare aufbauend die néchs-
te Definition:

Definition 2.7 (Wohlseparierte Paardekomposition). Es sei P eine Menge von n Punk-
ten im R? und s > 0 eine reelle Zahl. Eine wohlseparierte Paardekomposition (WSPD)
beziiglich s ist eine Folge {A1, B1},{A2, B2}, ...,{An, By} von Paaren aus nichtleeren
Teilmengen von P mit einer natiirliche Zahl m, sodass

e A; und B; fiir jedes i mit 1 < i < m wohlsepariert beziiglich s sind und

e es fiir zwei beliebige Punkte p und ¢ aus P mit p # ¢ genau einen Index ¢ mit
1 <i < m gibt, sodass p € A; und q € B; ist oder p € B; und g € A; ist.

Definition 2.8 (Split-Tree). Gegeben sei eine nichtleere Menge P aus d-dimensionalen
Punkten. Ein Split- Tree ist ein gewurzelter Bindrbaum, dessen Knoten d-dimensionalen
Quadern entsprechen. Wenn P nur aus einem Punkt besteht, so besteht der Split-Tree
nur aus einem Knoten, der diesen Punkt enthélt. Ansonsten enthélt die Wurzel des
Split-Trees alle Punkte aus P und hat zwei Kinder, die selbst Split-Tree fiir je eine
nichtleere Teilmenge von P sind. Diese zwei Teilmengen sind disjunkt und werden durch
eine Teilung der Punktmenge P entlang einer Hyperebene erhalten.

Durch die mehrfache disjunkte Teilung der Punktmenge enthélt offensichtlich jedes
Blatt eines Split-Trees genau einen Punkt aus der zugehorigen Punktmenge, den kein
anderes Blatt enthélt. Es kann daher eine bijektive Zuordnung der Punkte einer Punkt-
menge auf Blatter des zugehorigen Split-Trees sowie auf Wurzel-Blatt-Pfade des zuge-
horigen Split-Trees angenommen werden.



Auflerdem gilt folgender Satz:

Satz 2.9 (nach Narasimhan und Smid [NSO7]). Sei P eine Menge von n Punkten im
R? und s > 0 eine reele Zahl. Die folgenden Punkte gelten nun:

o Ein Split-Tree fir P kann in O(nlogn) Zeit berechnet werden. Dieser hat eine
Grofie in O(n) und hdngt nicht von s ab.

e Bei einem gegebenen Split-Tree kann eine WSPD fiir P beziiglich s mit O(s%n)
Paaren in O(s%n) Zeit berechnet werden.

Narasimhan und Smid verweisen ihrerseits wiederum auf Callahan und Kosaraju [CK95],
die dasselbe zeigen. Dort wird als Form des Split-Trees der Fair-Split-Tree verwendet,
der auch in O(nlogn) Zeit konstruiert werden kann [CK95| [Cal95]. Har-Peled [Harll]
konstruiert eine WSPD mit denselben Eigenschaften aus einem komprimierten Quadtree.

Fiir gewohnlich wird daher ein Baum mit einer WSPD assoziiert. Bei den gerade ge-
nannten Arbeiten entsprechen dabei nach Konstruktion der WSPD die Punktmengen
A und B eines wohlseparierten Paares {A, B} aus der WSPD jeweils genau den Punk-
ten in genau einem Knoten des entsprechenden Baumes. Dass dem so ist, folgt direkt
aus den dort angegebenen Algorithmen zur Konstruktion der WSPD. Da ich bei meiner
Implementierung der WSPD dem Buch von Narasimhan und Smid folge, wird im Fol-
genden ein Paarteil eines wohlseparierten Paares auch mit einem Split-Tree-Knoten in
Verbindung gebracht und umgekehrt.

2.5 Kraftebasierte Zeichenalgorithmen

Grundgedanke Aus der Physik ist bekannt, dass Teilchen oder Kérper in einem physi-
kalischen Raum wechselseitig verschiedene Kréfte wie Gravitationskrifte oder elektrische
Krifte (Coulomb-Kréfte) ausiiben. Das heifit sie iiben eine Anziehung oder eine Absto-
Bung (oder nichts von beidem) von unterschiedlicher Grofle auf alle anderen Teilchen in
diesem Raum aus. Diese kann von Parametern wie der Distanz abhingen. Damit wirkt
auf jedes Teilchen eine resultierende Kraft, die der Summe aller Kréfte, die die anderen
Teilchen auf dieses Teilchen ausiiben, entspricht. Durch die wirkenden Kréfte werden die
Teilchen beschleunigt.

Das Problem die Bewegungen der einzelnen Teilchen bzw. Kérper in so einem Sys-
tem vorauszuberechnen wird als N-Kérper-Problem und die Simulation eines solchen
Systems als N-Kérper-Simulation bezeichnet. Fir zwei Korper ist eine exakte Losung
des Problems bekannt. Da fiir drei oder mehr Korper das N-Korper-Problem nicht auf
dieselbe Art wie fir zwei Korper gelost werden kann [Mey99], kann man sich helfen,
indem die Simulation iterativ durchgefiihrt wird, also vom aktuellen Zeitpunkt zu einem
nichsten diskreten Zeitpunkt.

Nun kann man dieses Prinzip der Wechselwirkung von Kréften auf das Graphzeichnen
iibertragen. Hierflir ist der Raum die Zeichenebene, die Knoten des Graphen werden als
, Teilchen“ modelliert und es werden eine Funktion oder mehrere Funktionen zur Be-
rechnung der wirkenden Kréfte ben6tigt, die von der Distanz der Knoten im Modell und
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Abb. 2.1: Prinzip eines kraftebasierten Graphzeichenalgorithmus. Entnommen aus der Diplom-
arbeit von Gronemann [Gro09].

der Kantenmenge E abhingen. Beim Graphzeichnen interessieren jedoch keine physi-
kalischen Groflen der Teilchen wie die Geschwindigkeiten oder die Massen, sondern nur
die Positionen. Deshalb wird im klassischen kréftebasierten Modell zur Graphzeichnung
keine Beschleunigung und eine damit verbundene Geschwindigkeitsidnderung der Teil-
chen berechnet, sondern nur eine Positionsédnderung. Daher wird statt der Zuordnung
der Knoten auf ,Modellteilchen“ einfach eine Zuordnung auf Punkte im R? verwendet.
Im folgenden wird der Punkt, der den Knoten v € V im Graphzeichenalgorithmus re-
prasentiert, auch mit p, bezeichnet.

Idee ist es nun die Kréfte zwischen diesen Punkten, die die Knoten modellieren, eine
Zeit lang wirken zu lassen, um so schliellich einen stabilen Gleichgewichtszustand zu
erreichen. Dabei ist allerdings eine grofle Schwéche solcher kraftebasierten Algorithmen,
dass das ganze immer auch einem lokalen modellenergetischen Minimum entgegenstreben
kann, das nicht gleichzeitig auch ein globales modellenergetisches Minimum ist. Eine
Visualisierung dieses Prinzips kann in Abb. 2.1] betrachtet werden.

Prinzipielle Funktionsweise Die Funktionsweise eines klassischen kréaftebasierten Al-
gorithmus ist in Algorithmus [1] skizziert. Der Aufbau ist dabei insbesondere am Algo-
rithmus von Eades [Ead84] und am Algorithmus von Fruchterman und Reingold [FRII]
orientiert.

Der Algorithmus nimmt einen Graphen entgegen und gibt eine totale Zuordnung der
Knoten auf Punkte in der Ebene zuriick. Diese Zuordnung entspricht auch einer ge-
radlinigen Zeichnung und offensichtlich auch jeder anderen beliebigen Zeichnung, deren
Abbildung der Kanten eindeutig aus der Abbildung der Knotenmenge folgt. Je nach
Umsetzung kann dem Algorithmus noch eine initiale Zuordnung der Knoten auf Punk-
te libergeben werden. Diese soll dazu dienen ein ,besseres“ Ergebnis zu erhalten, da
sie moglicherweise eine ,bessere® Ausgangslage fiir die erste Iteration darstellt. Steht
nichts zur Verfiigung, ist eine zuféllige Anfangsverteilung tiblich, die als Ausgangspunkt
fiir die erste Iteration dient. Der Algorithmus funktioniert ndmlich iterativ. Das heifit
hier, dass die Prozedur des Berechnens und Anwendens der Krifte mehrfach angewandt
wird — jeweils auf die in der vorherigen Iteration berechneten Positionen der Knoten. So
soll das Ergebnis jede Iteration besser werden. Das Abbruchkriterium ist im einfachs-
ten Fall einfach eine Uberschreitung eines Maximalwerts fiir die Anzahl der Iterationen,
sodass beispielsweise bei jedem Aufruf genau 50 Iterationen durchgefiihrt werden. In
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einer ,besseren® Umsetzung werden so viele Iterationen durchgefiihrt bis ein (lokales)
modellenergetisches Minimum ausreichend gut erreicht ist, wobei eine Hochstzahl an Ite-
rationen zugefiigt werden kann, um ein Terminieren (nach konstant vielen Durchldufen)
zu garantieren.

Algorithmus 1 : Ablauf eines klassischen kréftebasierten Zeichenalgorithmus
Eingabe : Ein Graph G = (V, E), evtl. eine Zuordnung V — R?
Ausgabe : Eine Zuordnung V — R?

1 Berechne ggf. initiale Postionen (Punkte in der Ebene) fiir alle v € V
// Jeder Durchlauf dieser while-Schleife entspricht einer Iteration

2 while Abbruchkriterium nicht erfillt do

3 Berechne fiir alle v € V' die Summe der wirkenden Kréafte und speichere sie
// Resultierende Krafte anwenden

4 foreach v € V do

5 L Berechne neue Position von v

6 return Berechnete Zuordnung V — R?

In dem Schritt ,Berechne fiir alle v € V' die Summe der wirkenden Kréafte und spei-
chere sie* wird fiir jeden Knoten die auf ihn in Summe wirkende Kraft gespeichert. Diese
wird im darauffolgenden Durchlauf aller Knoten verwendet, um die neuen Positionen zu
berechnen. Wie in der Physik werden hierbei die wirkenden Kréafte mithilfe von Vekto-
ren berechnet. Wenn u € V' eine Kraft auf v € V' ausiibt, so wirkt diese Kraft entweder
genau in die Richtung von p, nach p,, (anziehende Kraft) oder genau in die umgekehrte
Richtung (abstoflende Kraft). Der Einheitsvektor in einer dieser beiden Richtungen wird
daher als richtungsbeschrinkendes Element verwendet. In dieser Arbeit wird er in Rich-
tung von p, nach p, verwendet. Zur Bestimmung der Kraft wird dieser Einheitsvektor
mit dem Wert einer austauschbaren Funktion f multipliziert, die in Abhéngigkeit von
der Distanz zwischen diesen beiden Punkten eine reellen Zahlenwert zurtickgibt. Mit
dem Betrag dessen wird die Stirke und mit dem Vorzeichen die Richtungen der Kraft
festgelegt. Ist dieser Wert positiv, so wirkt die Kraft anziehend (von p, nach p,,). Ist sie
dagegen negativ, so wird die Richtung des resultierenden Vektors ,,umgekehrt* und die
Kraft wirkt abstoflend. Insgesamt ergibt sich folgende Formel zur Berechnung der Kraft,
die u auf v ausiibt:

Pup —

- vPu

F(u,v) = 7= - f(llpvpall) (2.1)
HpvpuH

Der Vektor pyps, durch den Betrag desselben ergibt den Einheitsvektor in diese Rich-
tung. Die Funktion f zur Berechnung der abstoflenden Kraft wird mit fapstoenda und die
zur Berechnung der wenigstens teils anziehenden Kraft zwischen zwei adjazenten Knoten
als fadjazent bezeichnet. Die diese Funktionen verwendende Funktion ﬁ(u, v) wird analog
dazu ﬁabsmﬁend(u, v) bzw. ﬁadjazent(u, v) genannt. Es wird hier die Bezeichnung fagjazent
statt fangichend verwendet, da diese Kraft z.B. bei Eades als Federkraft auch abstoflend
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wirken kann, wenn zwei adjazente Knoten nédher beisammen liegen als bei Einhaltung des
optimalen Abstands erwartet. Zudem wird hier faipstogend Statt fnicht-adjazent Verwendet,
da z.B. bei Fruchterman und Reingold diese abstolende Kraft auch zwischen adjazenten
Knotenpaaren wirkt.

Klassische Umsetzungen Solch ein Verfahren wurde erstmals von Eades [Ead84] vor-
gestellt. Er modelliert zum einen Federkrdfte zwischen zwei adjazenten Knoten, also
zwei Knoten u und v, fiir die es eine Kante {u,v} € E gibt, und zum anderen absto-
Bende Kréfte fiir die Knotenpaare {u,v} ¢ E. Das Prinzip dieser Federkréfte ist den
aus der Physik bekannten Federkréiften entlehnt. Eine Feder hat eine optimale Lénge,
bei der sie sich im energiedrmsten Zustand befindet. Unter der Aufwendung von Kraft
kann die Feder jedoch zusammengedriickt werden, dass diese kiirzer wird, oder ausein-
andergezogen werden, dass diese ldnger wird. So wird an ihr Spannarbeit verrichtet, die
anschlieBend als potenzielle Energie in der gespannten Feder vorliegt. Die Feder strebt
jedoch ihrem energiedrmsten Zustand entgegen, sodass sie ihre verdnderte Ladnge nur
behélt, so lange noch die entsprechende Kraft mit entsprechender Richtung und entspre-
chendem Betrag anliegt. Wenn dieses Prinzip beim kréaftebasierten Graphenzeichenen
zwischen zwei adjazenten Knoten angewandt wird, besteht die hilfreiche Eigenschaft,
dass es einen optimalen Abstand adjazenter Knoten (optimale Kantenldnge bei gerad-
linigen Zeichnungen) grofier 0 gibt, zu deren Gunst die entsprechende Kraft zwischen
diesen adjazenten Knoten wirkt.

Dieser Effekt wird durch die Verwendung der folgenden Funktion erreicht, die fiir die
Funktion f innerhalb der Formel verwendet wird.

ades d
ff;ijgzent( ) Ca IOg 7 (22)

Hierbei ist ¢, eine Konstante und [ ist der optimale Abstand zweier adjazenter Knoten,
also im Modell die ideale Federldnge. Diese logarithmische Formel entspricht nicht realen
Formeln zur Berechnung von Federkréften in der Physik.

Wie fadjazent Dimmt auch fipstopend €ine Distanz entgegen und gibt die Grofle der
wirkenden Kraft zuriick. Da der Wert in dieser Funktion hier immer negativ ist, wirkt
diese Kraft immer entgegen dem Einheitsvektor in Formel . Diese abstoflende Kraft
zwischen nicht-adjazenten Knoten berechnet sich bei Eades mit:

Cr

abstopena(d) = = (2.3)

Dabei ist ¢, eine Konstante.
Die insgesamt auf einen Knoten v € V' in einer Iteration wirkende Kraft Fgesams ist,
wie zuvor geschrieben, die Summe der Kréfte. Das ist bei Eades:

Fg%iﬁﬁft Z Fadjazent u U) + Z ﬁabstoﬁend (ua 'U) (24)
{uv}eE {u,v}¢E u#v

Als weiterer bedeutender Graphzeichenalgorithmus dieser Art ist noch das Verfah-
ren nach Fruchterman und Reingold [FR91] zu nennen. Das Verfahren ist zeitlich nach
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dem von Eades erschienen und basiert im Wesentlichen auch auf ebendiesem. Der Al-
gorithmus verwendet einen Rahmen (frame) zur Begrenzung der Zeichenfldche. Dieser
Rahmen ist rechteckig und sollte am Ende einer Iteration ein Knoten auflerhalb dieses
Rahmens platziert werden, so werden dessen Koordinaten so vermindert oder erhoht,
dass er auf und nicht auflerhalb des Rahmens liegt. Im Gegensatz zum Algorithmus von
Eades wirken nicht nur zwischen nicht adjazenten Knoten abstoflende Kréifte, sondern
zwischen jedem Paar von Knoten. Zusétzlich wirken anziehende Kréfte zwischen adja-
zenten Knoten. Es wird neben ihren primédren Funktionen fir figjazent Und fabstosend
(Der Algorithmus, der diese Funktionen verwendet, wird mit FR oder FR1 abgekiirzt)
noch ein Paar alternativer Funktionen, die sie aber selbst als schlechter geeignet erach-
ten, erwahnt. Der Algorithmus, der dieses verwendet wird mit FR2 abgekiirzt.

Es ist

FR1 d? FR1 k?
adjazent(d) - 7 abstoﬁend(d) - T 7 (25)
k d
und p .
Fdljz?zent ( ) = E ng{goﬁend ( ) - 8 (2'6)

mit k als dem optimalen Abstand adjazenter Knoten (optimale Kantenlinge in einer
geradlinigen Zeichnung), der sich errechnet als:

A
k=cy|— 2.7

Dabei ist ¢ eine Konstante, A die Fliche im verwendeten Rahmen und |V|, wie sonst
auch, die Méchtigkeit der Knotenmenge V. Insgesamt berechnet sich die Kraft in einer
Iteration auf einen Knoten v € V' mit:

~FR1 FR2
Fgesan/rxt Z Fadjazent u, U + Z Fabstoﬁend u U) (2-8)

{uv}eF ueV,u#tv

Im ersten Moment mag es im Hinblick auf das Federmodell von Eades seltsam erscheinen,
dass fadjazent hier nicht fiir sehr kleine d einen Wert mit anderem Vorzeichen zuriickgibt
als fiir sehr grofie d, wie es der Logarithmus bei Eades garantiert und womit dort eine
optimaler Abstand adjazenter Knoten grofler 0, der auch nicht unendlich ist, gewéhrleis-
tet wird. Jedoch gibt es auch bei Fruchterman und Reingold eine optimale Kantenlénge
groBer 0, die dadurch zustande kommt, dass fiir eine adjazentes Knotenpaar auch die
abstolende Kraft wirkt. Diese iiberwiegt bei einem d kleiner als der optimalen Lénge,
wéahrend bei einem d grofler der optimalen Lénge die anziehende Kraft iiberwiegt. Fiir die
optimale Lénge d* gilt fadjazent (d*) = — fabstogend (d*). Wie man sieht, ist diese Gleichung
bei d* = k erfiillt.

Auch fiithren Fruchterman und Reingold das Konzept des Simulated Annealing im
Schritt der Neuberechnung der Position eines Knotens am Ende einer Iteration ein. Das
ist ein Optimierungsverfahren, das beispielsweise hier angewandt wird, indem in frithen
Iterationen grofie Verschiebungen der Knoten méglich sind, in spéteren Iterationen je-
doch nur noch immer kleinere Verschiebungen moglich sind. Das hat den Zweck, eine
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bereits relativ gute Anordnung durch grofie Verdnderungen gegen Ende der Berechnung
nicht wieder zunichtezumachen. Es entlehnt seinen Namen dem physikalischem Prozess
des langsamen Abkiihlens von Metallen. Deshalb wird im Algorithmus von Fruchter-
man und Reingold auch von einer Temperatur gesprochen, die zu Beginn hoch ist und
anschlieBend sinkt.

Laufzeitanalyse Die Laufzeit des Algorithmus von Eades und des Algorithmus von
Fruchterman und Reingold ist beides mal O(|V|?). Orientiert man sich an den Schritten
von Algorithmus (1, so ist die Berechnung von initialen Positionen in O(|V]) mdglich
(z. B. zufallige Positionen). Im Inneren der while-Schleife benétigt der erste Schritt, das
Berechnen und Speichern aller wirkenden Krifte, O(|V|?) Zeit. Das ist schnell ersichtlich,
wenn man sich beispielsweise den Ablauf dieses Schrittes bei Fruchterman und Reingold,
der in Algorithmus [2] schematisiert ist, ansieht.

Algorithmus 2 : Berechnen und Speichern der Summe der wirkenden Kréfte fiir
alle v € V bei Fruchterman und Reingold

// Abstoflende Krifte berechnen
1 foreach v € V do
2 v.disp =0 // v.disp sei der Vektor, der der Summe aller wirkenden
Krédfte auf v entspricht, also der Wert, der am Ende der
Iteration als Grundlage fiir die Verschiebung der Position von v

dient
3 foreach v € V do
if v # u then
t v.disp = U.diSp + Fg,bstoﬁend(“v U)

// Anziehende Krafte berechnen
6 foreach {u,v} € F do

7 u.disp = u.disp + ﬁadjazent(va u)

8 | v.disp=v.disp+ ﬁadjazent(u7 v)

Offensichtlich wird fiir die Berechnung und Speicherung der abstoBenden Krifte O(|V|?)
Zeit benotigt und anschlieBend O(|E|) Zeit fir die Berechnung und Speicherung der
anziehenden Kréfte. Da in einem ungerichteten, einfachen Graphen hoéchstens (“2/') €
O(]V|?) Kanten vorhanden sein kénnen, wird die Laufzeitklasse hier durch O(|V'|?) be-
schrankt. Das Anwenden der aufsummierten Kraft ist fiir alle Knoten offenbar in O(|V|)
moglich, sodass dies fiir die Laufzeitklasse keine Probleme macht. Das ganze befindet sich
jedoch noch in dieser while-Schleife, sodass die Laufzeitklasse O([ - |[V'|?) sein muss, wo-
bei I ein Term fir die asymptotische Begrenzung der Anzahl der Iterationen ist. Sowohl
Eades als auch Fruchterman und Reingold beschranken die Hochstzahl der Iterationen
jedoch mit einer Konstanten, sodass dieser Faktor keinen Einfluss auf die Laufzeitklasse
hat.
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Fruchterman und Reingold haben in ihrer hier zitierten Arbeit noch eine Methode
zur Verbesserung dieser Laufzeit vorgestellt. In der so genannten Gitter- Variante (grid-
variant) werden die abstofenden Kréfte fiir einen Knoten v nur in einem Umkreis von
2k berechnet. Hierfiir wird die Zeichenflache, also der durch den Rahmen begrenzten
Bereich, in Quadrate mit Seitenldnge 2k eingeteilt. Ein Knoten u, der dann noch zur
Berechnung der abstoflenden Kraft fiir einen Knoten v betrachtet werden muss, befindet
sich im selben Quadrat wie v oder in einem der acht dieses Quadrat einschlieBenden
Quadrate. Das wird damit gerechtfertigt, dass die abstoBenden Kréfte vor allem bei
Knoten in der Néhe einen bedeutenden Einfluss haben, wahrend weit entfernte Knoten
kaum noch relevant wirken, da deren Betrag relativ klein wird. Das kann jedoch unter
Umstédnden problematisch sein, da viele Knoten, die zusammen genommen auch einen
gewissen Einfluss haben, einfach ignoriert werden. Zu einem Vorteil kann es werden,
wenn ein Graph mehrere dicht vernetzte Bereiche hat, die untereinander jedoch nur
sparlich verbunden sind. Dann wiirden die wenigen diese Bereiche verbindenden Kanten
nicht viel ldnger als die anderen Kanten gezogen werden. Anders wére es in der klassi-
schen Variante, da sich dort die ,Knotenhaufen“ als ganzes merklich abstofen [FRI1].
Eine Laufzeitklassenverbesserung bringt diese Variante allerdings nur, wenn man von
einer einigermaflen gleichméfige Verteilung der Knoten {iber die Zeichenfliche in jeder
Iteration ausgeht [FR91, (QEOI]. Nimmt man diese an, so liegt die Laufzeit dieser Va-
riante in O(|V| + | E|). Fruchterman und Reingold konnten selbst nicht sagen, dass die
Variante mit dem Gitter generell schlechter oder generell besser ist als die ohne Gitter,
sodass sie beide Varianten in ihre Arbeit aufnahmen.

Weitere Verfahren dieses Prinzips Viele Verfahren bauen, mit dem Ziel eine bessere
Qualitdt und/oder eine bessere Laufzeit zu liefern, auf dem Prinzip dieser klassischen
Verfahren auf. Graphen, die von einem Graphzeichenalgorithmus gezeichnet werden sol-
len, haben typischerweise O(n) Kanten und ©(n?) Knotenpaare ohne gemeinsame Kante,
wobei n gleich die Anzahl der Knoten ist [QEO1]. Damit wird in klassischen Graphzei-
chenalgorithmen die Berechnung der abstoflenden Kréifte zum ,Flaschenhals® fiir die
Laufzeitklasse. Diesem Problem begegnet man auch in den mit diesen verwandten N-
Korper-Simulationen, in denen zu jedem Paar von Teilchen die Wechselwirkung der
Krifte berechnet werden muss. Auch dort soll die Laufzeitklasse von O(n?) mit n gleich
der Anzahl der Teilchen abgesenkt werden. Hier gibt es eine Reihe von Algorithmen wie
den Algorithmus nach Barnes und Hut [BH86|, die die abstofilenden Krifte nur néhe-
rungsweise berechnen.

Dort werden die Teilchen in einem Octree, das ist ein Quadtree im dreidimensiona-
len Raum, erfasst. In jeder Iteration wird ein Octree iiber alle Teilchen gebildet und
dann wird fiir jedes Teilchen beginnend mit der Wurzel verglichen, ob [/d < 6. Dabei
ist [ die Seitenldnge der gerade betrachteten Octreezelle, d die Distanz vom Schwer-
punkt der Teilchen dieser Zelle zum gerade betrachteten Teilchen und 6 ein Parameter,
der in etwa 1 sein soll. Ist diese Ungleichung wahr, so wird die Kraft, die der Schwer-
punkt der Teilchen dieser Octreezelle auf das betrachtete Teilchen ausiibt, dem Teilchen
zugefiigt. Ist sie nicht wahr, so wird der Vergleich fiir die acht Kinder dieser Octree-
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zelle durchgefiihrt. Im Ergebnis iiben so entfernte Teilchen in zusammengefasster Form
Kréfte aus, wiahrend nahe Teilchen einzeln oder in kleineren Mengen zusammengefasst
Krifte ausiiben. Die Laufzeit dieses Algorithmus wird mit O(nlogn) angegeben, wobei
n hier und im Folgenden gleich der Anzahl der Teilchen ist. Der klassische Ansatz von
Barnes und Hut einfach einen Octree zu konstruieren ist, wie zuvor beschrieben, von
der Verteilung der Punkte abhingig und damit im Allgemeinen nicht in O(nlogn) Zeit
moglich [APG94]. Ein komprimierter Octree kann als ein komprimierter Quadtree im
Dreidimensionalen, wie vorhin erwahnt, jedoch in O(nlogn) Zeit berechnet werden. Der
anschlieflende Durchlauf des Baumes fiir alle Teilchen 14uft nur in sehr konstruierten
Féllen (oder bei § = 0) in O(n?) statt in O(nlogn) Zeit ab [Sal91], sodass insgesamt von
einer Laufzeitklassenverbesserung in jeder Iteration auf O(nlogn) ausgegangen werden
kann. Dieser Algorithmus wurde durch Quigley und Eades [QEO1] als Methode zum
Graphzeichnen eingefiihrt.

Ein weiterer Ansatz zur Beschleunigung von N-Koérper-Simulationen ist die Fast Multi-
pole Method (FMM), die auf Multipolentwicklung beruht und so erstmals von Greengard
und Rokhlin [GRS&7] vorgestellt wurde. Die Laufzeit dieses Algorithmus wird mit O(n)
angegeben, was von Aluru et al. [APG94] mit Verweis auf die Abhéngigkeit der Vertei-
lung im Raum angezweifelt wird. Sie geben daher fiir die FMM und den Algorithmus von
Barnes und Hut eine alternative Datenstruktur an, die in O(nlogn) Zeit im Zweidimen-
sionalen und in O(n log? n) Zeit im Dreidimensionalen konstruiert werden kann. Ahnlich
dazu kann mit einer gegebenen WSPD, die in O(nlogn) konstruiert werden kann, zu
einer Punktmenge (die n Teilchen werden nach ihrer Lage als Punkte angenommen) die
FMM in O(n) Zeit durchgefiihrt werden [Cal95]. Hachul und Jiinger [HJ04] wenden die
FMM zum Graphzeichnen an und kommen damit auf eine Laufzeit in O(|V |log [V |+|E|)
fiir einen Graphen G = (V, E).

Prinzipiell miissten sich so auch weitere beschleunigte Algorithmen fiir N-Korper-
Simulationen zum Graphzeichnen anwenden lassen.

Ein weiterer bekannter kraftebasierte Graphzeichenalgorithmen ist der von Davidson
und Harel [DH96]. Dieser fiigt dem Algorithmus, um bessere Ergebnisse zu erhalten,
einige Beschrinkungen zu, wodurch nur noch eine Laufzeit in O(|V|?|E|) garantiert
wird. Der GEM-Algorithmus von Frick et al. [FLM95] verbessert das Konvergieren des
Verfahrens unter anderem durch lokale Temperaturen und Erkennung von Rotation und
Oszillation. Weitere verbesserte Algorithmen sind JIGGLE von Tunkelang [Tun98] oder
das Verfahren von Hu [Hu05].

Multidimensionale Skalierung Die zweite bedeutende Methode zum Zeichnen von all-
gemeinen Graphen neben dem klassischen, zuvor vorgestellten Prinzip mit abstolenden
Kréften und Federkriften ist die Anwendung der Multidimensionalen Skalierung (MDS)
zum Graphzeichnen. Bei der multidimensionalen Skalierung sollen Objekte mit gege-
benen Distanzen so im Raum positioniert werden, dass ihr Abstdnde im Raum so gut
wie moglich den gegebenen Distanzen entsprechen. Modellhaft gesprochen wirken hier
zwischen allen Knoten Federkréfte und dafiir keine abstoflenden Kréifte mehr.

Als erster bedeutender Graphzeichenalgorithmus dieser Art ist der Algorithmus von
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Kamada und Kawai [KK89|] zu nennen. Der angestrebte Abstand zwischen zwei Knoten
héngt von ihrer graphentheoretischen Distanz ab. In jeder Iteration wird nun versucht
die Energie des Systems dieser Federkrifte zu senken, indem der am ,unpassendsten“
liegende Knoten auf eine energetisch giinstigere Position gesetzt wird. Die Berechnung
aller kiirzesten Distanzen im Graphen kann in O(|V|?log |V |+ |E||V|) Zeit durchgefiihrt
werden. Dieser Schritt bestimmt auch die Gesamtlaufzeitklasse des Algorithmus. Zudem
benétigt der Algorithmus fiir die Speicherung dieser Distanzen O(|V|?) Speicherplatz
und ist damit insgesamt, verglichen mit den zuvor vorgestellten Algorithmen, teurer in
der Berechnung [Kob12].

Es gibt zahlreiche neuere Verfahren, die sich in einigen Belangen von diesem unterschei-
den und auch deutlich bessere Laufzeitklassen erreichen, sodass diese Verfahren auch fur
grofie Graphen relevant sind. Beispiele sind die Arbeit von Gansner et al. [GKN04|, Land-
mark MDS von Silva und Tenenbaum [ST02], Pivot MDS von Brandes und Pich [BP07]
oder COAST von Gansner et al. [GHK13].

Multilevel Graphzeichenalgorithmen Die klassischen Graphzeichenalgorithmen wie die
von Eades, Fruchterman und Reingold oder Kamada und Kawai sind nur fiir kleine
Graphen mit etwa bis zu 100 Knoten ausgelegt [HK02]. Sie haben ein Problem mit
groBen Graphen, da sie zum einen oft daran scheitern dort ein (gutes) modellenergeti-
sches Minimum zu erreichen und zum anderen aufgrund ihrer Laufzeitklasse viel Zeit
benotigen [GGKO04]. Eine Moglichkeit dem zu begegnen ist es, so genannte Multilevel
Graphzeichenalgorithmen zu verwenden. Prinzip derer ist es einen Graphen G durch
sVerschmelzen“ von Knoten in mehreren Stufen (Levels) jedes mal , grober® und da-
mit kleiner zu machen. Bei k£ Stufen erhilt man daher eine Folge Gy, G1,...,Gi von
kleiner werdenden Graphen, wobei Gy = G. Beginnend mit Gy wird dieser mit einem
gewOhnlichen Graphzeichenalgorithmus, wie sie zuvor vorgestellt wurden, gezeichnet und
anschlieend wird jeder Knoten auf den Stand von Gi_1 ,entfaltet”. Ausgehend von der
gerade erhaltenen Zeichnung (bzw. Zuordnung V — R?) wird nun G}_; gezeichnet usw.
bis der komplette Graph gezeichnet ist [BGKMII]. Auf diese Weise kénnen Graphen
in Groflenordnungen von 100.000 bis Millionen Knoten ansprechend in ertragbarer Zeit
gezeichnet werden [GHKI13]. Verfahren &hnlich dieser Art verwenden beispielsweise

e Harel und Koren [HKO02], bei denen beispielsweise auch auf den Algorithmus nach
Kamada und Kawai zuriickgegriffen wird.

e Gajer et al. [GGKO04], deren Algorithmus vermutlich subquadratische Laufzeit hat.

e Walshaw [Wal03], der einen verdnderten Algorithmus nach Fruchterman und Rein-
gold nutzt und dessen Algorithmus in O(|V|?) Laufzeit abliuft [Kob12].

e Hachul und Jiinger [HJ04] mit ihrem FM?-Graphzeichenalgorithmus. Als kriiftba-
sierten Zeichenalgorithmus nutzen sie, wie zuvor beschrieben, die FMM so, dass
sie auch insgesamt auf eine Laufzeit in O(|V|log|V|+ |E|) kommen.

18



3 Algorithmus

Ziel dieser Arbeit ist es die klassischen kréiftebasierten Graphzeichenalgorithmen durch
Néherung der abstolenden Kréfte wesentlich zu beschleunigen. Dabei soll die Qualitét
der so entstandenen Zeichnungen gegeniiber der Qualitdt der Zeichnungen des klassi-
schen Algorithmus nicht wesentlich sinken. Die Verdnderungen, die dafiir zu vollziehen
sind, werden in diesem Kapitel vorgestellt. Anschlieend wird gezeigt, dass dies die Lauf-
zeitklasse verbessert, und es wird eine weitere fiir die Praxis sinnvolle Moglichkeit zur
Beschleunigung vorgeschlagen.

3.1 Aufbau

Der neue Algorithmus folgt dem Aufbau des klassischen kréftebasierten Algorithmus,
wie er in Algorithmus [1| skizziert ist. Ubergeben werden muss nicht mehr nur eine Zu-
ordnung der Knoten auf Punkte in der Ebene, sondern auch eine reelle Zahl gréfier 0 als
Parameter s fiir die WSPD, die zur internen Berechnung verwendet wird. Beziiglich des
Ablaufs wird das Innere der while-Schleife innerhalb dieses Algorithmus verdndert. Der
wesentliche Schritt ist dort die Berechnung der Kréfte, der in Algorithmus [2| fiir das Ver-
fahren nach Fruchterman und Reingold schematisiert ist. Der Unterschied zu dem von
Eades ist hier hauptséchlich, dass die abstoflende Kraft auf jedes Knotenpaar, also auch
auf adjazente Knotenpaare, angewandt wird. Die folgende Schematisierung des angepass-
ten Algorithmus folgt in dem Punkt dem Prinzip von Fruchterman und Reingold. Das
Verfahren nach Eades wiirde sich aber auch leicht auf dieses {ibertragen lassen, indem
man bei der Berechnung der adjazenten Kréften die abstoflende Kraft einmal abzieht.

In Algorithmus [3] ist der neue Ablauf des Inneren der while-Schleife von Algorith-
mus [1| notiert. Der Ablauf dessen entspricht einer Iteration im Zeichenalgorithmus. Die
Teile ,,Adjazente Kréfte berechnen* und ,,Resultierende Kréfte anwenden* sind dabei un-
verdndert ibernommen worden. Einzig der Teil ,, Abstoflende Kréifte berechnen“ wurde
veréndert.

Als Speichervariable fiir die auf einen Knoten v wirkende Kraft wird wie in Algo-
rithmus [2] v.disp verwendet. Mit der ersten foreach-Schleife soll lediglich sichergestellt
werden, dass der Verschiebungsvektor in jeder Iteration beim Nullvektor startet und kei-
ne Verdnderung aus vorherigen Iterationen ibernimmt. Anschlieend wird ein Split-Tree
iiber die den Knoten zugeordnete aktuelle Punktmenge berechnet. Diese Punktmenge
war das Ergebnis der vorherigen Iteration oder ist die initiale Punktzuteilung. Aus dem
Split-Tree wird darauffolgend eine WSPD beziiglich s gebildet. Hiernach wird fiir jeden
Split-Tree-Knoten S der Schwerpunkt seiner Punktmenge berechnet und in der Spei-
chervariable S.schwerpunkt gespeichert. Die zweite foreach-Schleife durchlduft nun alle
wohlseparierten Paare aus der WSPD. Die beiden Teile eines solchen Paares, die Mengen
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Algorithmus 3 : Iteration eines kraftebasierten Zeichenalgorithmus mit WSPD

[>T L B N U]

// Speichervariable fir die wirkenden Krdfte zuriicksetzen
foreach v € V do
L v.disp =0
// Abstoflende Krifte berechnen
Berechne einen Split-Tree st iiber die aktuellen Positionen der Knoten
Berechne eine WSPD wspd beziiglich s aus st
Berechne die Schwerpunkte aller Split-Tree-Knoten
foreach wohlsepariertes Paar (A,B) aus wspd, wobei A, B Punktmenge =
Split-Tree-Knoten do
ca := A.schwerpunkt
cp = B.schwerpunkt

—

9 A.abstofendeKraft = A.abstoflendeKraft + |B| - Fypstopend(cB;cAa)
10 B.abstoflendeKraft = B.abstoflende Kraft + |A| -ﬁabstoﬁend(cA,cB)
11 propagiereUndVermerkeAbstoendeKréfte(st, st.wurzel,0)

// Adjazente Krdfte berechnen

12 foreach {u,v} € F do
13 u.disp = u.disp + ﬁadjazent(v, w)
14 v.disp = v.disp + ﬁadjazent(% v)

15
16

// Resultierende Krifte anwenden
foreach v € V do
L Berechne neue Position von v

Algorithmus 4 : propagiereUndVermerkeAbstoBendeKréafte(Split-Tree st, Split-
Tree-Knoten stk, Vektor kraftDariber)

Eingabe : Ein Split-Tree st, ein Split-Tree-Knoten stk, der Knoten in st ist, und

die Summe aus den vermerkten abstolenden Kriften der Knoten, die
oberhalb dieses Knotens den Pfad zur Wurzel bilden, bezeichnet als
kraftDariiber
neuer Kraftvektor := kraftDariiber + stk.abstoflende Kra ft
if stk ist Blatt then
‘ stk.referenzpunkt.disp = stk.referenzpunkt.disp + neuer Kraftvektor
else

U W N

propagiereUnd VermerkeAbstoflendeKréfte(st, stk.linkes Kind, neuer Kra ftvektor)
propagiereUnd VermerkeAbstoflendeKriéfte(st, stk.rechtes Kind, neuer Kra ftvektor)
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A und B, sind dabei Punktmengen. Wie am Ende von Abschnitt [2.4] beschrieben, ent-
spricht jede Punktmenge A und jede Punktmenge B aus einem Paar {A, B} einer WSPD
der Punktmenge genau eines Split-Tree-Knotens aus dem zugehorigen Split-Tree. Da die-
se Zuordnung eindeutig ist, konnen im Algorithmus A und B sowohl als Punktmengen
als auch als Split-Tree-Knoten interpretiert werden. Implementiert werden kann das bei-
spielsweise, indem in der WSPD Paare von Split-Tree-Knoten gespeichert werden, die
jeweils einen Zeiger auf eine Menge von Punkten haben. Jeder Split-Tree-Knoten S be-
sitzt eine Speichervariable S.abstoffendeKraft, in der die in einer Iteration berechneten
abstoflenden Kréfte analog zu v.disp fiir einen Knoten v aufsummiert werden.

Der eigentliche Kern der Verdnderung ist nun, dass die abstoflenden Kréfte nicht
zwischen zwei einzelnen Knoten bzw. den zugehorigen Punkten dieser Knoten wirken,
sondern zwischen zwei Punktmengen A und B, bei denen die Abstoflung zwischen ih-
ren Schwerpunkten berechnet wird. Diese berechnete Kraft wirkt auf jeden Knoten in
jeder der beiden Mengen. Diese Zusammenfassung macht deshalb Sinn, da fiir die bei-
den Punktmengen durch die WSPD ein Mindestabstand relativ zu ihrer Gréfle und
abhéngig von s garantiert wird und nach Definition jedes Punktepaar in genau ei-
nem Paar der WSPD in verschiedenen Mengen vorkommt. Durch diesen Schritt wird
die Berechnung der abstoflenden Krifte fiir alle geordneten Knotenpaare A x B und
B x A, das sind 2|A||B| viele, durch die Berechnung der abstolenden Krifte fiir zwei
geordnete Knotenpaare ersetzt. Das sind die Paare (A.schwerpunkt, B.schwerpunkt)
und (B.schwerpunkt, A.schwerpunkt). Diese Approximation macht eine Gewichtung
notwendig, denn ein Schwerpunkt muss so viel Gewicht haben, wie ihm aufgrund der
Anzahl der Punkte, die er vertritt, zusteht. Deshalb wird im Algorithmus die berechnete
abstoflende Kraft mit der Méachtigkeit der jeweils anderen Menge, das ist die kraftaus-
iibende Menge, gewichtet.

Wiirde man die so errechnete Kraft jedem einzelnen Punkt aus A und B gleich ein-
tragen, so miissten |A| + |B| Operationen durchgefiihrt werden. Uber alle Paare aus
der WSPD, die iiber die zur Knotenmenge V' gehorende Punktmenge gebildet wurde,
waren das Y4 prewspp |A| + Bl viele, was im schlimmsten Fall ©(|V|?) viele sein
konnen [CK95]. Deswegen wird die fiir A bzw. B berechnete abstofiende Kraft in der
Variable A.abstoffendeKraft bzw. B.abstofSendeKraft gespeichert und nach Durchlauf al-
ler Paare aus der WSPD effizient mittels eines Split-Tree-Durchlaufs zu den Blattern
propagiert. Dies geschieht durch den Aufruf der rekursiven Methode ,propagiereUnd-
VermerkeAbstoBendeKréfte“, deren Ablauf in Algorithmus [4] skizziert ist. Einmal fur
die Wurzel des Split-Trees aufgerufen werden dort fiir alle Wurzel-Blatt-Pfade die ge-
speicherten Werte aufsummiert und anschlieSend auf die Punkte, welche die Knoten des
Graphen représentieren, iibertragen und dort als aktuell wirkende Kraft abgespeichert.
Da jedes Blatt eines Split-Trees genau einem Punkt zugeordnet werden kann, wird dieser
mit stk.referenzpunkt adressiert.

Dass bei dieser Ndherung der abstoflenden Kréifte die Qualitdt der Zeichnung gegen-
tiber dem Original nicht wesentlich schlechter ist, wird in Kapitel [] empirisch gezeigt.
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3.2 Laufzeitanalyse

Behauptung 3.1. Der gerade aufgezeigte Algorithmus gibt fiir einen Graphen G =
(V, E) eine Zuordnung V — R? in O(|V|log |V| + |E|) Zeit zuriick, wenn der zugrunde
liegende kraftebasierte Graphzeichenalgorithmus in héchstens konstant vielen Iteratio-
nen terminiert.

Beweis. Eine Zuweisung von initialen Punkten zu den Knoten ist offensichtlich in O(|V])
Zeit moglich. Im Inneren der while-Schleife (in Algorithmus [3| aufgezeichnet) werden
mehrere Operationen hintereinander ausgefiihrt. Das sind:

e Das Zuriicksetzen der Speichervariable v.disp fiir alle v € V, das in O(|V|) Zeit
moglich ist

e Die Berechnung der abstofienden Kréfte, die in O(t) Zeit moglich ist, wobei ¢ ein
noch zu bestimmender Term ist

e Die Berechnung der adjazenten Krifte, die in O(|E|) Zeit moglich ist
e Die Berechnung der neuen Positionen fiir alle v € V', die in O(|V|) méglich ist

Insgesamt ist das Innere der while-Schleife daher in O(t + |V| + |E|) Zeit moglich. Da
diese Operationen nach Annahme hochstens konstant viele mal ausgefiihrt werden, liegt
die Gesamtlaufzeit des Algorithmus in derselben Laufzeitklasse.

Es gilt noch den Term ¢ zu bestimmen. An den Schritten zur Berechnung der absto-
Benden Krifte in Algorithmus [3] orientiert, ergeben sich fiir die einzelnen Teile folgende
Laufzeiten:

e Das Berechnen des Split-Trees ist nach Satz[2.9[in O(|V|log|V|) Zeit méglich.

e Das Berechnen der WSPD ist nach Satz[2.9)fiir d = 2 und ein gegebenes, konstantes
s in O(|V]) Zeit moglich.

e Das Berechnen der Schwerpunkte im Split-Tree kann rekursiv von der Wurzel erfol-
gen. Dabei errechnet sich der Schwerpunkt fiir einen Split-Tree-Knoten als Summe
aus den Schwerpunkten seiner beiden Kinder gewichtet mit den Punktmengen-
méchtigkeiten dieser Kinder und geteilt durch seine Punktmengenmaéchtigkeit (das
ist die Summe aus den Punktmengenmaéchtigkeiten seiner beiden Kinder). Die Wer-
te der Punktmengenméchtigkeit und Schwerpunkte werden so durch den Split-Tree
propagiert, dass jeder Knoten einmal durchlaufen wird, wobei bei jedem einzelnen
die Berechnung offensichtlich in konstanter Zeit moglich ist. Somit hdngt dies von
der Grofe des Split-Trees ab. Diese ist nach Satz in O(]V]) und eine Laufzeit
fiir diesen Schritt damit in O(|V'|) Zeit moglich.

e In der ,foreach wohlsepariertes Paar*“-Schleife wird nach Satz flir d = 2 und ein
gegebenes, konstantes s die Operation in der Schleife O(|V'|) mal ausgefiihrt. Wenn
beim Durchlauf der Schleife der Zugriff auf A und B in konstanter Zeit moglich
ist, was durch die Speicherung von Zeigern auch kein Problem sein sollte, kann das
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Innere der Schleife offenbar in konstanter Zeit ausgefiihrt werden. Somit ist eine
Laufzeit von O(|V|) fiir diese Schleife moglich

e Der verbleibende Schritt, die errechneten abstoflenden Krafte fiir jeden Knoten zu-
sammenzufassen, geschieht mithilfe des rekursiven Algorithmus [4l Diese Methode
wird fiir jeden Knoten genau einmal aufgerufen und die Ausfithrung jeder Ope-
ration darin ist offensichtlich in konstanter Zeit moglich, insbesondere auch die
Uberpriifung, ob stk ein Blatt ist. Damit ergibt sich analog zur Berechnung der
Schwerpunkte eine Laufzeit von O(|V).

Daher ist ¢ = |V|log |V| und die Gesamtlaufzeit des Algorithmus liegt in der Laufzeit-
klasse O(|V|log|V |+ |E|). O

Ein Term zur asymptotischen Begrenzung der Zahl der Iterationen sei I. Terminiert
der zugrundeliegende kréftebasierte Graphzeichenalgorithmus nicht in konstant vielen
Iterationen, so verbessert diese Anderung die Laufzeitklasse des Algorithmus weiterhin.
In diesem Fall wird sie von O(I|V|?) auf O(I(|V|log |V |+ |E|)) verbessert.

3.3 Eine einfache Beschleunigungstechnik

Dieses Verfahren liegt zwar in einer besseren Laufzeitklasse als das herkémmliche Verfah-
ren, doch wird auch in jeder Iteration Zeit benttigt, um den Split-Tree und die WSPD
zu erstellen, bevor die abstolenden Kréfte berechnet werden kénnen. Dabei ist es mog-
licherweise gar nicht immer nétig in jeder Iteration den Split-Tree und die WSPD aus
der vorherigen Iteration zu verwerfen und neu zu berechnen. Deswegen wird hier nun
der Gedanke umgesetzt, dass nur in manchen Iterationen der Split-Tree und die WSPD
neu aufgebaut werden und in allen anderen Iterationen der vorhandene Split-Tree und
die vorhandene WSPD verwendet werden, bei denen eventuell noch Kenngrofien wie die
Schwerpunkte der Split-Tree-Knoten aktualisiert werden. In der ersten Iteration muss ein
Split-Tree und eine WSPD neu berechnet werden. In jeder folgenden Iteration wird eine
Funktion fNeukonstruktion aufgerufen, die in jeder Iteration einen Wahrheitswert zuriick-
gibt, welcher aussagt, ob in dieser Iteration der Split-Tree und die WSPD neu erstellt
werden sollen oder nicht. Eine Funktion dieser Art wird im Folgenden Neukonstrukti-
onsfunktion genannt. In dieser Funktion sind Zugriffe auf Groflen des Graphzeichenal-
gorithmus wie die aktuelle Iterationszahl, den Split-Tree oder die WSPD mdglich. Sie
sollte allerdings in O(|V|log |V|+|E|) Zeit ablaufen, damit sich die Gesamtlaufzeitklasse
des Algorithmus nicht erhéht.

Im zuvor beschriebenen Algorithmus wird in jeder Iteration beides neu berechnet.
Das kann als Vorhandensein einer Neukonstruktionsfunktion interpretiert werden, die
immer wahr zurickgibt. Dieses Modell mit Neukonstruktionsfunktionen stellt daher ei-
ne Verallgemeinerung dar. Diese triviale Neukonstruktionsfunktion wird im Folgenden
mit f&%ﬁfﬁ?ﬁﬁlktion bezeichnet. Viele Umsetzungen der Neukonstruktionfunktion sind
denkbar, ich habe zwei weitere Ansétze fiir diese Arbeit ndher untersucht. Beim Ver-
wenden eines Split-Trees und einer WSPD aus einer vorherigen Iteration ist es wich-
tig anzumerken, dass die Eigenschaften, die die WSPD und der Split-Tree garantieren,
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Abb. 3.1: Veranschaulichung von fﬁgﬁkonstruktion fiir @ = 5 und b = 0. In der oberen Grafik
sind die Werte des 5-fachen In(%) eingezeichnet. Das Gitter zur Orientierung im Hin-
tergrund verlduft bei den Werten, bei denen ein ganzzahliger Wert erreicht wird.
Iterationen, in denen Split-Tree und WSPD neu konstruiert werden, sind fett her-
vorgehoben. In der unteren Grafik ist bei den Iterationen bis 150, bei denen selbige
Funktion wahr zuriickgibt, ein roter Balken eingezeichnet.

wie den s-fachen Mindestabstand zweier Paare der WSPD, also die Wohlsepariertheit
beziiglich s, nicht mehr gewéhrleistet sind. Deshalb ist der erste weitere Ansatz, dass
foindist . genau dann wahr zuriickgibt, sobald wenigstens ein Paar aus der WSPD
einen Mindestabstand von ¢- s - rmax nicht mehr einhélt. Dabei ist ¢ ein wahlbarer Para-
meter zwischen 0 und 1, s das s aus der WSPD und 7,4 der grofiere Radius der beiden
kleinsten die Bounding-Boxen der Punktmengen des betrachteten Paares umschlieflen-
den Kreise.

Der zweite weitere Ansatz basiert darauf, dass sich die Positionen der Knoten bei
so einem Graphzeichenalgorithmus in den ersten Iterationen stark &ndern, wahrend in
spiteren Iterationen hauptsichlich kleine Anderungen zu beobachten sind. Von daher
scheint es sinnvoll den Split-Tree und die WSPD zu Beginn haufig neu zu berechnen
und mit zunehmender Iterationszahl immer seltener. Dies wird quasi heuristisch nur
in Abhéngigkeit von der aktuellen Iterationszahl durchgefiihrt, ohne die tatsdchliche
Qualitat des Split-Trees und der WSPD zu tiberpriifen, was wieder eine gewisse Zeit
dauern wiirde. Eine logarithmische Funktion steigt fiir Werte grofier 0 erst stark und
wéachst dann aber immer langsamer. Diese Eigenschaft wird in der folgenden Definition
der zweiten Neukonstruktionsfunktion verwendet. Es sei:

IR ktion = (laln(b+14) ] # laln(b+i+1)]) (3.1)
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Dabei ist i die aktuelle Iteration (eine natiirliche Zahl), a € RT ein zu wihlender Para-
meter, der die Haufigkeit der Neukonstruktionen bestimmt (je kleiner, desto weniger oft
wird wahr zuriickgegeben), und b € Rg ein zu wahlender Parameter, der die Funktions-
werteabfolge verschiebt (eine Art Phasenverschiebung). Anschaulich gesprochen wird fiir
eine Iteration ¢ genau dann wahr zuriickgegeben, wenn der mit ¢ und b modifizierte In
im Intervall bis zur néchsten giiltigen Iterationszahl eine Ganzzahl erreicht oder passiert
(die Vorkommazahl sich dndert). Eine grafische Veranschaulichung ist in Abb. zu
sehen.
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4 Ergebnisse

Um den in Kapitel 3| vorgestellten Vorschlag zur Anderung eines kriiftebasierten Graph-
zeichenalgorithmus in der Praxis zu tiberpriifen, habe ich diesen in eine Implementierung
des Algorithmus von Fruchterman und Reingold integriert. Die Implementierung ist in
Java unter Verwendung des Frameworks JUNG (Java Universal Network/Graph Fra-
mework) [JUN] erfolgt. Getestet wurde hauptséchlich mit den Rome-Graphen [Rom].
Das ist eine grofle und vielseitige Sammlung von Graphen der Gréfie 10 bis 100 Knoten.
Wie bereits angesprochen, eigenen sich die klassischen Graphzeichenalgorithmen in ihrer
bloflen Form hauptséchlich fiir Graphen bis etwa 100 Knoten, sodass dies eine geeigne-
tes Testsammlung darstellt. Nach Entfernen des Ordners ,bad“, also den ,schlechten*
Graphen, umfasst die Sammlung der Rome-Graphen noch 11.528 einzelne Graphen, die
alle aus einer Zusammenhangskomponente bestehen.

Getestet wurde an einem handelsiiblichen Notebook mit Intel Core i5-3210M mit 2 mal
2,50GHz (wobei die Berechnungen jedoch nicht parallelisiert wurden) und 6 GB RAM.
Zur Bestimmung des Zeitaufwandes fiir die jeweiligen Algorithmen wurde die CPU-Zeit
des Graphzeichenthreads in Java an entsprechenden Stellen gemessen.

4.1 Vergleich von FRLayout mit FRLayout2

Das Framework JUNG enthélt unter anderem verschiedene Graphzeichenalgorithmen.
Einer davon ist eine Implementierung des Algorithmus von Fruchterman und Reingold,
im Folgenden nach der dortigen Benennung mit F'RLayout bezeichnet, und ein anderer
die Implementierung des Algorithmus von Fruchterman und Reingold mit den alterna-
tiven Funktionen zur Groe der Kraft (FR2), im Folgenden mit FRLayout2 bezeichnet.
Um zu iiberpriifen, welcher die besseren Ergebnisse liefert, habe ich diese beiden unver-
dnderten Algorithmen die Rome-Graphen zeichnen lassen. Da bei jeder Zeichnung eine
zuféllige initiale Knotenpositionierung erfolgt, wurde jeder der 11.528 Graphen fiinf mal
je Algorithmus gezeichnet. Ergebnisse fiir die CPU-Zeit und eine Auswahl von Quali-
tatskriterien sind in Abb. [4.]] zu sehen.

FRLayout2 ist geringfiigig schneller als FRLayout. Als wichtigste Mafle zur Bewer-
tung der Qualitit einer ausgegebenen Zeichnung werden hier und im Folgenden die
Anzahl der Kantenkreuzungen und die Standardabweichung der Kantenléngen betrach-
tet. Diese Kriterien wurden auch in vorangegangenen Arbeiten zur Qualitdtsbewertung
genutzt [BHRI6L [FLMO95]. Die von FRLayout2 gelieferten Zeichnungen haben rund ein
Drittel mehr Kantenkreuzungen als die von FRLayout gelieferten Zeichnungen. Die Stan-
dardabweichung der Kantenlédnge ist bei FRLayout2 geringer, dort ist jedoch der Kno-
tenabstand auch kleiner, was eine ,schlechtere Entzerrung des Ganzen nahelegt. Das
l&sst insgesamt vermuten, dass FRLayout nach diesen Kriterien der geringfiigig bessere
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Abb. 4.1: Vergleich von FRLayout und FRLayout2 anhand von CPU-Zeit und einer Auswahl
von Qualitétskriterien iiber Zeichnungen der Rome-Graphen zusammengefasst nach
Knotenzahl.

27



100 x

T T T T T T T
. S FRLayout
g 801 | — FRLayoutNoMaps 7
g 60l | FRLayoutNoMaps - 3,8 |
E
1 40 [ 1
z
O 20 -
O | | | | | |

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Anzahl der Knoten je Graph

Abb. 4.2: Durchschnittliche CPU-Zeit zum Zeichnen der Rome-Graphen in einem 5-fachen
Durchlauf zusammengefasst nach Knotenzahl.

Algorithmus ist. Deswegen wird im Folgenden nur noch FRLayout behandelt und geméf
den vorgeschlagenen Anderungen angepasst. Bei der Betrachtung einer geringen Menge
von Zeichnungen konnte ich auch keinen klar besseren Algorithmus ausmachen, sodass
fiir diesen Vergleich kein abschlieBendes Ergebnis ausgegeben wird.

4.2 Vergleich von FRLayout mit FRLayoutNoMaps

Bei den vorangegangenen Analysen zur Laufzeitklasse ist immer davon ausgegangen
worden, dass innerhalb des Graphzeichenalgorithmus ein Zugriff von einem Knoten auf
den Punkt, der ihm als Position zugeordnet ist, in einer Zeit von O(1) moglich ist.
In der Implementierung des JUNG-Pakets werden die Knoten in einer Datenstruktur
ohne die Zuordnung der Positionen gespeichert. Die Positionen (Punkte) werden als
Werte einer Map gespeichert, als deren Keys die Knoten fungieren. Der Zugriff mit einer
Map {iber die Schliisselmenge V' kann zwar mit Hashing in einer erwarteten Zeit von
O(1) erfolgen, was jedoch mit einer Worst-Case-Zeit in O(]V]) verbunden ist [CLRS09].
Zudem kann selbst unter der wohl berechtigten Annahme eines in der Praxis iiblichen
Zugriffs in O(1) die Bearbeitungsdauer einen konstanten Faktor linger dauern. Genau
dies scheint hier auch der Fall zu sein. Auf die iterationsinternen Verschiebungswerte
(v.disp in den vorangegangenen Algorithmen) wird ebenfalls mit Maps zugegriffen. In
den Implementierungen der Graphen in JUNG werden Maps auch zur Zuordnung der
Kanten auf ihre inzidenten Knoten verwendet.

Um zu iiberpriifen, ob dies in der Praxis einen relevanten Einfluss auf die Laufzeit hat,
habe ich eine Java-Klasse FRLayoutNoMaps erstellt, die die Klasse FRLayout so aban-
dert, dass beim Graphzeichenvorgang keine Maps und JUNG-Graphen mehr verwendet
werden. Gearbeitet wird dort mit Tripeln (3-Tupeln) fiir die Knoten und Kanten. Ein
Knoten-Tripel besteht aus dem eigentlichen Knotenobjekt (z.B. ein Name), der aktuel-
len Position und dem iterationsinternen Verschiebungswert. Ein Kanten-Tripel besteht
aus dem eigentlichen Kantenobjekt (z.B. ein Name) und den beiden Knoten-Tripeln der
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beiden inzidenten Knoten. Gegeben ein Tripel ist damit der Zugriff auf die zusammen-
gehorigen Daten in O(1) moglich.

In Abb. ist die CPU-Zeit zum Zeichnen der Rome-Graphen fiir FRLayout und
FRLayoutNoMaps aufgezeichnet. FRLayout ben6tigt durchgehend fast 4 mal mehr Zeit.
Die CPU-Zeit von FRLayoutNoMaps multipliziert mit 3,8 liegt sehr nahe bei der von
FRLayout. Deshalb bauen die folgenden Algorithmen auf FRLayoutNoMaps auf.

4.3 Vergleich von FRLayoutNoMaps mit
FRLayoutNoMapsNoFrame

Eine weitere grofie Schwéche ist der Rahmen (frame), der im Algorithmus von Fruchter-
man und Reingold vorgeschlagen wird [FR91]. In ihrer Arbeit schreiben sie auch, dass sie
die Kréfte oft so wahlen, dass die Knoten in der Praxis normalerweise nicht den Rahmen
erreichen und die Zeichnung am Ende so skalieren, dass sie den Rahmen ausfiillt. In der
JUNG-Implementierung werden die Rdnder jedoch wohl meist erreicht, sodass es an den
Réndern zu einer uniibersichtlichen Ansammlung von Knoten und Kanten kommt. Man
konnte erwarten, dass die Knoten am Rand alles mehr zuriick in die Mitte ,,driicken®
und so dennoch eine ansprechende Zeichnung zuriickgegeben wird. Die zuriickgegebene
Zeichnung ist tatséchlich aber nicht sehr ansprechend. Besser ware es, keinen Rahmen
zu verwenden, damit sich die Zeichnung unbeschriankt entfalten kann und sie am Ende
zuriick auf die vorgesehene Zeichenfliche zu skalieren. Diese Anpassung habe ich in der
Java-Klasse FRLayoutNoMapsNoFrame implementiert. In Abb. ist ein Beispiel fiir
einen Graphen, der mit der Variante mit und der Variante ohne Rahmen gezeichnet
wurde. Der Rahmen ist klar erkennbar und zwingt dem Graphen seine eigene, quadrati-
sche Form auf. Die Zeichnung ohne Rahmen hat 2 Kantenkreuzungen, wihrend die mit
Rahmen hier 13 Kantenkreuzungen hat. Dieser numerische Unterschied ist in diesem
Beispiel besonders grofl.

Die Skalierung am Ende funktioniert hier gut, weil der Graph nur aus einer Zusammen-
hangskomponente besteht. Besteht ein Graph aus mehr als einer Zusammenhangskom-
ponente, so hélt der Rahmen den Graphen dennoch beisammen, wéhrend sich die Kom-
ponenten bei einer Variante ohne Rahmen ungehalten weit voneinander entfernen, sodass
bei einer Riickskalierung grofle Liicken klaffen. Eine Losung hierfiir schlagen bereits Ka-
mada und Kawai [KK89] vor, auf die von Frucherman und Reingold [FR91] verwiesen
wird. Ein Graph G = (V, E) sollte zu Beginn in seine Zusammenhangskomponenten zer-
legt werden, was in O(|V| + |E|) Zeit moglich ist [KN12], und jede Komponente separat
auf einer Zeichenfldche gezeichnet werden. Dabei erhélt jede Zusammenhangskomponen-
te einen Teil der verfiighbaren Zeichenflédche, sodass die Grofle dieses Teils proportional
zur entsprechenden Knotenzahl ist.

Bei meiner Umsetzung in FRLayoutNoMapsNoFrame bin ich davon ausgegangen, dass
die Zeichenfliche quadratisch ist, eine Anwendung auf insbesondere Rechtecke sollte aber
auch kein Problem darstellen. Zu Beginn werden die Knoten nach Zusammenhangskom-
ponenten gruppiert und ihnen ein Rechteck mit einer Gréfle proportional zu ihrer Kno-
tenzahl zugewiesen. Ich habe hier die einfache Losung gewéhlt die Zeichenfliche nur
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Abb. 4.3: Die linke Zeichnung wurde mit FRLayoutNoMaps und die rechte mit
FRLayoutNoMapsNoFrame erzeugt. In beiden Féllen wurde der Rome-Graph
grafo5419.35 mit denselben initialen Startpunkten fiir die 35 Knoten gezeichnet.

Abb. 4.4: Mogliche Aufteilung einer quadratischen Zeichnfliche in Rechtecke fir jede Zusam-
menhangskomponente geméfl ihrer Grofie in FRLayoutNoMapsNoFrame.

in einer Dimension zu teilen. Jede Teilzeichenfliche hat daher dieselbe Hohe wie die
Gesamtzeichenflache, allerdings eine variable Breite. Dieses Prinzip ist schematisiert in
Abb. .4 zu sehen. Jede Komponente darf sich frei entfalten, wird am Ende jedoch in
ihr Rechteck skaliert, wobei in jedem Rechteck ein Abstand zum Rand eingehalten wird,
um Absténde grofl genug zu halten (Rotes Rechteck in der Abbildung). Schwéche die-
ses Vorgehens ist, dass teils langgezogene, schmale Rechtecke als Zeichenfliche dienen.
Zwar lasse ich x- und y-Koordinaten in O(|V]) Zeit vertauschen, falls eine fertige Teil-
zeichnung mehr breit als hoch ist, doch wére es besser, wenn auch kleine Teilrechtecke
anndhernd quadratisch wéren. Vermutlich gibt es hier bereits deutlich bessere Ansétze
zur Aufteilung einer Fldche, die man hier stattdessen nutzen konnte.

Die Ergebnisse eines fiinffachen Durchlaufs aller Rome-Graphen mit den Algorithmen
FRLayoutNoMaps, in dem die Rahmen unverédndert verwendet werden, und FRLay-
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4.5: Vergleich von FRLayoutNoMaps (Mit Rahmen) und FRLayoutNoMapsNoFrame
(Ohne Rahmen) anhand von CPU-Zeit und einer Auswahl von Qualitétskriterien
iber Zeichnungen eines 5-fachen Durchlaufs der Rome-Graphen zusammengefasst

nach Knotenzahl.
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Abb. 4.6: Ergebnisse eines 5-fachen Durchlaufs der Rome-Graphen mit FRLayoutNoMapsNo-
Frame (Immer abstoBende F) und FRLayout++ (Jede 5. It. keine abs. F).

outNoMapsNoFrame bestétigen die Vermutungen. Eine Auswahl der Ergebnisse ist in
Abb. abgebildet. Bei der benétigten Zeit dndert sich so gut wie nichts, die Qualitét
steigt jedoch signifikant. Es entstehen weniger Kantenkreuzungen, die Standardabwei-
chung der Kantenlédngen ist nur noch etwa halb so hoch und auch die mittlere Stan-
dardabweichung des Verhéltnisses von geometrischem Abstand in der Zeichenflache zu
graphentheoretischer Distanz zweier Knoten eines Graphen halbiert sich etwa.

4.4 Vergleich von FRLayoutNoMapsNoFrame mit FRLayout++

Auflerdem schlagen Fruchterman und Reingold vor in jeder fiinften Iteration keine ab-
stoflenden Krifte zu berechnen, um lokale Minima zu verlassen und damit die Zahl
der Kantenkreuzungen zu reduzieren. In der JUNG-Implementierung wird dies nicht ge-
tan. Ich habe FRLayoutNoMapsNoFrame bearbeitet, dieses Aussetzen in jeder fiinften
Iteration zugefiigt und diesen Algorithmus FRLayout++ genannt. Von Interesse ist das
Abschneiden dieses Algorithmus gegeniiber dem vorherigen Algorithmus FRLayoutNo-
MapsNoFrame, in dem in jeder Iteration die abstoflenden Kréfte berechnet werden. Wie
in Abb. zu sehen ist, konnen die Kantenkreuzungen so noch geringfiigig gesenkt
werden (ca. 10% fiir Graphen bis etwa 35 Knoten, dann ca. 7,5%) und als netter Ne-
beneffekt sinkt die Laufzeit noch in geringem Mafle. Auf andere Qualitdtsmerkmale hat
diese Anpassung keinen merklich groflen Einfluss.
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4.5 Vergleich von FRLayout++ mit Varianten von
FRLayout++WSPD

Die Implementierung des in Kapitel [3] vorgeschlagenen Algorithmus auf Grundlage des
herkémmlichen Zeichenalgorithmus FRLayout++ sei FRLayout++WSPD. Verschiedene
Varianten von FRLayout++WSPD unterscheiden sich im Parameter s fiir die WSPD
oder in der Neukonstruktionsfunktion. Um die beste(n) Kombination(en) aus s und Neu-
konstruktionsfunktion zu finden, habe ich in einem einfachen Test aller Rome-Graphen
FRLayout++ und verschiedene Varianten von FRLayout++WSPD verglichen. Die getes-
teten Varianten von FRLayout++WSPD waren eine Kombination aus:

e Diesen Neukonstruktionsfunktionen:

immer-neu
Neukonstruktion

_ pmin-dist mit ¢ € {0,6;0,8;0,9;0,95}

Neukonstruktion

— flee mit a € {1;2;4;8;16} und b € {0;5}

Neukonstruktion

e Dem Vorgehen, dass, wenn die Neukonstruktionsfunktion falsch zuriickgibt, ent-
weder immer die Schwerpunkte aller Paare aus der WSPD aktualisiert wurden oder

dies nie geschah. (Hinféllig bei fibmgernet, . )

e Einem s € {0,015625;0,03125;0,0625; 0, 125; 0, 25; 0, 5; 1; 2;4; 8; 16}

Das sind insgesamt 319 verschiedene Varianten. Dabei ist anzumerken, dass in der JUNG-
Implementierung die Zahl der Iterationen von der eingegebenen Zeichenfliche abhéngt,
bei gegebener Zeichenfliche also konstant ist. Um das unabhéngig davon zu machen,
habe ich den Code so geidndert, dass der Algorithmus terminiert, wenn die Verénde-
rungen der Knotenpositionen im Mittel unter einen gewissen Schwellenwert fallen (sich
kaum noch etwas an der Knotenanordnung édndert). Tatséchlich haben die verschiede-
nen Algorithmen auch hier dieselbe Iterationszahl benétigt. Das liegt daran, dass die
Implementierung des Simulated Annealing (die Temperatur) die Verdnderungen in spé-
teren Iterationen so sehr einschrénkt, dass die verschiedenen Algorithmen in derselben
Iteration abhangig von der Grofie des gewdhlten Schwellenwerts terminieren. Ob das re-
lativ einfache Simulated Annealing mit einer globalen Temperatur, die in jeder Iteration
sinkt, sinnvoll und die konkrete Implementierung dessen in den JUNG-Algorithmen gut
gelungen ist, habe ich nicht untersucht. Mit verbesserten Verfahren zur Begrenzung der
Anderung haben sich beispielsweise Frick et al. [FLM95] beschiiftigt. Daher habe ich
diese Veranderung wieder riickgangig gemacht und das urspriingliche Abbruchkriterium
gelassen.

Bei dem Test hat sich herausgestellt, dass das aktualisieren der Schwerpunkte in Ite-
rationen, in denen Split-Tree und WSPD nicht neu berechnet werden, Sinn macht. Zwar
erhoht es die Laufzeit etwas, doch werden die Ergebnisse dadurch wesentlich besser.
Alle im Folgenden erwédhnten Varianten verwenden diese Schwerpunktaktualisierung.
Auflerdem hat sich herausgestellt, dass sich das Verwenden von s-Werten grofier als 1
zumindest in dieser Implementierung und dieser Graphengréfienordnung kaum lohnt.
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Algorithmus CPU-Zeit | Kanten- | Stdabw. | % Zeitgw. pro

in ms kreuz. | Kantenl. | % mehr K.krz.

FRLayout++ 6,316 31,63 20,42 0
41n(0 +17), s = 0,0625 3,006 34,76 21,17 5,29
<0,6-8"Tmaz, s =0,03125 9,151 34,06 21,10 -5,85
Jede Iter. neu, s = 0,03125 9,188 34,06 21,10 -5,92

Tab. 4.1: Ubersicht iiber die Mittelwerte einiger Qualititskriterien beim einfachen Durchlauf
der Rome-Graphen mit den Algorithmen FRLayout++ (erste Datenzeile), FRLay-

out++WSPD mit fll\}zlglkonstmktion mit a = 4, b= 0 und s = 0,0625 (zweite Datenzeile),
FRLayout++WSPD mit f&néﬁi(‘if:tmkﬁon mit b = 0,6 und s = 0,03125 (dritte Daten-

zeile) und FRLayout++WSPD mit finmer-noeu mit s = 0,03125 (letzte Zeile).

Neukonstruktion

Die Algorithmen mit s-Werten gréler als 1 verbessern die Qualitdt zwar geringfiigig,
aber gleichzeitig erhéhen sie die CPU-Zeit des Algorithmus unverhéltnisméflig stark.
Der geringe Qualitdtsgewinn steht damit in keinem guten Verhéltnis zum Geschwindig-
keitsverlust. Geeigneter erscheinen s-Werte bis etwa 1. Bei kleiner als etwa 1 werdenden
s-Werten sinkt die Laufzeit und die Qualitdt nur in geringem Mafe.

FRLayout++ erzielt bei den Kantenkreuzungen, der Standardabweichung der Kan-
tenldnge und mutmafllich auch in weiteren Kriterien die besten Werte. Fiir die drei
getesteten Neukonstruktionsfunktionen habe ich exemplarisch je einen Algorithmus aus-
gewéahlt, der diese verwendet. Diese sind mit einigen Ergebnisse in Tabelle [4.1] aufgelistet.
Die Werte sind gemittelt iiber alle erstellten Graphzeichnungen. Ausgewéhlt wurden die
Varianten, die mit ihrer Neukonstruktionsfunktion den héchsten relativen Zeitgewinn
pro Prozent mehr Kantenkreuzungen gegeniiber FRLayout++ ausweisen konnten (letzte
Spalte in der Tabelle). Dieses Auswahlkriterium habe ich ausgewéahlt, um drei Beispiel-
varianten vorzustellen. Die Wahl eines anderen Auswahlkriteriums wére auch denkbar.
Nur Algorithmen, die die logarithmische Neukonstruktionsfunktion verwendeten, wa-
ren in diesem Test im Mittel iiber alle Rome-Graphen schneller als der herkémmliche
Algorithmus FRLayout++, der ohne WSPD arbeitet. Die vier aufgelisteten Beispielalgo-
rithmen habe ich erneut die Rome-Graphen zeichnen lassen, wobei jeder Graph mit 10
verschiedenen, zufélligen initialen Knotenpositionen gezeichnet wurde. Die Ergebnisse
sind in Abb. [4.7] zu sehen.

Der optimale Winkel an einem Knoten ist der graphentheoretische Grad des Knotens
durch 360°. Als durchschnittliche Abweichung vom optimalen Winkel im Quadrat defi-
niere ich hier den Mittelwert aller Quadrate aus Differenzen von optimalem Winkel und
tatsdchlichem Winkel durch den optimalen Winkel, wobei die tatsichlichen Winkel alle
Winkel an den Knoten einer geradlinigen Zeichnung eines Graphen sind. Dabei wird der
Sonderfall an Knoten mit Grad 0 und der Trivialfall an Knoten mit Grad 1 iibergan-
gen. Vorteil der Quadratur ist, dass grofliere Abweichungen stérker ins Gewicht fallen.
Nachteil ist, dass die Interpretation nicht mehr so intuitiv einfach ist.

Die Grafik zur CPU-Zeit legt nahe, dass FRLayout++ mit dem stirkeren Wachstum
der CPU-Zeit bei zunehmender Knotenzahl auch in der Praxis deutlich erkennbar in
einer schlechteren Laufzeitklasse als die Varianten von FRLayout++WSPD liegt. Die Al-
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oo er-net und fin-dist scheinen hier etwa 3 mal mehr Zeit als

gorithmen mit fNeukonstruktion Neukonstruktion
der Algorithmus mit flI\_fZlglkonstruktion zu benodtigen. Das macht sie in diesem Fall fiur die
Graphen der getesteten Groflenordnung als Alternative uninteressant, denn sie benotigen
mehr Zeit und liefern schlechtere Ergebnisse als FRLayout++. Allerdings ist zu erwar-
ten, dass sie fiir Graphen iiber 100 Knoten durch die bessere Laufzeitklasse zunehmend
schneller sind als FRLayout++. Bei den Qualitdtskriterien liefert FRLayout++ zwar je-
weils bessere Ergebnisse als die exemplarischen Varianten von FRLayout++WSPD, doch
liegen die Ergebnisse von FRLayout++WSPD relativ eng bei denen von FRLayout++ und
auch mit grofler werdenden Knotenzahlen ist ein ,,Abhéngen® der Qualtitéit der Varian-
ten mit WSPD nicht zu erkennen. Genauer aufgeschliisselt sind zwei Qualitdtsmerkmale
fiir die Rome-Graphen mit 100 Knoten in Abb. Dort kénnen verschiedene Varianten
von FRLayout++WSPD untereinander und mit FRLayout++, FRLayout++Quadtree und
KKLayout (siehe zu diesen die beiden folgenden Abschnitte) anhand ihres Mittelwerts
(iiber die 10 Durchldufe) der Standardabweichung der Kantenldnge und der Anzahl der
Kantenkreuzungen bei jedem der Graphen verglichen werden.

Aufgrund des Umfangs des Testsatzes der Rome-Graphen, der zudem als Datensatz
fir umfangreiche Testzwecke ausgelegt ist, und dem klaren Verlauf der Testergebnis-
se kann es zumindest fiir Graphen dieser Gréflenordnung als empirisch nachgewiesen
angesehen werden, dass ein auf diese Art beschleunigter Graphzeichenalgorithmus an-
nahrend so gute Ergebnisse liefert wie der zugrunde liegende Algorithmus. Die konkreten
Implementierungen FRLayout++ und FRLayout++WSPD werden dabei als repriasentativ
angesehen, da sie das allgemeine Konzept im Grundsétzlichen umsetzen und zudem gera-
de die Verédnderung des urspriinglichen Algorithmus, auf die sich diese Aussage bezieht,
genau der in Kap. |3] formulierten Verédnderung folgt.

Die beste Verbesserung erreicht der Algorithmus mit flifggkonstruktion‘ Der Verlust an
Qualitét ist nur geringfiigig grofler als bei den anderen vorgeschlagenen Varianten von
FRLayout++WSPD, wihrend die Laufzeit am deutlichsten verbessert wird. Eine gute
Walhl fiir einen a-Wert scheint hier in der Gréflenordnung 4-10 zu liegen, je nach Prio-
ritdt von Geschwindigkeit (kleineres a und/oder grofieres b) und Qualitét(umgekehrt).
Ein b-Wert der Groflenordnung 5-10 in Kombination mit einem angemessenen a kann
meiner Einschidtzung nach auch Sinn machen. Problem von Algorithmus f&neiﬁl‘{%ijgtmktion
ist, dass die Uberpriifung jede Iteration eine feste, zusitzliche Zeit benétigt und es zu-
dem fraglich ist, ob das gewéhlt Kriterium zur Neukonstruktion (ein minimaler Abstand
ist mindestens ein mal unterschritten) der noch vorhandenen Giite der WSPD gerecht
wird, denn hier scheint fast immer auch bei meiner schwéchsten getesteten Bedingung
neu konstruiert zu werden. Hier konnte das Kriterium umformuliert werden und weitere
Ansétze untersucht werden.

Insgesamt lédsst sich sagen, dass man mit fi}gﬁkonstmktion eine Neukonstruktionsfunkti-
on fiir FRLayout++WSPD hat, mit der sehr schnell Ergebnisse geliefert werden kénnen,
die qualitativ einem hohen Mindeststandard geniigen. Will man diesen qualitativen Min-
deststandard mit den hier vorgestellten Methoden weiter verbessern, muss man dafiir
relativ teuer mit zusétzlicher Laufzeit bezahlen, sei es durch andere Neukonstruktions-
funktionen, andere Neukonstruktionsfunktionsparameter, gréfiere s-Werte oder dem ver-
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wenden des herkémmlichen Algorithmus ohne WSPD. Die schlechtere Laufzeitklasse von
FRLayout++ und der zeitliche Aufwand, der allein fiir das Konstruieren von Split-Tree
und WSPD immer benétigt werden, haben zur Folge, dass sich FRLayout++WSPD ge-
geniiber FRLayout++ abhéngig von den Einstellungen im Mittel erst ab einer bestimm-
ten Knotenzahl lohnt (zeitliche Einsparungen mit sich bringt). Daher sollte, wenn diese
Knotenzahl bekannt ist oder abgeschétzt werden kann, im Graphzeichenalgorithmus ei-
ne Zusammenhangskomponente erst ab dieser Knotenzahl mit WSPD gezeichnet werden
und kleinere Komponenten auf herkémmliche Art und Weise. FRLayout++WSPD mit
41n(7) lohnt sich zeitlich hier ab etwa 30 Knoten.

4.6 Vergleich von FRLayout++ und FRLayout++WSPD mit
FRLayout++Quadtree

Als ein anderes Verfahren zur Beschleunigung, das herkémmliche Graphzeichenalgorith-
men beschleunigen soll, habe ich den Algorithmus von Quigley und Eades, der eine
Anwendung des Verfahrens von Barnes und Hut zum Graphzeichnen darstellt, imple-
mentiert. In diesem Verfahren wird als Datenstruktur zur Beschleunigen der Quadtree ge-
nutzt. Meine Implementierung basiert ebenfalls auf FRLayout++. Der Algorithmus wird
im Folgenden FRLayout++Quadtree genannt. Die Ergebnisse eines fiinffachen Durchlaufs
der Rome-Graphen sind in Abb. zu sehen. Dort und in folgenden Vergleichen wird
fir FRLayout++WSPD ein s-Wert von 1 gewédhlt, da dieser dhnliche Ergebnisse wie ein
s-Wert kleiner 1 mit sich bringt.

Von der Laufzeit her kann dieser Algorithmus bei FRLayout++WSPD mithalten. Die
Laufzeitklasse scheint in etwa dieselbe zu sein und je nach 6-Wert, s-Wert und Neukon-
struktionsfunktion ist das eine oder das andere schneller. Hier ist der Repréisentant von
FRLayout++WSPD zwar schneller, dieser ist mit der Neukonstruktionsfunktion 51n(7)
aber im Vergleich zu anderen getesteten Varianten von FRLayout++WSPD wie der mit
der Neukonstruktionsfunktion, die immer wahr zuriickgibt, ohnehin schnell. Erstaunli-
cherweise konnen die Varianten von FRLayout++Quadtree anders als die von FRLay-
out++WSPD das Niveau der Kantenkreuzungen von FRLayout++ bei den getesteten
Graphen in voller Hohe halten, ja sogar in der Grofienordnung 0-5% verbessern.

Anders verhélt es sich mit den weiteren getesteten Qualitdtskriterien. Hier schnei-
det FRLayout++Quadtree besonders bei den kleinen Graphen bis etwa 30-60 Knoten
deutlich schlechter ab als FRLayout++ und FRLayout++WSPD. So ist die Standardab-
weichung der Kantenldnge bis etwa 30 Knoten im zweistelligen Prozentbereich grofier
und Richtung 100 Knoten immer noch rund 2-3% hoher. Besonders sticht die schlechtere
Winkelauflosung hervor. So ist der durchschnittlich kleinste Winkel einer Zeichnung von
FRLayout++Quadtree durchweg etwa 70-80% kleiner als der von FRLayout++. Auch die
f-Werte iiberraschen, denn der langsamste Algorithmus mit § = 0,6 erreicht nur bei der
Zahl der Kantenkreuzungen eine etwas bessere oder gleiche Qualitét als die Algorithmen
mit den grofleren #-Werten.

Insgesamt lésst sich sagen, dass FRLayout++ sowohl durch FRLayout++WSPD als
auch durch FRLayout++Quadtree sinnvoll beschleunigt werden kann. In der Qualitét
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Abb. 4.9: 5-facher Durchlauf der Rome-Graphen mit FRLayout++, FRLayout++WSPD mit In-
Neukonstruktionsfunktion und s = 1,0 und FRLayout++Quadtree mit drei verschie-

denen Werten fir 6.
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unterscheiden sie sich jedoch mit ihren Stérken und Schwichen. Wéahrend die Ergeb-
nisse von FRLayout++WSPD etwas schlechter sind, jedoch insgesamt eng bei denen von
FRLayout++ liegen, liefert FRLayout++Quadtree kriterienabhéngig bessere oder schlech-
tere Ergebnisse. Wie sich das in den zurilickgegebenen Zeichnungen niederschlégt kann
exemplarisch im letzten Abschnitt dieses Kapitels betrachtet werden. Eine Implementie-
rung des reduzierten Quadtrees ist nicht erfolgt, denn auch wenn dieselbe Laufzeitklasse
wie bei FRLayout++WSPD nicht garantiert werden kann, so deuten die Ergebnisse doch
darauf hin, dass in der praktischen Anwendung diese eingehalten wird. Auch ist die Va-
rianz der Laufzeit nicht grofler als bei FRLayout++WSPD. Neukonstruktionsfunktionen
auch fir den Quadtree einzufiihren und deren Wirkung zu priifen, konnte ebenfalls einen
Test wert sein.

4.7 Vergleich von FRLayout++ und FRLayout++WSPD mit
KKLayout

Zuletzt soll noch der Algorithmus von Kamada und Kawai mit dem neuen Algorithmus
verglichen werden. Als Implementierung dieses Algorithmus verwende ich die Klasse
KKLayout aus dem JUNG-Framework. Diese Klasse habe ich nicht verdndert. Es ist
daher moglich, dass sie auf &hnlich langsamen Strukturen wie FRLayout basiert oder
qualitativ noch bessere Ergebnisse liefern kénnte.

Die Statistiken zu einem dreifachen Durchlauf der Rome-Graphen sind in Abb.
zu sehen. Alle drei Algorithmen benotigen dhnlich viele Kantenkreuzungen. Die Kurve
von KKLayout verlauft hier in etwa in der Mitte zwischen den beiden anderen. In al-
len anderen Qualitdtsmerkmalen liefert KKLayout teils deutlich bessere Ergebnisse als
FRLayout++ und FRLayout++WSPD. Das deckt sich auch mit dem Eindruck beim di-
rekten Betrachten von Zeichnungen dieser Algorithmen. Die Zeichnungen sehen meist
ansprechender aus, wobei besonders die gleichméflige Kantenlidnge eine Stérke dieses
Algorithmus ist.

Diese vergleichsweise guten Ergebnisse werden jedoch auch mit einer hohen Laufzeit
bezahlt. Verglichen mit einer Zeit im niedrigen zweistelligen Millisekundenbereich, die
FRLayout++ und Derivate zum Zeichnen eines Rome-Graphen benétigen, erscheint eine
Laufzeit im Bereich um eine Sekunde geradezu astronomisch hoch zu liegen. Die Kurven
dieser sind in der Grafik der CPU-Zeiten so dicht an die x-Achse geschmiegt, dass sie
kaum erkennbar sind. Ob sich der seltsame Verlauf der Kurve zur CPU-Zeit von KKLay-
out, welche fiir Graphen ab etwa 40 Knoten wieder sinkt, mit verschiedenen benétigten
Iterationsanzahlen oder anders erkldren lasst, kann ich nicht sagen. Es mag sein, dass
sich durch eine bessere Implementierung die Laufzeit noch etwas senken lédsst. Dass sie
damit in den Bereich von FRLayout++ oder dhnlichem kommt, darf als unwahrschein-
lich gelten. Zudem liegt die Laufzeitklasse von KKLayout hoher als die von FRLayout++,
sodass sich diese Methode schon aufgrund der Laufzeit kaum fiir grole Graphen eignet.
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Abb. 4.10: 3-facher Durchlauf der Rome-Graphen mit FRLayout++, FRLayout++WSPD mit
In-Neukonstruktionsfunktion und s = 1,0 und KKLayout.
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Abb. 4.11: 5-facher Durchlauf von 29 Hachul-Graphen mit max. 2531 Knoten mit FRLay-
out++, FRLayout++WSPD mit In-Neukonstruktionsfkt. und s = 1,0 und FRLay-
out++Quadtree mit 6 = 1,0.

4.8 Vergleich bei groBeren Graphen

Um insbesondere den erwarteten Laufzeitvorteil bei etwas grofleren Graphen als den
Rome-Graphen mit maximal 100 Knoten zu sehen, wurden die kleineren Graphen aus
der Sammlung ,,Hachul-Graphen* [Hac] gezeichnet. Einige Graphen aus dieser Sammlung
erscheinen in der Diplomarbeit von Gronemann [Gro09].

Diese Sammlung enthélt sehr groe Graphen. Da die vorgestellten Algorithmen solch
grofe Graphen nicht schén zeichnen kénnen und auch die Laufzeit sehr hoch liegt, wurden
nur 29 der kleinsten Graphen dieser Sammlung getestet. Der grofite getestete Graph hat
2531 Knoten. Die Ergebnisse sind in Abb. zu sehen.

Diese Ergebnisse sind jedoch sehr mit Vorsicht zu genieflen. Die Kurven werden nur
von sehr wenigen Datenpunkten aufgespannt, die eingezeichneten Kurven sind daher sehr
schwankend und wenig aussagekréftig. Die Graphen sind, anders als die Rome-Graphen,
keineswegs ein reprasentativer Testdatensatz, sondern eher Graphen mit speziellen For-
men, wie Gitter oder eine Schneeflocke. Im folgenden Abschnitt sind Zeichnungen zu
flinf dieser Graphen abgebildet. Die Skala zur CPU-Zeit ist logarithmisch. Viel mehr
als, dass FRLayout++ deutlich mehr Zeit bendtigt, kann man aus den Grafiken nicht
ableiten. FRLayout++WSPD ist zudem noch etwas schneller als FRLayout++Quadtree,
hat bei den zwei grofiten Graphen jedoch auch etwa 100.000 Kantenkreuzungen mehr
produziert. Bei dieser Groflenordnung an Kantenkreuzungen fiir einen Graphen mit 2000-
3000 Knoten und 6000-8000 Kanten erkennt man, dass diese Graphzeichenalgorithmen
in dieser unverdnderten Form bereits fiir mittelgrofie Graphen kaum noch geeignet sind.
Als Teil eines Multilevelalgorithmus kénnten sie auch fiir gréflere Graphen eingesetzt
werden.

Eine CPU-Zeit von 187,2 Sekunden (gut drei Minuten), die FRLayout++ zum Zeichnen
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Knoten.
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eines zufilligen Graphen mit 10.000 Knoten (und 2,5 mal so vielen Kanten) benétigt hat,
lasst zudem gegeniiber 4,6 Sekunden (FRLayout++WSPD mit 5ln-Neukonstruktions-
funktion und s = 1,0) und 6,5 Sekunden (FRLayout++Quadtree mit # = 1,0) erahnen,
was fiir ein zeitliches Einsparungspotenzial in den Algorithmen dieser Art vorliegt. In ei-
nem weiteren Testlauf wurden 20 zuféllige Graphen mit bis zu 100.000 Knoten gezeichnet
und die CPU-Zeit gemessen. Diese zufilligen Graphen wurden mit dem EppsteinPower-
LawGenerator [EW02] aus JUNG erzeugt, wobei nur die grofite Zusammenhangskompo-
nente betrachtet wurde. Jeder dieser Graphen hat etwa 2,5 mal mehr Kanten als Knoten.
Das relativ klare Ergebnis ist in Abb. zu sehen. Bei Graphen dieser Gréflenordnung
sind auch die langsameren Varianten von FRLayout++WSPD wie die mit fﬁgﬁ’fgﬁf&ktion
und s = 10, 0 deutlich schneller.

4.9 Abbildungen verschiedener Zeichnungen

Nach den bloflen statistischen Werten wird zur Bewertung der Qualitit der gelieferten
Zeichnungen in diesem Abschnitt noch ein Uberblick iiber Zeichnungen einiger Beispiel-
graphen gegeben.

In Abb. Abb. und Abb. sind Zeichnungen von Rome-Graphen un-
terschiedlicher Grofle zu sehen. In Abb. [£.14] sind an den Zeichenalgorithmen nur die
s-Werte variiert.

Die darauffolgenden fiinf Abbildungen sind aus den Hachul-Graphen. Nur KKLayout
kann in Abb. jeden ,Arm“ der Schneeflocke separat zeichnen. Ahnlich in Abb.
und Abb. Bei den grofiten abgebildeten Zeichnungen Abb. und Abb. die
verglichen mit dem, was heute moglich ist, noch nicht sehr grof sind, schafft es KKLayout
dagegen nicht eine ansprechende Zeichnung zuriickzugeben. Das konnte daran liegen,
dass die Iterationen begrenzt sind und viel mehr Iterationen fir eine gute Zeichnung
notig wiren. Die auf FRLayout++ basierenden Zeichnungen lassen die Struktur bei diesen
speziellen Beispielgraphen dagegen noch einigermaflen erkennen. Die Beobachtung der
Winkel an den Bléttern des Baumes in der Zeichnung von FRLayout++Quadtree in
Abb. [A19] deckt sich mit der Erwartung einer schlechteren Winkelauflosungen dieses
Algorithmus.

In allen Abbildungen bekamen alle vier Algorithmen dieselben zufélligen Knotenstart-
punkte zugewiesen.
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(b) FRLayout++WSPD mit Neukonstruktion
(a) FRLayout++ in jeder Iteration und s = 1,0

(¢) FRLayout++WSPD mit Neukonstruktions-
funktion 5In(é) und s = 1,0 (d) KKLayout

Abb. 4.13: Zeichnungen des Rome-Graphen graficon26nodi/grafo173.26 (26 Knoten) durch ver-
schiedene Algorithmen.
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(a) FRLayout++WSPD mit Neukonstruktions- (b) FRLayout++WSPD mit Neukonstruktions-
funktion 51n(¢) und s = 0,001 funktion 51n(7) und s = 0,01

B

(¢) FRLayout++WSPD mit Neukonstruktions- (d) FRLayout++WSPD mit Neukonstruktions-
funktion 5In(é) und s = 1,0 funktion 51n(z) und s = 100,0

Abb. 4.14: Zeichnung des Rome-Graphen grafo2097.53 (53 Knoten) durch FRLayout++WSPD
mit derselben Neukonstruktionsfunktion und verschiedenen s-Werten.
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(b) FRLayout++WSPD mit Neukonstruktion
(a) FRLayout++ in jeder Iteration und s = 1,0

(c) FRLayout++Quadtree mit § = 1,0 (d) KKLayout

Abb. 4.15: Zeichnungen des Rome-Graphen grafo8573.92 (92 Knoten) durch verschiedene Al-
gorithmen.
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(b) FRLayout++WSPD mit Neukonstruktion
(a) FRLayout++ in jeder Iteration und s = 1,0

A

(¢) FRLayout++WSPD mit Neukonstruktions-
funktion 5In(é) und s = 1,0 (d) KKLayout

Abb. 4.16: Zeichnung des Hachul-Graphen snowflake A (98 Knoten) durch verschiedene Algo-
rithmen.
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(b) FRLayout++WSPD mit Neukonstruktions-
funktion 5In(¢) und s = 1,0

(c) FRLayout++Quadtree mit § = 1,0 (d) KKLayout

Abb. 4.17: Zeichnung des Hachul-Graphen cylinder rnd_ 010 010 (97 Knoten) durch verschie-
dene Algorithmen.
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s=1,0

(b) FRLayout++WSPD mit Neukonstruktions-
funktion 51n(¢) und

(a) FRLayout++

(d) KKLayout

1,0

(¢) FRLayout++Quadtree mit 0

chiedene Al-

durch vers

rnd_ 010 (97 Knoten)

Abb. 4.18: Zeichnung des Hachul-Graphen grid

gorithmen.
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Abb. 4.19: Zeichnung des Hachul-Graphen tree_ 06_ 03 (259 Knoten) durch verschiedene Algo-

rithmen. KKLayout benétigt 796 Kreuzung, wiahrend die anderen in dieser Reihen-
folge nur auf 46, 64 und 11 Kreuzungen kommen.
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(b) FRLayout++WSPD mit Neukonstruktions-

funktion 5In(¢) und s = 1,0

(a) FRLayout++

(d) KKLayout

0
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(c) FRLayout++Quadtree mit 6

Graphen grid_rnd_ 032 (985 Knoten) durch verschiedene Al-

gorithmen. KKLayout benotigt 6269 Kreuzung, wahrend die anderen in dieser Rei-

henfolge nur auf 1582
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5 Fazit und Ausblick

In dieser Bachelorarbeit wurde eine neue Moglichkeit vorgestellt, einen klassischen kraf-
tebasierten Graphzeichenalgorithmus zu beschleunigen. Die angepassten Algorithmen
zeichnet aus, dass sie

e die Laufzeitklasse des Algorithmus fiir einen Graphen G = (V, E) von O(|V|?) auf
O(|V|1log |V| + |E|) verbessern. Dies wurde theoretisch gezeigt. Die statistischen
Ergebnisse entsprechen den Erwartungen einer besseren Laufzeitklasse.

e qualitativ anndhernd so gut Ergebnisse wie der zugrunde liegende Graphzeichenal-
gorithmus liefern. Dies wurde empirisch mit einer statistischen Auswertung der
relativ umfangreichen Rome-Graphensammlung gezeigt.

Es bleibt jedoch festzuhalten, dass sich der Einsatz fiir Graphen mit zweistelliger
Knotenzahl kaum lohnt. Die Zeitersparnis hélt sich hier stark in Grenzen und das bessere
Ergebnis liefert in den meisten Féllen immer noch der herkémmliche Algorithmus. Selbst
wenn der qualitative Unterschied nur gering ist, so wiirde man an heutigen Rechnern
wohl in den meisten Anwendungsfillen einige Bruchteilsekunden mehr in Kauf nehmen,
wenn die zuriickgegebene Zeichnung dafiir im Mittel 1 oder 2 Kantenkreuzungen weniger
enthélt. Interessant wird dieser Ansatz besonders fiir groflere Graphen, bei denen die
Laufzeitklasse von O(|V|?) zum Problem wird.

Da das herkémmliche Zeichnen des kompletten Graphen, wie es hier geschehen ist, fiir
solch grofle Graphen aufgrund der vielen lokalen Minima schlechte Ergebnisse mit vielen
Kreuzungen liefert, konnte dieses Verfahren mit WSPD in einem Multilevel Graphzei-
chenalgorithmus zur Anwendung kommen. Als Teil eines solchen muss es sich mit vor-
handenen Verfahren wie dem von Walshaw, der Fast Multipole Method von Hachul und
Junger oder MDS-Verfahren in Qualitdt und Laufzeit messen lassen.

Zu untersuchen wére auch, ob sich die Verwendung von gréfieren s-Werten fiir die
WSPD dann lohnt. Der vermeintliche Vorteil der WSPD, dass ein s-facher Mindestab-
stand garantiert wird, wird fiir gegen 0 gehende s-Werte, die beim Test der Rome-
Graphen in der Nutzen-Kosten-Abwigung besonders gut abgeschnitten haben, kaum
ausgenutzt. Aulerdem kénnten andere Ansétze fiir Neukonstruktionsfunktionen auspro-
biert werden oder Moglichkeiten des Updates der Datenstrukturen untersucht werden.
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