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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit ist der Betrachtung zweier spezieller Sorten von Constraint Satis-
faction Problemen gewidmet: Die Domäne der Variablen und Konstanten ist jeweils auf
endliche Teilmengen der natürlichen Zahlen eingeschränkt. Constraints sind Gleichungen
von Termen aus Variablen und Konstanten über einer Menge von Operationen. Die zu-
gelassenen Operationen sind dabei Teilmengen der folgenden fünf Operationen: Die drei
Mengenoperationen Vereinigung, Schnitt und Mengendifferenz sowie die paarweise Addi-
tion und paarweise Multiplikation.

1. In der ersten Variante umfasst die Domäne der Variablen und Konstanten alle end-
lichen Teilmengen der natürlichen Zahlen.

2. Bei der zweiten Variante ist die Domäne auf endliche Intervalle über den natürlichen
Zahlen eingeschränkt.

Lässt man an Operationen nur eine Auswahl der Mengenoperationen zu, so zeigen wir
für jedes dieser Probleme die ≤log

m -Vollständigkeit für eine der Komplexitätsklassen L,
P und NP. In diesem Bereich gibt es kaum Unterschiede zwischen den beiden von uns
betrachteten Problemvarianten.

Beim Vorliegen von arithmetischen Operationen bleiben einige offene Fragen. Mit den ein-
zelnen Problemen wird eine wesentlich weitere Spanne von Komplexitätsklassen erreicht.
So zeigen wir für einzelne Probleme die NP-Vollständigkeit, für andere Probleme die Σ1-
Vollständigkeit.
Dabei sind die von uns gezeigten oberen Komplexitätsschranken für die Variante über
endlichen Intervallen zum Teil deutlich kleiner als jene für die Variante über beliebigen
endlichen Teilmengen der natürlichen Zahlen.
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1 Einleitung

Ein Constraint Satisfaction Problem (CSP) ist ein Entscheidungsproblem, bei dem eine
endliche Menge von Variablen und eine endliche Menge von Constraints als Eingabe über-
geben werden und dann zu entscheiden ist, ob die Variablen so mit Werten aus einer
gegebenen Domäne belegt werden können, dass alle Constraints erfüllt sind.

Beim Vorliegen einer endlichen Domäne und beliebigen Constraints erweist sich das jewei-
lige CSP als NP-vollständig. Lässt man in den Constraints jedoch nur eine eingeschränkte
Auswahl an Relationen zu, so ergeben sich auch Probleme in P.

Die Menge der Relationen, die in den Constraints erlaubt sind, wird Constraintsprache
genannt. Die Frage, für welche Constraintsprachen die zugehörigen CSPs in Polynomi-
alzeit entschieden werden können, hat sich in den vergangenen Jahren zu einem Gebiet
ausgiebiger Forschung entwickelt.
Feder und Vardi [FV99] vermuten eine Dichotomie für CSPs über endlichen Domänen
derart, dass solche CSPs entweder in P oder aber NP-vollständig sind. Diese Vermutung
konnte jedoch bislang nicht bewiesen werden.

Ferner beginnt sich ein steigendes Interesse an CSPs über unendlichen Domänen zu entwi-
ckeln. Hier ergeben sich zum Teil wesentlich höhere Komplexitäten. So wird auch in dieser
Arbeit die Unentscheidbarkeit für eine Reihe von Problemen bewiesen. Es ergeben sich
aber auch sehr einfache Probleme, die etwa L- oder P-vollständig sind. Insgesamt wird so
eine sehr große Spanne an Komplexitätsklassen abgedeckt.

Ein weiterer, stärker theoretisch motivierter Bereich, aus dem heraus sich die in dieser
Arbeit untersuchten Fragen entwickelt haben, sind arithmetische Formeln und Schaltkreise.

Die Frage nach der Komplexität von Entscheidungsproblemen bezüglich derartiger For-
meln oder Schaltkreise hat seinen Ursprung bei Meyer und Stockmeyer [SM73]. Diese un-
tersuchen sogenannte Integer-Ausdrücke. Ein Integer-Ausdruck ist ein Term aus Konstan-
ten, welche einelementige Teilmengen der natürlichen Zahlen sind, sowie der paarweisen
Addition zweier Mengen und Mengenoperationen wie Vereinigung oder Schnitt. Meyer und
Stockmeyer untersuchten das Membership-Problem, also die Frage, ob eine gegebene na-
türliche Zahl in der von einem Integer-Ausdruck beschriebenen Teilmenge von N enthalten
ist, sowie das Inäquivalenz-Problem, also die Frage, ob zwei gegebene Integer-Ausdrücke
verschiedene Mengen beschreiben.

Aufbauend auf dieser und anderen Arbeiten untersuchten McKenzie und Wagner [MW03]
die Komplexität von Membership-Problemen von Schaltkreisen über Mengen natürlicher
Zahlen. Die Fragestellung war eine ähnliche: Ist eine gegebene natürliche Zahl Element
der von einem Schaltkreis berechneten Teilmenge von N?
Ein Schaltkreis ist dabei ein gerichteter, azyklischer Graph mit zwei Sorten von Knoten:
Zum einen gibt es Eingabeknoten, welchen eine natürliche Zahl zugewiesen wird, alle ande-
ren Knoten, im Folgenden Operationsknoten genannt, wird eine Operation zugewiesen. An
Operationen können die paarweise Addition und Multiplikation, sowie Mengenoperatio-
nen verwendet werden. Die Anzahl der eingehenden Kanten ist für einen Operationsknoten
durch die Stelligkeit der ihm zugewiesenen Operation gegeben.
Es gibt in einem Schaltkreis weiterhin einen ausgezeichneten Knoten: Den Ausgabeknoten.
Jeder Knoten berechnet eine Menge natürlicher Zahlen: Während jeder Eingabeknoten die
einelementige Menge berechnet, die ihm zugewiesen ist, berechnet jeder Operationsknoten
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das Ergebnis der Anwendung der ihm zugewiesenen Operation auf die von den Vorgänger-
knoten berechneten Mengen. Der Schaltkreis berechnet insgesamt die vom Ausgabeknoten
berechnete Menge.

Im Gegensatz zu den Integer-Ausdrücken ist es diesen Schaltkreisen möglich, Zwischen-
ergebnisse zwischenzuspeichern und an verschiedenen Stellen wiederzuverwenden. Schalt-
kreise bieten also die Möglichkeit große Zahlen und Mengen in knapperer Form zu be-
schreiben.

Glaßer et al. [GHR+07] untersuchten für die beschriebenen Schaltkreise, ähnlich wie Meyer
und Stockmeyer für Integer-Expressions, das Äquivalenz-Problem.

In einer weiteren Arbeit untersuchten Glaßer et al. [GRTW10] das Erfüllbarkeitsproblem
für Schaltkreise. Die untersuchten Schaltkreise können auch unbelegte Eingangsknoten
enthalten. Das Problem war nunmehr, für eine gegebene natürliche Zahl b zu entscheiden,
ob die unbelegten Eingangsknoten mit einelementigen Teilmengen der natürlichen Zahlen
belegt werden können, sodass b Element der vom Schaltkreis berechneten Menge ist.
Durch diese Modifikation sind die entstehenden Schaltkreisen den CSPs noch ähnlicher.

Glaßer et al. [GJM15] brachten nun die CSPs und die Schaltkreise zusammen. Die von
ihnen untersuchten CSPs besaßen die Menge aller einelementigen Teilmengen von N als
Domäne und erlaubten als Operationen Teilmengen von {+,×,∪,∩, }.
Jedoch ist die Menge der einelementigen Teilmengen von N nicht abgeschlossen bezüglich
der genannten Mengenoperation. Deshalb ist es natürlich, CSPs mit endlichen Teilmengen
der natürlichen Zahlen als Domäne zu betrachten. An dieser Stelle setzt die vorliegende
Arbeit an. Es können einige Resultate aus den genannten Arbeiten übertragen werden,
jedoch stellt sich auch heraus, dass einige Fragestellungen durch die vergrößerte Domäne
deutlich schwieriger werden.
Als weiteren Aspekt dieser Arbeit betrachten wir CSPs über der Domäne der endlichen
Intervalle von natürlichen Zahlen. Dadurch lassen sich zum Teil leichter Vollständigkeiten
für verschiedene Komplexitätsklassen zeigen.
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2 Grundlagen

Wir beginnen mit ein paar kurzen Bemerkungen zu den in dieser Arbeit verwendeten
Notationen und Codierungen.

2.1 Grundlegende Notationen und Codierungen von Objekten

Wir verwenden Standardnotationen:
Es bezeichne N die Menge der natürlichen Zahlen {0, 1, 2, . . . } und N+ die Menge der
positiven natürlichen Zahlen {1, 2, 3, . . . }.
Mit Pfin(N) sei die Menge aller endlichen Teilmengen von N bezeichnet. Es gilt also

Pfin(N) =def {A | A ⊆ N}.

Weiterhin sei [N] die Menge aller endlichen Intervalle über den natürlichen Zahlen, also

[N] =def {{x | a ≤ x ≤ b} | a, b ∈ N}.

Dabei werde ein konkretes Intervall {x | a ≤ x ≤ b} für natürliche Zahlen a, b mit [a, b]
bezeichnet. Die Menge der Randpunkte {a, b} eines Intervals [a, b] bezeichnen wir mit
R([a, b]). Es sei insbesondere darauf hingewiesen, dass [a, b] = ∅, falls a > b gilt.
Des Weiteren sei

{N} =def {{n} | n ∈ N}

die Menge der einelementigen Teilmengen von N.

Außerdem verwenden wir die folgenden verbreiteten Notationen für Komplexitätsklassen.

Komplexitätsklasse enthält die Probleme, entscheidbar in

L deterministischem logarithmischem Raum
NL nichtdeterministischem logarithmischem Raum
P deterministischer Polynomialzeit

NP nichtdeterministischer Polynomialzeit
PSPACE deterministischem polynomiellem Raum

EXP deterministischer Exponentialzeit
NEXP nichtdeterministischer Exponentialzeit

Ferner bezeichne Σ1 die Menge der aufzählbaren Probleme. Wir verwenden zudem die
üblichen Bezeichnungen Σp

i und Πp
i für die Klassen der Polynomialzeit-Hierarchie, wobei

i ∈ N sei.

Des weiteren schreiben wir für A,B ⊆ N

A ≤log
m B bzw. A ≤p

m B,

wenn es eine in logarithmischem Raum bzw. polynomieller Zeit berechenbare, totale Funk-
tion f : N→ N gibt, sodass x ∈ A genau dann gilt, wenn f(x) ∈ B.

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass wir für gängige NP-vollständige Probleme
wie SAT, 3SAT oder SOS das Wissen, dass diese sogar ≤log

m -vollständig für NP sind, als
bekannt voraussetzen.

Bei Funktionen gehen wir im Allgemeinen von totalen Funktionen aus, ohne dies jedes
Mal explizit zu erwähnen. Wir weisen zur Erinnerung dennoch immer wieder bei einzelnen
Funktionen darauf hin, dass diese total sind.
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Mit Wf für eine Funktion f : A→ B und beliebige Mengen A,B notieren wir die Menge
f(A) = {f(x) | x ∈ A}.

Zudem bemerken wir einige Aspekte zur Codierung von Objekten durch natürliche Zahlen
bzw. ein Wort über einem endlichen Alphabet:
In dieser Arbeit werden ausschließlich Standardcodierungen verwendet. Die genaue Co-
dierung ist dabei in aller Regel nicht von Relevanz. Wir gehen davon aus, dass natürliche
Zahlen stets binär, dyadisch oder k-adisch für ein k > 2 dargestellt sind. In jedem Fall ist
die Länge der Codierung einer natürlichen Zahl n in Θ(logn).
Für die Länge einer Codierung eines beliebigen Objektes o schreiben wir |o|. Bei endlichen
Mengen M bezeichnen wir jedoch mit |M | die Kardinalität der Menge M und nicht die
Länge der Codierung.

Diese Arbeit befasst sich mit zwei Varianten von sogenannten Constraint Satisfaction
Problemen: In der einen Variante spielen beliebige endliche Teilmengen der natürlichen
Zahlen eine wesentliche Rolle, während in der anderen Variante nur endliche Intervalle
von natürlichen Zahlen zugelassen sind.
Bei Problemen der ersten Variante gehen wir von einer Codierung aus, sodass endliche
Teilmengen der natürlichen Zahlen {a1, . . . , ak} für k ∈ N+ so codiert sind, dass die Länge
der Codierung in Θ(

∑k
i=1 |ak|) ist.

Im zweiten Fall sei ein Intervall [a, b] für natürliche Zahlen a < b so codiert, dass die Länge
der Codierung in Θ(|a|+ |b|) ist.

Bei Graphen gehen wir von Adjazenzmatrizen als Repräsentationsform aus.

Zuletzt sei noch bemerkt, dass wir alle in dieser Arbeit betrachteten Probleme als Teilmen-
gen natürlicher Zahlen auffassen, auch wenn wir der Einfachheit halber einzelne Probleme
beispielsweise als Mengen von Formeln oder Graphen definieren.

2.2 Definition der zentralen Probleme

Wir werden im Rahmen dieser Arbeit zwei spezielle Sorten von CSPs betrachten und diese
im Folgenden präzise definieren.

Definition 2.1
Wir de�nieren zunächst Terme. Es sei X ein Variablen- oder Konstantensymbol, wobei

Konstantensymbole Codierungen von Elementen aus Pfin(N) seien. Dann ist X ein Term.

Seien ferner β, γ Terme, O ⊆ {+,×,∪,∩,−} und ⊕ ∈ O. Dann ist (β ⊕ γ) ein Term. Sei

T die Menge aller dieser Terme.

Es seien X,Y ∈ T . Dann heiÿt X = Y Atom.

Es seien a1 = (t1,1 = t1,2), . . . , am = (tm,1 = tm,2) für m ∈ N Atome. Ferner seien

X1, . . . , Xn die in den genannten Atomen auftretenden Variablensymbole. Dann nennen

wir

ϕ = ∃X1 . . . ∃Xn a1 ∧ · · · ∧ am
O-Formel oder O-Satz. Ist O aus dem Kontext ersichtlich, schreiben wir auch einfach

Formel oder Satz. Die in ϕ auftretenden Variablensymbole bezeichnen wir mit Varϕ und

die in ϕ auftretenden Konstantensymbole mit Constϕ.
Des Weiteren sei mit Tϕ die Menge aller in ϕ auftretenden Terme bezeichnet.

Wir de�nieren die Semantik von Termen. Eine totale Funktion α : Tϕ → Pfin(N) heiÿt

Termbelegung für ϕ, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind.
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� für Konstantensymbole C ist α(C) das Element aus Pfin(N), welches durch C codiert

ist. Wir werden der Einfachheit halber C mit α(C) identi�zieren und C somit auch

als eine endliche Teilmenge natürlicher Zahlen au�assen.

� für alle Variablensymbole X gilt α(X) ∈ Pfin(N).

� für alle TermeX+Y gilt: α(X+Y ) = α(X)+α(Y ) =def {x+y | x ∈ α(X), y ∈ α(Y )}.

� für alle Terme X×Y gilt: α(X×Y ) = α(X)×α(Y ) =def {x·y | x ∈ α(X), y ∈ α(Y )}.

� für alle Terme X ∪ Y gilt: α(X ∪ Y ) = α(X) ∪ α(Y ).

� für alle Terme X ∩ Y gilt: α(X ∩ Y ) = α(X) ∩ α(Y ).

� für alle Terme X −Y gilt: α(X −Y ) = α(X)−α(Y ) =def {x | x ∈ α(X), x /∈ α(Y )}.

ϕ ist genau dann wahr, wenn es eine Termbelegung α mit α(ti,1) = α(ti,2) für alle i =
1, . . . ,m gibt. Dann nennen wir α erfüllend oder gültig.

Die Einschränkung einer Termbelegung β auf die in ϕ auftretetenden Variablensymbole

Varϕ heiÿt Variablenbelegung oder auch kurz Belegung. Es heiÿt β erfüllend oder

gültig, wenn die von β induzierte Termbelegung erfüllend ist1.

Mit diesen Begriffen ist es uns möglich, die für diese Arbeit zentralen Probleme zu defi-
nieren. Dies geschieht in der folgenden Definition.

Definition 2.2
Es sei O ⊆ {+,×,∪,∩,−}. Dann ist

CSP
(
Pfin(N), {=} ∪O

)
=def {ϕ | ϕ ist eine wahre O-Formel}.

Weiterhin sei

CSP
(

[N], {=} ∪O
)

=def {〈ϕ〉 | ϕ ist eine O-Formel, deren Konstanten Intervalle sind2,

und es existiert eine gültige Termbelegung α mit

α(Varϕ ∪ Constϕ) ⊆ [N] }

de�niert.

Direkt aus der Definition ergibt sich das folgende triviale Lemma.

Lemma 2.3
Für O ⊆ O′ ⊆ {+,×,∪,∩,−} und M ∈ {Pfin(N), [N ]}] gilt

CSP
(

M, {=} ∪O
)
≤log

m CSP
(

M, {=} ∪O′
)
.

Wir betrachten im Folgenden ein weiteres Problem, das wir als Hilfsmittel verwenden, um
zahlreiche Beweise zu vereinfachen.

1Man sieht leicht, dass es zu einer gegebenen Belegung der Variablen genau eine Termbelegung gibt,
die auf der Menge der Variablen mit dieser übereinstimmt.

2Wir erinnern daran, dass die in diesem Kontext auftretenden Konstanten – da sie Intervalle sind –
auch als solche codiert werden. Das heißt, dass eine Konstante [a, b] für a, b ∈ N und a ≤ b so codiert ist,
dass die Länge der Codierung der Konstante in Θ(|a|+ |b|) ist.
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Definition 2.4
Es sei O ⊆ {+,×,∪,∩,−}. Wir de�nieren

CSP′
(
Pfin(N), {=} ∪O

)
=def {ϕ ∈ CSP

(
Pfin(N), {=} ∪O

)
| jedes Atom ist von der

Form X ⊕ Y = Z oder Z = X ⊕ Y 3 für X,Y, Z ∈ Constϕ ∪Varϕ und ⊕ ∈ O}

Es sei CSP′
(

[N], {=} ∪O
)
für O ⊆ {∩,+} analog wie CSP′

(
Pfin(N), {=} ∪O

)
de�niert.

Das folgende Lemma erlaubt es uns, in vielen Situationen davon auszugehen, dass Einga-
beformeln die geschilderte einfache Form besitzen. Es ist nämlich in einigen Fällen möglich,
große Terme in mehrere kleine Terme zu zerlegen, indem man

”
Zwischenergebnisse“ in neu

hinzugefügten Variablen speichert. Diese Vorgehensweise funktioniert bei CSPs über [N]
jedoch offenbar nur dann, wenn die Menge [N] bezüglich der zugelassenen Operationen
abgeschlossen ist.

Lemma 2.5
Es sei O ⊆ {+,×,∪,∩,−}. Dann gilt

CSP′
(
Pfin(N), {=} ∪O

)
≡log

m CSP
(
Pfin(N), {=} ∪O

)
.

Falls O ⊆ {+,∩}, so gilt auch

CSP′
(

[N], {=} ∪O
)
≡log

m CSP
(

[N], {=} ∪O
)
.

Beweis. Wir zeigen zunächst den ersten Teil der Aussage. ≤log
m ist trivial. Wir zeigen die

umgekehrte Reduktion.

Sei ϕ = ∃Z1 . . . ∃Zm
∧n
i=1

(
ti,1 = ti,2

)
eine O-Formel. Wir skizzieren die Berechnung einer

O-Formel ϕ′ mit

ϕ ∈ CSP
(
Pfin(N), {=} ∪O

)
⇔ ϕ′ ∈ CSP′

(
Pfin(N), {=} ∪O

)
.

� Sei mi,j ∈ N die Auftretenshäufigkeit von Symbolen aus O in ti,j . Führe für jeden
Term ti,j neue Variablen Xi,j,1, . . . , Xi,j,mi,j ein. Quantifiziere am Anfang der Ausga-
beformel über alle Variablen Xi,j,ki,j , Zr für i = 1, . . . , n, j = 1, 2, ki,j = 1, . . . ,mi,j

und r = 1, . . . ,m existentiell.

� Für jeden Term ti,j und für k = 1, . . . ,mi,j führe das Folgende aus:

– Es sei ⊕k das k-te Symbol (von links gezählt) aus O im Term ti,j .

– Falls links von ⊕k keine Klammer, sondern direkt eine Variable oder Konstante
steht, so bezeichne L diese Variable oder Konstante.

– Ist dies nicht der Fall, befindet sich links mindestens eine schließende Klammer
direkt neben ⊕k. Finde zu der schließenden Klammern direkt links von ⊕k die
zugehörige öffnende Klammer. Zwischen diesen beiden Klammern befindet sich
ein Term τ ⊕s τ ′ für zwei Terme τ, τ ′ und s ∈ {1, . . . ,mi,j}. In diesem Fall
bezeichne L die Variable Xi,j,s.

3Wenn wir im Folgenden über alle Atome X ⊕ Y = Z quantifizieren, sind damit auch alle Atome der
Forme Z = X ⊕ Y gemeint. Wir werden dies ab jetzt nicht mehr explizit erwähnen.
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– L bezeichnet somit den Term, welcher der linke Operand von ⊕k ist. Verfahre
analog auf der rechten Seite, sodass R den Term bezeichnet, welcher der rechte
Operand von ⊕k ist.

– Füge an die Ausgabeformel das Atom L⊕k R = Xi,j,k an.

� Für jedes Atom ti,1 = ti,2 seien Y1, Y2 die Variablen, die für ti,1 bzw. ti,2 stehen. Setze
je nach Verfügbarkeit von Operationen T1 + {0} = T2, T1 × {1} = T2, T1 ∪ T1 = T2,
T1 ∩ T1 = T2 oder T1 − ∅ = T2.

Es kann der Algorithmus in logarithmischem Raum berechnet werden, da zu jedem Zeit-
punkt lediglich eine konstante Anzahl von Variablen oder Konstanten gespeichert werden
muss und ansonsten nur die Anzahlen von Operationssymbolen in Termen sowie die An-
zahlen von Klammern gezählt werden müssen.

Weiterhin hat in der Ausgabeformel jedes Atom die Form X ⊕ Y = Z für ⊕ ∈ O und
Variablen- oder Konstantensymbole X,Y, Z.

Ist ϕ wahr, so ist auch ϕ′ wahr: Sei α eine erfüllende Termbelegung für ϕ. Belege die
Variablen Z1, . . . , Zm in ϕ′ mit α(Z1), . . . , α(Zm) und setze die so konstruierte Abbildung
so fort, dass sie eine Termbelegung β ist. Dann ist auch β erfüllend.

Ist umgekehrt ϕ′ wahr, so sei β eine erfüllende Termbelegung für ϕ′. Setze nun

α : Varϕ → Pfin(N), X 7→ β(X).

Dann ist α eine erfüllende Variablenbelegung für ϕ und es ist ϕ wahr.

Der zweite Teil der Aussage kann analog gezeigt werden. Gibt es nämlich für eine O-Formel

ϕ ∈ CSP
(

[N], {=} ∪O
)

mit O ⊆ {+,∩} eine erfüllende Termbelegung α, dann gilt wegen

I + J ∈ [N] und I ∩ J ∈ [N] für I, J ∈ [N]

für jeden Term t
α(t) ∈ [N].

Wegen der Transitivität von ≤log
m dürfen wir im Folgenden bei logspace-Berechnungen und

bei Berechnungen mit größerer Komplexität für eine O-Formel stets davon ausgehen, dass
diese die Form aus Definition 2.4 hat.

Das folgende Resultat zeigt, dass es für CSPs über der Grundmenge Pfin(N) möglich ist,
durch

”
−“ sowohl

”
∪“ als auch

”
∩“ zu simulieren.

Lemma 2.6
Es gilt

CSP
(
Pfin(N), {=} ∪O

)
≤log

m CSP
(
Pfin(N), {=,−} ∪ (O− {∪,∩})

)
für O ⊆ {+,×,∪,∩}.

Beweis. Die Aussage gilt wegen Lemma 2.5 und weil X = Y ∪ Z auch durch(
(X − Y )− Z = ∅

)
∧
(
Y −X = ∅

)
∧
(
Z −X = ∅

)
sowie X = Y ∩ Z auch durch(

X − Y = ∅
)
∧
(
X − Z = ∅

)
∧
(
(Y − (Y − Z))−X = ∅

)
ausgedrückt werden kann.
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Es genügt also die Probleme CSP
(
Pfin(N), {=}∪O

)
für O ⊆ {∪,∩,−,+,×} zu betrachten,

für welche

− ∈ O ⇒ {∪,∩} ⊆ O

gilt.
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3 CSPs mit ausschließlich Mengenoperationen

Wir beschränken uns zunächst auf CSPs, bei denen keine arithmetischen, sondern nur
Mengenoperationen zugelassen sind. Diese Beschränkung macht die Situation in zweierlei
Hinsicht wesentlich einfacher:

Zum einen wird sich herausstellen, dass die betrachteten Probleme alle innerhalb von NP
liegen, während – wie wir in Abschnitt 4 sehen werden – CSPs NP-hart sind, sobald ein
arithmetischer Operator zugelassen ist. Dabei werden wir auch die PSPACE- und die Σ1-
Härte einiger Probleme zeigen. Die in diesem Abschnitt untersuchten Probleme fallen also
in kleinere Komplexitätsklassen.

Zum anderen gestaltet sich die Zuordnung zu einzelnen Komplexitätsklassen in diesem
Abschnitt wesentlich leichter. Für jede mögliche Teilmenge O ⊆ {∪,∩,−} können wir

CSP
(
M, {=} ∪ O

)
für M ∈ {Pfin(N), [N]} als ≤log

m -vollständig für eine der Klassen L, P
oder NP beweisen. Damit sind die genannten Probleme erschöpfend behandelt. Dies wird
uns in Abschnitt 4 nicht möglich sein.

3.1 Zwei Spezialfälle

Wir beginnen mit der Betrachtung zweier Spezialfälle. Zunächst werden wir eine obere
Schranke für den Fall zeigen, dass alle Mengenoperationen erlaubt sind. Dies wird gleich-
zeitig eine obere Schranke für alle in diesem Kapitel betrachteten Probleme darstellen.
Anschließend werden wir CSPs untersuchen, in denen gar keine Operationen zugelassen
sind.

3.1.1 Eine obere Schranke

Das folgende Lemma zeigt, dass alle CSPs, in denen keine arithmetischen Operationen
auftreten, in NP sind.

Lemma 3.1
Es sei O = {−,∪,∩} und M ∈ {[N],Pfin(N)}. Dann gilt CSP

(
M, {=} ∪O

)
∈ NP.

Beweis. Wir zeigen die Aussagen für M = Pfin(N) und M = [N] parallel.
Es sei ϕ ∈ CSP

(
M, {=} ∪ O

)
. Weiterhin sei K =

⋃
C∈Constϕ

C im Fall M = Pfin(N) und

K = [0,max
(
{x ∈

⋃
C∈Constϕ

C}
)
] im Fall M = [N].

Sei α eine erfüllende Termbelegung für ϕ. Dann ist ebenfalls β mit β(X) = α(X)∩K eine
erfüllende Termbelegung:

Mittels einer strukturellen Induktion über die Definition einer Termbelegung lässt sich
leicht zeigen, dass β eine Termbelegung ist.

Angenommen, β wäre nicht erfüllend. Dann gäbe es ein Atom t1 = t2 mit Termen t1, t2,
sodass α(t1) = α(t2), aber α(t1) ∩K 6= α(t2) ∩K. O.B.d.A. existiere ein

x ∈
(
α(t1) ∩K

)
−
(
α(t2) ∩K

)
.

Also gilt x ∈ K und somit x ∈ α(t1)− α(t2), im Widerspruch zu α(t1) = α(t2).

Wann immer also eine erfüllende Termbelegung für ϕ existiert, gibt es auch eine erfüllen-
de Termbelegung, in deren Wertebereich nur Mengen aus

”
kleinen“ Zahlen vorkommen,

d.h. die auftretenden Zahlen sind kleiner oder gleich der größten in einer Konstanten
enthaltenen Zahl. Daraus folgt unmittelbar, dass der folgende nichtdeterministische Poly-
nomialzeitalgorithmus entscheidet, ob ϕ ∈ CSP

(
M, {=} ∪O

)
.
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1. Rate nichtdeterministisch eine Variablenbelegung mit Werten aus {A ∈M | A ⊆ K}.

2. Teste, ob die Belegung erfüllend ist und gib entsprechend 0 oder 1 zurück.

Der Schritt 1 kann in Polynomialzeit ausgeführt werden, weil K im Fall M = Pfin(N)
lediglich O(|ϕ|) Elemente enthält und im Fall M = [N] die Intervallgrenzen aus einer
Menge mit lediglich polynomiell langen Zahlen ausgewählt werden müssen.

Bemerkung 3.2
Bei der Untersuchung von CSPs mit ausschließlich Mengenoperationen treten einige NP-
vollständige Probleme auf. Durch das obige Lemma zusammen mit Lemma 2.3 haben wir
bereits für jedes dieser Probleme die Zugehörigkeit zu NP gezeigt. Es genügt nun also, für
jedes dieser Probleme die ≤log

m -Härte für NP zu zeigen. Die ≤log
m -Vollständigkeit folgt dann

sofort.

3.1.2 CSPs ohne Operationen

Nun betrachten wir den Fall, dass gar keine Operationen zur Verfügung stehen. Es ist
CSP

(
M, {=}

)
fürM ∈ {Pfin(N), [N]}4 das einzige in dieser Arbeit betrachtete CSP, welches

wir nicht als ≤log
m -hart für P beweisen können.

Wir zeigen für dieses Problem die Zugehörigkeit zur Komplexitätsklasse L. Dazu verwen-
den wir das Erreichbarkeitsproblem in ungerichteten Graphen.

Definition 3.3
Es sei (V,E) ein ungerichteter Graph. Für u, v ∈ V heiÿt v erreichbar von u aus, wenn u =
v gilt oder es k ∈ N+ und Knoten v1, v2, . . . , vk mit (u, v1), (v1, v2), . . . , (vk−1, vk), (vk, v) ∈
E gibt.

Damit de�nieren wir

USTCON = {〈((V,E), u, v)〉 |(V,E) ist ein ungerichteter Graph mit u, v ∈ V und

u ist von v aus erreichbar}.

Es war lange Zeit unklar, ob USTCON ∈ L gilt. Die gerichtete Variante des Problems ist
als NL-vollständig bekannt. Da ungerichtete Graphen spezielle gerichtete Graphen sind, ist
zum einen klar, dass USTCON ∈ NL gilt, zum anderen bestand die berechtigte Hoffnung,
dass sich die Erreichbarkeit für den Spezialfall eines gerichteten Graphs leichter entscheiden
lässt.
Papadimitriou [Pap94] etwa weist darauf hin, dass das Problem einfacher sei als die ge-
richtete Variante, da es in randomisiertem logarithmischem Raum gelöst werden könne,
auch wenn es ihm nicht möglich sei, die Zugehörigkeit zu L zu zeigen.

Schließlich konnte Reingold [Rei05] zeigen, dass USTCON sogar in deterministischem
logarithmischem Raum entschieden werden kann.

Er weist auch darauf hin, dass es in logarithmischem Raum berechenbare Transformationen
zwischen natürlichen Repräsentationen von Graphen gebe und somit das Resultat zum
großen Teil unabhängig von der Repräsentation des Eingabegraphs sei. Explizit erwähnt
er in diesem Zusammenhang die Darstellung eines Graphen als Adjazenzmatrix.

Daher werden wir in der im Folgenden dargestellten Berechnung von USTCON-Instanzen
von Adjazenzmatrizen als Repräsentationsform der Graphen ausgehen.

4Für den verbleibenden Abschnitt gehen wir von M ∈ {Pfin(N), [N]} aus, ohne dies erneut zu erwähnen.
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Unter Verwendung von polynomiell vielen Anfragen an USTCON kann die folgende Aus-
sage bewiesen werden:

Lemma 3.4
Es gilt CSP

(
M, {=}

)
∈ L.

Beweis. Es sei ϕ eine ∅-Formel, also

ϕ = ∃X1 . . . ∃Xn

(
Y1 = Y2

)
∧ · · · ∧

(
Y2m−1 = Y2m

)
für n,m ∈ N und Yi ∈ Varϕ ∪ Constϕ.

Wir betrachten den ungerichteten Graphen Gϕ = (Vϕ, Eϕ) mit Vϕ = Varϕ ∪ Constϕ und

Eϕ = {{Y2i−1, Y2i} | i = 1, . . . ,m ∧ Y2i−1 6= Y2i
5}.

Die totale Funktion f mit ϕ 7→ Gϕ ist in FL, da für jedes Atom lediglich die entsprechende
Spalte und Zeile in der Adjazenzmatrix des Graphen zu suchen ist. Dies erfordert lediglich
logarithmischen Speicher, da zu jedem Zeitpunkt höchstens zwei Verweise auf Konstanten
oder Variablen zu speichern sind6.

Wir zeigen

ϕ ist nicht wahr ⇔ ∃C1, C2 ∈ Constϕ ⊆ Vϕ :
(
C1 6= C2 ∧ C1 ist von C2 aus erreichbar

)
”
⇒“: Wir zeigen die Kontraposition. Es gebe also für je zwei verschiedene Konstanten
C1, C2 keinen Pfad von C1 nach C2. Wir konstruieren iterativ eine erfüllende Termbelegung
α. Setze α(C) = C für jede Konstante C. Setze ferner iterativ für jede Variable X, für die
ein Y ∈ Varϕ ∪ Constϕ mit

� definiertem α(Y ) und

� einem Atom X = Y bzw. Y = X in ϕ

existiert, α(X) = α(Y ). Setze dann, nachdem das geschilderte iterative Verfahren stationär
geworden ist, für alle verbleibenden Variablen X

α(X) = ∅.

Es wird also jede Variable mit ∅ oder mit dem Wert einer Konstanten belegt. Wäre nun
ein Atom Y2i−1 = Y2i von ϕ nicht erfüllt, so wäre nach der Konstruktion von α

α(Y2i−1) 6= ∅ ∧ α(Y2i) 6= ∅

und somit α(Y2i−1), α(Y2i) ∈ Constϕ. Nach Konstruktion von α müsste es dann aber einen
Pfad7 von einer Konstanten C mit C = α(Y2i−1) zu Y2i−1 und weiterhin einen Pfad von
einer Konstanten C ′ = α(Y2i) zu Y2i geben. Dann gäbe es aber auch einen Pfad von C zu
C ′, was wegen C = α(Y2i−1) 6= α(Y2i) = C ′ ein Widerspruch wäre.

5Wir gehen hierbei davon aus, dass Konstanten mit dem gleichen Wert auch gleich codiert sind.
6Die jeweilige Konstante kann zwar nicht notwendig in logarithmischem Raum gespeichert werden, es

genügt jedoch ein Zeiger auf diese. Der Gleichheitstest für zwei Konstanten mit -sagen wir- linearer Länge
ist offenbar in logarithmischem Raum möglich.

7Wir verwenden hier den Begriff Pfad so, dass es in jedem Graphen für jeden Knoten einen Pfad zu
sich selbst gibt, nämlich den trivialen Pfad, der keine Kante verwendet.
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”
⇐“: Erreichbarkeit zweier Knoten C1, C2 ∈ Constϕ ⊆ V in Gϕ bedeutet, dass für jede

erfüllende Termbelegung α
α(C1) = α(C2)

gilt. Wegen C1 6= C2 gibt es daher keine erfüllende Termbelegung und ϕ ist nicht wahr.

Betrachte den folgenden Algorithmus:

� Eingabe: ∅-Formel ϕ

� Für je zwei Konstanten C,C ′:

– Falls C von C ′ aus in f(ϕ) erreichbar ist, gib 0 zurück.

� Gib 1 zurück.

Es ist hinreichend zu zeigen, dass der Schleifenrumpf in deterministisch logarithmischem
Raum ausgeführt werden kann. Da mit cUSTCON(f(ϕ), C, C ′) lediglich eine Verkettung
von polynomiell vielen logspace-Berechnungen zu berechnen ist, gilt dies. Es folgt daher
CSP

(
M, {=}

)
∈ L.

Mit Lemma 3.4 ist trivialerweise klar, dass CSP
(
M, {=}

)
≤log

m -vollständig für L ist. Den-

noch zeigen wir die Reduktion USTCON ≤log
m CSP

(
M, {=}

)
, um zu zeigen, dass ein di-

rekter Beweis von CSP
(
M, {=}

)
∈ L genauso schwierig wie ein Beweis für USTCON ∈ L

ist.

Es sei G = (V,E) mit V = {v1, . . . , vn} ein ungerichteter Graph und vi, vj ∈ V . Falls
i = j, so gib ∅ = {0} zurück.
Andernfalls gib

ϕ = ∃V1 . . . ∃Vn
(
Vi = {0}

)
∧
(
Vj = {1}

)
∧

∧
(vs,vt)∈E

(
Vs = Vt

)
zurück.
Mit einer ähnlichen Argumentation wie im Beweis von Lemma 3.4 lässt sich zeigen, dass
es genau dann einen Pfad von vi nach vj gibt, wenn die zurückgegebene Formel nicht wahr
ist.
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3.2 Vereinigung

In diesem Abschnitt zeigen wir die ≤log
m -Vollständigkeit von CSP

(
Pfin(N), {=,∪}

)
für P

und die ≤log
m -Vollständigkeit von CSP

(
[N], {=,∪}

)
für NP.

3.2.1 CSP
(
Pfin(N), {=,∪}

)
Lemma 3.5
Es gilt CSP

(
Pfin(N), {=,∪}

)
∈ P.

Beweis. Nach Lemma 2.5 genügt es, für eine {∪}-Formel ϕ in Polynomialzeit zu entschei-

den, ob ϕ in CSP′
(

(Pfin(N), {=,∪}
)

liegt. Es sei also

ϕ = ∃X1 . . . ∃Xk

t∧
i=1

(
Ai ∪Bi = Ci

)
,

mit k, t ∈ N und Variablen- oder Konstantensymbolen Ai, Bi, Ci.

Der folgende Algorithmus entscheidet, ob es eine erfüllende Belegung der Variablen gibt.
Dazu sei

K =
⋃

C∈Constϕ

C.

1. Setze α(X) =

{
X falls X Konstante

K sonst

2. Wende für jedes Atom X ∪ Y = Z die folgenden Regeln an.

(a) Setze α(Z) = α(Z) ∩ (α(X) ∪ α(Y )).

(b) Setze α(X) = α(X) ∩ α(Z) und analog α(Y ) = α(Y ) ∩ α(Z).

(c) Falls α(C) für eine Konstante C geändert wurde, gib 0 zurück.

3. Hat sich in Schritt 2 eine Änderung eines Wertes α(X) für ein X ∈ Varϕ ergeben,
so führe Schritt 2 erneut aus.

4. Gib 1 zurück.

Um zu sehen, dass der Algorithmus ein Polynomialzeitalgorithmus ist, genügt es, zu zeigen,
dass der Schritt 2 nur polynomiell oft ausgeführt wird. Dies ergibt sich direkt daraus, dass
es für jede Variable X höchstens |K| Änderungen des Wertes α(X) gibt.

Es bleibt zu zeigen, dass der Algorithmus genau dann 1 zurückgibt, wenn ϕ wahr ist.

”
⇒“: Es gebe der Algorithmus 1 zurück. Mit α(X) bezeichnen wir im Folgenden den Wert

für eine Variable X zum Ende der Ausführung des Algorithmus. Wir zeigen nun, dass
die Belegung α so konstruiert wurde, dass für jedes Atom Ai ∪ Bi = Ci die Gleichung
α(Ai) ∪ α(Bi) = α(Ci) erfüllt ist.
Angenommen, es sind nicht alle Gleichungen α(Ai) ∪ α(Bi) = α(Ci) erfüllt. Dann gibt
es ein j, sodass α(Aj) ∪ α(Bj) 6= α(Cj) gilt. Wir schreiben im Folgenden A,B,C für
α(Aj), α(Bj), α(Cj) und unterscheiden die folgenden Fälle.
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� ∃x ∈ C − (A ∪B):

Dann hätte bei der letzten Ausführung von Schritt 2, bei der sich nichts mehr geän-
dert hat, die Regel 2a

C = C ∩
(
A ∪B

)
angewendet werden müssen und es wäre daher x /∈ C.

� ∃x ∈
(
A ∪B

)
− C:

In dieser Situation hätten noch die Regeln aus 2b

A = A ∩ C B = B ∩ C

angewendet werden müssen, sodass x /∈ A ∪B gegolten hätte.

Wir erhalten somit jeweils Widersprüche. Folglich ist ϕ wahr.

”
⇐“: Es sei β : Constϕ ∪ Varϕ → Pfin(N) eine erfüllende Belegung, wobei β(C) = C für

alle C ∈ Constϕ gelte. Wir können davon ausgehen, dass β(Constϕ ∪ Varϕ) ⊆ P(K) gilt,
da andernfalls β(X) durch β(X)∩K ersetzt werden könnte und alle Gleichungen so erfüllt
blieben.
Vor der ersten Ausführung von Schritt 2 gilt offenbar

∀X ∈ Constϕ ∪Varϕ : β(X) ⊆ α(X). (∗)

Wir zeigen: Gilt (∗) vor der Anwendung einer der Regeln, dann auch danach.

� Regel 2a: Wir bezeichnen mit Uv den Wert von α(Z) vor Anwendung der Regel und
mit Un den Wert nach der Anwendung. α(X) und α(Y ) bezeichnen die jeweiligen
Wert zum Zeitpunkt der Anwendung der Regel, die Werte ändern sich durch An-
wendung der Regel nicht. Falls Uv = Un, so gilt (∗) offenbar auch nach Anwendung
der Regel. Andernfalls existiert ein x ∈ Uv − Un, also gilt x /∈ α(X) ∪ α(Y ). Dann
folgt aber wegen (∗)

x /∈ β(X) ∪ β(Y ),

also auch x /∈ β(Z), weswegen (∗) auch nach Anwendung der Regel gilt.

� Regel 2b: Offenbar genügt es hier, nur die erste der beiden Gleichungen zu betrachten.
Wir bezeichnen mit Uv den Wert von α(X) vor der Anwendung der Regel und mit
Un den Wert nach der Anwendung. α(Z) bezieht sich auf den Wert zum Zeitpunkt
der Anwendung der Regel, dieser ändert sich durch die Anwendung der Regel nicht.
Falls Uv = Un, so gilt (∗) auch nach Anwendung der Regel. Andernfalls existiert ein
x ∈ Uv − Un, also gilt x /∈ α(Z). Dann folgt aber wegen (∗)

x /∈ β(Z),

also auch x /∈ β(X), weswegen (∗) auch nach Anwendung der Regel gilt.

Insbesondere gilt also für jede Konstante C zu jedem Zeitpunkt der Ausführung des Al-
gorithmus C = β(C) ⊆ α(C) ⊆ C, also wird der Wert von α(C) nicht verändert und der
Algorithmus gibt 1 zurück.

Es ist CSP
(
Pfin(N), {=,∪}

)
sogar ≤log

m -hart für P. Dies zeigt das folgende Lemma.
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Lemma 3.6
CSP

(
Pfin(N), {=,∪}

)
ist ≤log

m -hart für P.

Beweis. Wir verwenden das aus als P-vollständig bekannte Problem Monotone Cir-
cuit Value Evaluation[GHR91], welches wir mit MCVE bezeichnen. Wir werden

MCVE ≤log
m CSP

(
Pfin(N), {=,∪}

)
zeigen.

Wir betrachten den folgenden Algorithmus:

� Eingabe: Codierung α eines monotonen booleschen Schaltkreises α mit Eingaben
x1, . . . , xn ∈ {0, 1}. Es seien die or-Gatter mit o1, . . . , ok und die and-Gatter mit
a1, . . . , am bezeichnet, wobei o.B.d.A. ok das Ausgabe-Gatter sei.

� Wir beschreiben sukzessive eine Formel ϕ. Es sei

ϕ =∃X1 . . . ∃Xn∃O1 . . . ∃Ok∃A1∃H1∃H ′1 . . . ∃Am∃Hm∃H ′m
ψ(X1, . . . , Xn, O1, . . . , Ok, A1, . . . , Am, H1, H

′
1, . . . ,Hm, H

′
m).

Mit jedem Eingang und jedem or- und and-Gatter korrespondiert also eine Variable,
wobei es zu jedem and-Gatter zusätzlich noch zwei Hilfsvariablen gibt.

� Setze ψ(X1, . . . , Xn, O1, . . . , Ok, A1, . . . , Am, H1, H
′
1 . . . , Hm, H

′
m) auf

n∧
i=1

(
Xi =

{
{1} falls xi = 1

∅ sonst

)
∧

k∧
i=1

χoi ∧
m∧
i=1

χai ∧ (Ok = {1}).

Es steht dabei im Folgenden die Menge {1} für die 1 im booleschen Schaltkreis und
die Menge ∅ für eine 0.

� Ist oi ein or-Gatter und sind A,B die Variablen, die für die Eingänge von oi stehen,
so setze χoi = (Oi = A ∪B).

� Ist ai ein and-Gatter und sind A,B die Variablen, die für die Eingänge von ai stehen,
so setze χai = (Ai ∪Hi = A) ∧ (Ai ∪H ′i = B).

� Gib f(α) = ϕ zurück.

Wir bezeichnen die vom Algorithmus berechnete Funktion mit f .

Es kann f in logarithmischem Raum berechnet werden, da stets nur konstant viele Varia-
blen oder Konstanten gemerkt werden müssen. Ferner ist leicht ersichtlich, dass für einen
Schaltkreis α, der bei Eingabe x1, . . . , xn den Wert 1 ausgibt, die Formel f(α) wahr ist:
Es müssen lediglich alle Variablen Oi und Aj mit dem Wert belegt werden, der für den
Ausgabewert der entsprechenden Gatter oi und aj steht, also {1} für 1 und ∅ für 0. Für
or-Gatter erfordert die Formel ϕ dies, für and-Gatter ist es möglich, eine Belegung zu
wählen, die alle Atome der Formel erfüllt. Es bleibt somit die Rückrichtung zu zeigen:

Sei also ϕ = f(α) für die Codierung α eines monotonen Schaltkreises α mit Eingabe
x1, . . . , xn eine wahre Formel. Wir zeigen, dass der Schaltkreis α bei Eingabe x1, . . . , xn
den Wert 1 ausgibt.
Da ϕ wahr ist, existiert ein totales

β : {X1, . . . , Xn, O1, . . . , Ok, A1, . . . , Am, H1, . . . ,Hm, H
′
1, . . . ,H

′
m} → Pfin(N),
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sodass

ψ(β(X1), . . . , β(Xn), β(O1), . . . , β(Ok), β(A1), . . . , β(Am), β(H1), β(H ′1), . . . , β(Hm), β(H ′m))

wahr ist. Dann gilt Wβ ⊆ {{1}, ∅}:
Dies hat seine Ursache darin, dass die β(Xi) laut Formel einen dieser Werte annehmen
müssen und alle β(Oi), β(Aj), β(Hj), β(H ′j) eine Teilmenge der Vereinigung der beiden

”
eingehenden Variablen“ sein müssen.

Sei γ : {o1, . . . , ok, a1, . . . , am} → {0, 1} die Funktion, die jedem Gatter des Schaltkreises
α bei Eingabe x1, . . . , xn seinen Ausgabewert zuordnet.
Wir zeigen induktiv die folgenden Aussagen, wobei max(∅) = 0 sei

(A) max(β(Xr)) ≤ xr, r = 1, . . . , n,
(B) max(β(Oi)) ≤ γ(oi), i = 1, . . . k und
(C) max(β(Ai)) ≤ γ(ai), j = 1, . . . ,m.

Die Aussagen in (A) sind klar. Es sei nun ein Gatter g mit der korrespondierenden Variable
G gegeben. Die beiden Eingänge seien Eingänge des Schaltkreises, or- oder and-Gatter und
es gelte für ihre Werte a, b und die zu ihnen korrespondierenden Variablen A,B

max(β(A)) ≤ a und max(β(B)) ≤ b.

Wir unterscheiden zwei Fälle:

� g ist ein or-Gatter. Falls γ(g) = 1, gilt die Bedingung trivialerweise. Andernfalls gilt
a = b = 0, also β(A) = ∅ und β(B) = ∅ und somit auch β(G) = β(A) ∪ β(B) = ∅.

� g ist ein and-Gatter. Falls γ(g) = 1 gilt die Bedingung trivialerweise. Andernfalls
gilt o.B.d.A. a = 0 und somit β(A) = ∅. Wegen β(G) ⊆ β(A) gilt β(G) = ∅.

Aus 1 = max(β(Ok)) ≤ γ(ok) ≤ 1 folgt γ(ok) = 1 und damit die Behauptung.

Nun lässt sich der folgende Satz formulieren.

Satz 3.7
Es ist CSP

(
Pfin(N), {=,∪}

)
≤log

m -vollständig für P.

Beweis. Die Aussage folgt aus den Lemmata 3.5 und 3.6.

3.2.2 CSP
(
[N], {=,∪}

)
Wider Erwarten ist für O = {∪} das Problem CSP([N], {=} ∪ O) schwerer als das Pro-
blem CSP([Pfin(N)], {=} ∪O)8. Weil die Variante über [N] zuerst wie eine Einschränkung
der Variante über Pfin(N) erscheint, würde man auf den ersten Blick eher das Gegenteil
erwarten. Die {∪}-Formeln über [N] sind auch tatsächlich eine eingeschränkte Version der
Formeln über Pfin(N), da der einzige Unterschied darin besteht, dass die Konstanten eine
bestimmte Form aufweisen müssen.
Dadurch, dass in der Variante über den Intervallen jedoch auch die Variablen nur mit
Intervallen belegt werden dürfen, erhalten wir in dieser speziellen Situation eine größere
Ausdruckskraft.

8Diese Aussage gilt zumindest dann, wenn P 6= NP gilt.
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So können wir etwa mit dem Satz ∃X∃Y [0]∪ [2] = X ∪Y ausdrücken, dass genau eine der
zwei Variablen unter einer erfüllenden Variablenbelegung den Wert [0] annimmt, während
die andere den Wert [2] zugewiesen bekommt.
Dies ist nicht möglich, sobald Variablen beliebige endliche Teilmengen zugewiesen werden
können.

Mit Hilfe derartiger Tricks können wir 3SAT ≤log
m CSP

(
[N], {=,∪}

)
zeigen.

Lemma 3.8
Es gilt 3SAT ≤log

m CSP
(

[N], {=,∪}
)

.

Beweis. Sei H eine aussagenlogische Formel in konjunktiver Normalform mit genau drei
Literalen pro Klausel und Variablen x1, . . . , xn, also H =

∧m
i=1Ki für Klauseln Ki =

li,1 ∨ li,2 ∨ li,3 mit Literalen li,j aus der Menge {x1,¬x1, x2,¬x2, . . . , xn,¬xn}.

Wir skizzieren eine {∪}-Formel ϕ mit ϕ ∈ CSP
(

[N], {=,∪}
)
⇔ H ∈ 3SAT. In dieser

wird zunächst über die Variablen Xr,X
′
r,Li,1,Li,2, Li,3 existenziell quantifiziert, wobei r =

1, . . . , n und i = 1, . . . ,m.
Es gibt also für jede aussagenlogische Variable zwei Variablen in ϕ. Diese Variablen dienen
dazu, für die zugehörigen aussagenlogischen Variablen den jeweiligen Wahrheitswert sowie
dessen Negation zu beschreiben. Dabei wird der Wert [2] für den Wahrheitswert 1 und der
Wert [0] für den Wahrheitswert 0 stehen. Wir beschreiben die weitere Formel ϕ:

n∧
r=1

(
Xr ∪X ′r = [0] ∪ [2]

)
Unter einer erfüllenden Variablenbelegung hat somit jede Variable von ϕ einen Wert aus
{[0], [2]} und eine Variable Xr hat genau dann den Wert [0], wenn X ′r den Wert [2] hat.
Es beschreibt also Xr den Wert von xr und X ′r den Wert von ¬x′r.
Es ordne s : {(i, j) | i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, 2, 3}} → {1, . . . , n} dem Paar (i, j) den
Index der Variable in li,j zu. Nun ist sicherzustellen, dass jedes Li,j den richtigen Wert aus
{Xs(i,j), X

′
s(i,j)} annimmt. Dies fordern wir in ϕ durch

m∧
i=1

3∧
j=1

(
Li,j =

{
Xs(i,j) falls li,j = xi,j

X ′s(i,j) falls li,j = ¬xi,j

)
.

Wenn die aussagenlogischen Variablen von ψ so mit 0 oder 1 belegt werden können, dass
in jeder Klausel mindestens ein Literal den Wahrheitswert 1 hat, ist ψ erfüllbar. Dies kann
in ϕ wie folgt beschrieben werden:∧

1≤i≤m

(
Li,1 ∪ Li,2 ∪ Li,3 ∪ [0] = [0] ∪ [2]

)
.

Damit gilt

ϕ ∈ CSP
(

[N], {=,∪}
)
⇔ H ∈ SAT.

Mit der Feststellung, dass zu jedem Zeitpunkt der Ausführung des Algorithmus lediglich
konstant viele Indizes der polynomiell vielen Variablen zu speichern sind und damit ledig-
lich logarithmischer Raum für die Berechnung der geschilderten Reduktion benötigt wird,
ist der Beweis vollständig.
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Nun lässt sich leicht die NP-Vollständigkeit von CSP
(

[N], {=,∪}
)

zeigen.

Satz 3.9
CSP

(
[N], {=,∪}

)
ist ≤log

m -vollständig für NP.

Beweis. Die Härte ergibt sich aus Lemma 3.8. Die Zugehörigkeit zu NP ergibt sich aus
Bemerkung 3.2.
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3.3 Schnitt

Analog zu Abschnitt 3.2.1 kann wie für CSP
(
Pfin(N), {=,∪}

)
auch für das Problem

CSP
(
Pfin(N), {=,∩}

)
die ≤log

m -Vollständigkeit für P gezeigt werden. Für die Variante

über endlichen Intervallen können wir jedoch nicht wie für CSP
(

[N], {=,∪}
)

die NP-

Vollständigkeit zeigen. Wir werden vielmehr sehen, dass CSP
(

[N], {=,∩}
)

vollständig für

P ist.

3.3.1 CSP
(
Pfin(N), {=,∩}

)
Lemma 3.10
Es gilt CSP

(
Pfin(N), {=,∩}

)
∈ P.

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 3.5 genügt es gemäß Lemma 2.5, in Polynomialzeit

zu entscheiden, ob ϕ ∈ CSP′
(
Pfin(N), {=,∩}

)
für eine Formel

ϕ = ∃X1 . . . ∃Xk

t∧
i=1

Ai ∩Bi = Ci,

mit k, t ∈ N und Variablen- oder Konstantensymbolen Ai, Bi, Ci gilt.

Der folgende Algorithmus entscheidet, ob es ein totales α : Constϕ ∪ Varϕ → Pfin(N) mit
α(c) = c für alle Konstanten gibt, sodass die Gleichungen α(Ai) ∪ α(Bi) = α(Ci) gelten.

1. Setze α(X) =

{
X falls X Konstante

∅ sonst
.

2. Wende für jede Gleichung X ∩ Y = Z die folgenden Regeln an.

(a) Setze α(Z) = α(Z) ∪ (α(X) ∩ α(Y )).

(b) Setze α(X) = α(X) ∪ α(Z) und analog α(Y ) = α(Y ) ∪ α(Z).

(c) Falls α(C) für eine Konstante C geändert wurde, gib 0 zurück.

3. Hat sich in Schritt 2 eine Änderung eines Wertes α(X) für ein X ∈ Varϕ ergeben,
so führe Schritt 2 erneut aus.

4. Gib 1 zurück.

Wie im Beweis von Lemma 3.5 lässt sich nun zeigen, dass der Algorithmus genau dann 1
zurückgibt, wenn ϕ wahr ist.

Durch eine ähnliche Reduktion wie in Lemma 3.6 lässt sich die ≤log
m -Härte des Problems

CSP
(
Pfin(N), {=,∩}

)
für P zeigen.

Lemma 3.11
CSP

(
Pfin(N), {=,∩}

)
ist ≤log

m -hart für P.

CSP
(

[N], {=,∩}
)

ist ≤log
m -hart für P.

Beweis. Wir zeigen beide Behauptungen parallel. Der folgende Algorithmus berechnet eine
Reduktionsfunktion von MCVE auf die beiden genannten Probleme.
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� Eingabe: Codierung α eines monotonen booleschen Schaltkreises α mit Eingaben
x1, . . . , xn ∈ {0, 1}. Es seien die or-Gatter mit o1, . . . , ok und die and-Gatter mit
a1, . . . , am bezeichnet, wobei o.B.d.A. ok das Ausgabe-Gatter sei.

� Wir bauen sukzessive eine Formel ϕ auf. Dazu sei

ϕ =∃X1 . . . ∃Xn∃O1 . . . ∃Ok∃A1 . . . ∃Am∃H1∃H ′1 . . . ∃Hm∃H ′m
ψ(X1, . . . , Xn, O1, . . . , Ok, A1, . . . , Am, H1, H

′
1 . . . , Hm, H

′
m).

Mit jedem Eingang und jedem or- und and-Gatter korrespondiert also eine Variable,
wobei es zu jedem and-Gatter zusätzlich noch zwei Hilfsvariablen gibt.

� Setze ψ(X1, . . . , Xn, O1, . . . , Ok, A1, . . . , Am, H1, H
′
1 . . . , Hm, H

′
m) auf

n∧
i=1

(
Xi =

{
{1} falls xi = 0

∅ sonst

)
∧

k∧
i=1

χoi ∧
m∧
i=1

χai ∧ (Ok = ∅).

� Ist oi ein or-Gatter und sind A,B die Variablen, die für die Eingänge von oi stehen,
so setze χoi = (Oi = A ∩B).

� Ist ai ein and-Gatter und sind A,B die Variablen, die für die Eingänge von ai stehen,
so setze χai =

(
Ai ∩Hi = A

)
∧
(
Ai ∩H ′i = B

)
.

� Gib f(α) = ϕ zurück.

Wir bezeichnen die vom Algorithmus berechnete Funktion mit f . Es kann f in logarith-
mischem Raum berechnet werden, da stets nur konstant viele Variablen- oder Konstan-
tensymbole zu speichern sind.

Wir zeigen ferner

α ∈ MCVE⇔ f(α) = ϕ ∈ CSP
(
Pfin(N), {=,∩}

)
⇔ f(α) ∈ CSP

(
[N], {=,∩}

)
.

Die rechte Äquivalenz gilt, da in ϕ lediglich Intervalle als Konstanten auftreten und zudem
bei einer erfüllenden Belegung alle Variablen Xi, Ai, Oi mit Teilmengen von [1] belegt
werden müssen und daher im Falle der Existenz einer erfüllenden Belegung diese so gewählt
werden kann, dass alle Variablen mit Teilmengen von [1] belegt sind.

Es bleibt die linke Äquivalenz zu zeigen:

”
⇒“: Wenn α ∈ MCVE gilt, also der Schaltkreis den Wert 1 ausgibt, dann können alle

Variablen Ai, Oi mit ∅ belegt werden, wenn das entsprechende Gatter den Wert 1 liefert,
und andernfalls mit {1}. DieHi, H

′
i können alle mit {1} belegt werden. Dann gilt γ(Ok) = ∅

für die von uns beschriebene Belegung γ. Zudem sieht man leicht, dass für jedes
”
and“-

und für jedes
”
or“-Gatter die zugehörige Bedingung χai bzw. χoi in ϕ erfüllt ist.

Es gilt also ϕ ∈ CSP
(
Pfin(N), {=,∩}

)
.

”
⇐“: Sei nun α /∈ MCVE, der Schaltkreis berechne also im Gatter ok den Wert 0. Per

Induktion über die Tiefe eines Gatters lässt sich für jedes Gatter c mit zugehöriger Variable
C in ϕ und eine beliebige Terminterpretation β

β(C) = ∅ ⇒ c liefert den Wert 1
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zeigen. Weil ok den Wert 0 liefert, gilt für jede Terminterpretation β

β(Ok) 6= ∅.

Also gilt ϕ /∈ CSP
(
Pfin(N), {=,∩}

)
.

Damit gilt folgender Satz:

Satz 3.12
CSP

(
Pfin(N), {=,∩}

)
ist ≤log

m -vollständig für P.

Beweis. Die Aussage folgt aus den Lemmata 3.10 und 3.11.

3.3.2 CSP
(
[N], {=,∩}

)
Wir zeigen für CSP

(
[N], {=,∩}

)
die Zugehörigkeit zu P.

Lemma 3.13
Es gilt CSP

(
[N], {=,∩}

)
∈ P.

Beweis. Gemäß Lemma 2.5 ist es hinreichend, CSP′
(
[N], {=,∩}

)
∈ P zu zeigen. Sei daher

ϕ eine {∩}-Formel, deren Atome die Form A ∩B = C haben.

Wir geben einen iterativen Algorithmus an, der CSP
(

[N], {=,∩}
)

entscheidet. Betrachte

die Abbildung α : Varϕ ∪ Constϕ → [N], die vermöge α(X) = ∅ für X ∈ Varϕ und
α(C) = C für C ∈ Constϕ definiert sei. Der folgende Algorithmus verändert die Werte der
Abbildung:

1. Wende für jedes Atom X ∩ Y = Z die folgenden Regeln an:

(a) Setze zunächst α(Z) = α(Z) ∪ (α(X) ∩ α(Y )) und daraufhin dann α(Z) =
[min

(
α(Z)

)
,max

(
α(Z)

)
].

(b) Setze zuerst α(X) = α(X)∪α(Z) und dann α(X) = [min
(
α(X)

)
,max

(
α(X)

)
]

und analog für Y .

(c) Falls α(C) für eine Konstante C geändert wurde, gib 0 zurück.

2. Hat sich in Schritt 1 eine Änderung eines Wertes α(X) für ein X ∈ Varϕ ergeben,
so führe Schritt 1 erneut aus.

3. Gib 1 zurück.

In jeder Ausführung von Schritt 1 mit Ausnahme der letzten wird der Wert α(X) einer
Variablen X ∈ Varϕ geändert. Induktiv lässt sich zeigen, dass α(X) für jedes X ∈ Varϕ
zu jedem Zeitpunkt der Ausführung des Algorithmus einen Wert [a, b] besitzt, wobei a, b
Intervallgrenzen von Konstanten der Formel ϕ sind oder [a, b] = ∅ gilt:
Der Induktionsanfang ist klar. Es werde nun der Wert α(X) für ein X ∈ Varϕ verändert.
Wir unterscheiden zwei Fälle:

1. Durch Anwendung der Regel 1a auf X = Y ∩ Z für Y, Z ∈ Varϕ ∪ Constϕ wird
α(X) geändert. Nach Induktionsannahme haben α(X), α(Y ), α(Z) vor Anwendung
der Regeln Intervallgrenzen, die auch in Konstanten als Intervallgrenzen auftreten.
Dann gilt dies auch für α(Y )∩α(Z) und damit auch für α(X) nach Anwendung der
Regeln.

26



2. Der Fall Z = X ∩ Y für Y, Z ∈ Varϕ ∪ Constϕ kann analog behandelt werden.

Da es nur linear viele Intervallgrenzen von Konstanten gibt und die Werte α(X) für X ∈
Varϕ monoton wachsen, führt der Algorithmus nur polynomiell oft den Schritt 1 aus. Der
Algorithmus arbeitet somit in Polynomialzeit.

Wir zeigen nun, dass der Algorithmus genau dann 1 zurückgibt, wenn es eine erfüllende
Belegung der Variablen von ϕ gibt.

”
⇒“: Es gebe der Algorithmus 1 zurück. Wir zeigen, dass dann α|Varϕ mit den Werten bei

der Terminierung des Algorithmus eine erfüllende Belegung darstellt. Angenommen, dies
ist nicht so. Dann gibt es ein Atom Z = X ∩ Y mit

α(X) ∩ α(Y ) 6= α(Z).

Wir unterscheiden zwei Fälle.

1. ∃x ∈
(
α(X)∩ α(Y )

)
− α(Z). In dieser Situation hätte der Algorithmus jedoch nicht

mit Rückgabe 1 terminiert, sondern die Regel 1a auf α(Z) angewendet.

2. ∃x ∈ α(Z) −
(
α(X) ∩ α(Y )

)
. Hier hätte der Algorithmus statt zu terminieren die

Regel 1b angewendet.

Folglich ist α eine erfüllende Belegung der Variablen.

”
⇐“: Sei β : Varϕ → [N] eine erfüllende Belegung der Variablen von ϕ. Wir schreiben

weiterhin β(C) für den Wert C einer Konstanten C. Wir zeigen, dass zu jedem Zeitpunkt
der Ausführung des Algorithmus α(X) ⊆ β(X) für alle X ∈ Varϕ∪Constϕ gilt. Zu Beginn
der Ausführung gilt dies offenbar. Für ein beliebiges Atom X ∩ Y = Z schreiben wir
U =def α(X), V =def α(Y ) und W =def α(Z) für die aktuellen Werte und betrachten, was
passiert wenn eine der Regeln angewendet wird. Wir schreiben dabei U ′, V ′,W ′ für die
Werte von α(X), α(Y ), α(Z) nach der Ausführung der jeweiligen Regel.

1. Es werde die Regel 1a angewendet. Es gilt

U ⊆ α(X) V ⊆ α(Y ) W ⊆ α(Z).

Weiter gilt dann

W ′ = W ∪ (U ∩ V ) ⊆ β(Z) ∪
(
β(X) ∩ β(Y )

)
⊆ β(Z).

2. Es werde die Regel 1b angewendet. Wir betrachten lediglich die Regel für X. Es gilt

U ⊆ α(X) W ⊆ α(Z).

Weiter gilt dann wegen β(Z) ⊆ β(X)

U ′ = U ∪W ⊆ β(X) ∪ β(Z) ⊆ β(X).

Insbesondere gilt also für jede Konstante C

α(C) ⊆ β(C)

zu jedem Zeitpunkt der Ausführung des Algorithmus, weswegen nicht 0 zurückgegeben
wird. Da der Algorithmus wie oben begründet nach vielen polynomiell vielen Rechen-
schritten terminiert, gibt er den Wert 1 zurück.

Satz 3.14
CSP

(
[N], {=,∩}

)
ist ≤log

m -vollständig für P.

Beweis. Die Aussage folgt aus Lemma 3.13 und Lemma 3.11.
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3.4 Schnitt und Vereinigung

In diesem Abschnitt wird die ≤log
m -Vollständigkeit der Probleme CSP

(
Pfin(N), {=,∪,∩}

)
und CSP

(
[N], {=,∪,∩}

)
für NP gezeigt.

3.4.1 CSP
(
Pfin(N), {=,∪,∩}

)
Wir zeigen die ≤log

m -Härte für NP durch eine Reduktion von 3SAT.

Lemma 3.15
CSP

(
Pfin(N), {=,∪,∩}

)
ist ≤log

m -hart für NP.

Beweis. Wir zeigen 3SAT ≤log
m CSP

(
Pfin(N), {=,∪,∩}

)
. Weil 3SAT ≤log

m -vollständig für

NP ist, folgt dann die Behauptung. Es sei ψ eine beliebige aussagenlogische Formel in
konjunktiver Normalform mit genau 3 Literalen pro Klausel und Variablen x1, . . . , xn,
also

ψ =

r∧
i=1

(li,1 ∨ li,2 ∨ li,3)

für Literale li,j ∈ {xi,j ,¬xi,j} und xi,j ∈ {x1, . . . , xn}.

Wir konstruieren eine Formel ϕ, sodass

ϕ ∈ CSP
(
Pfin(N), {=,∪,∩}

)
⇔ ψ ∈ 3SAT

gilt. Dabei beschreibt die Menge {0} den Wahrheitswert 0 und die Menge {0, 1} den
Wahrheitswert 1.

ϕ =∃X1∃Y1∃Z1 . . . ∃Xn∃Yn∃Zn ∃L1,1∃L1,2∃L1,3 . . . ∃Ln,1∃Ln,2∃Ln,3
n∧
i=1

(
Xi ∪ Yi = {0, 1} ∧ Zi ∪ {0} = Xi

)
∧∧

i∈{1,...,r},j∈{1,2,3},s∈{1,...,n},li,j=¬xs

(
Li,j ∪Xs = {0, 1} ∧ Li,j ∩Xs = {0}

)
∧

∧
i∈{1,...,r},j∈{1,2,3},s∈{1,...,n},li,j=xs

(
Li,j = Xs

)
∧

∧
i∈{1,...,r}

3⋃
j=1

(
Li,j = {0, 1}

)
Die zweite Zeile der Formel bringt zum Ausdruck, dass für i = 1, . . . , n unter einer erfül-
lenden Variablenbelegung α

α(Xi) ∈ {{0}, {0, 1}}

gelten muss.
Die dritte Zeile fordert, dass die für Literale li,j = ¬xs stehenden Variablen Li,j einen
Wert aus {{0, 1}, {0}} annehmen und genau dann den Wert {0, 1} unter einer erfüllenden
Variablenbelegung erhalten, wenn Xs diesen Wert nicht hat.
In der vierten Zeile wird ausgedrückt, dass jede für ein Literal li,j = xs stehende Variable
Li,j den Wert von Xs erhält und dass für jede Klausel mindestens eine Variable Li,j den
Wert {0, 1} hat.
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Es kann f in logarithmischem Raum berechnet werden, da zu jedem Zeitpunkt der Be-
rechnung lediglich konstant viele Variablen sowie die Anzahl der Variablen und Klauseln
in ψ zu speichern sind.

Für eine Belegung der Variablen xi mit Werten 0 oder 1 definiere eine Belegung der
Variablen Xi wie folgt:
Falls xi = 1, setze Xi = {0, 1}, andernfalls setze Xi = {0}. Dann ist die Belegung der
Variablen xi genau dann erfüllend, wenn die von der beschriebenen Belegung der Variablen
Xi induzierte Termbelegung erfüllend ist.

Damit lässt sich folgender Satz beweisen:

Satz 3.16
CSP

(
Pfin(N), {=,∪,∩}

)
ist ≤log

m -vollständig für NP.

Beweis. Die Aussage folgt aus Lemma 3.4 und Bemerkung 3.2.

3.4.2 CSP
(
[N], {=,∪,∩}

)
Mit Hilfe von Lemma 3.8 lässt sich der folgende Satz zeigen:

Satz 3.17
CSP

(
[N], {=,∪,∩}

)
ist ≤log

m -vollständig für NP.

Beweis. Die Härte folgt aus Lemma 3.8 sowie Lemma 2.3. Aus Bemerkung 3.2 folgt

CSP
(

[N], {=,∪,∩}
)
∈ NP.
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3.5 Mengen-Differenz

Dieser Abschnitt dient der Betrachtung von CSPs, in denen ausschließlich Mengenopera-
tionen, in jedem Fall aber die Differenz zwischen zwei Mengen, zugelassen sind.

Wenn wir CSPs über Pfin(N) betrachten, gestaltet sich die Situation sehr einfach, wie es
die folgende Bemerkung darlegt.

Bemerkung 3.18
Betrachte CSP

(
Pfin(N), {=} ∪ O

)
für O ⊆ {−,∩,∪} mit − ∈ O. Laut Bemerkung 3.2

ist dieses Problem in NP. Nach Lemma 3.15 ist CSP
(
Pfin(N), {=,∪,∩}

)
≤log

m -hart für

NP. Lemma 2.3 liefert die ≤log
m -Härte von CSP

(
Pfin(N), {=,∪,∩,−}

)
. Folglich erhalten

wir mit Lemma 2.6 die ≤log
m -Vollständigkeit von CSP

(
Pfin(N), {=} ∪ O

)
für beliebiges

O ⊆ {−,∩,∪} mit − ∈ O für NP.

Etwas schwieriger gestaltet sich die Situation für CSPs über [N]. Aus Lemma 3.2 erhalten

wir wiederum die Zugehörigkeit zu NP. Aber auch die ≤log
m -Härte für NP von

CSP
(
[N], {=} ∪O

)
, O ⊆ {−,∪,∩} mit − ∈ O,

lässt sich zeigen. Wir gehen dazu ähnlich wie in Lemma 3.8 vor.

Satz 3.19
CSP

(
[N], {=} ∪ O

)
für O ⊆ {−,∩,∪} mit − ∈ O ist ≤log

m -vollständig für NP.

Beweis. Wie schon bemerkt genügt es, die ≤log
m -Härte für NP zu zeigen. Wegen Lemma

2.3 ist es hinreichend, 3SAT ≤log
m CSP

(
[N], {=,−}

)
zu beweisen.

Sei H eine aussagenlogische Formel in konjunktiver Normalform mit genau 3 Variablen
pro Klausel und Variablen x1, . . . , xn, also

H =
m∧
i=1

( 3∨
j=1

li,j
)
,

wobei die li,j Literale sind, d.h. es existiert s : {(i, j) | i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, 2, 3}} mit
li,j ∈ {xs(i,j),¬xs(i,j)}.
Wir beschreiben eine Formel ϕ, die genau dann wahr ist, wenn H erfüllbar ist. Dabei
steht die Menge [0] für den Wahrheitswert 0, die Menge [2] für den Wahrheitswert 1. Wir
fordern daher in unserer Formel, dass die CSP-Variablen Xi, die für die Variablen aus H
stehen, Werte aus {[0], [2]} annehmen, wobei das entsprechende X ′i den jeweils anderen
Wert annimmt (Zeile 2). Ferner verwenden wir in ϕ Variablen Li,j , welche für die einzelnen
Literale stehen.
Zuletzt (Zeile 4) bleibt noch zu fordern, dass für alle i = 1, . . . ,m in der i-ten Klausel ein
Literal Li,j den Wert [2] hat.

∃X1∃X ′1 . . . ∃Xn∃X ′n∃L1,1∃L1,2∃L1,3 . . . ∃Lm,1∃Lm,2∃Lm,3∧
i=1,...,n

((
[0, 2]−X

)
−X ′ = ∅ ∧ X − ([0, 2]− [1]) = ∅ ∧X ′ − ([0, 2]− [1]) = ∅

)
∧

j=1,...,m

3∧
k=1

Lj,k =

{
Xs(j,k) falls lj,k = xs(j,k)

X ′s(j,k) falls lj,k = ¬xs(j,k)∧
j=1,...,m

((
[2]− Li,1

)
− Li,2

)
− Li,3 = ∅.
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3.6 Übersicht und Fazit

Folgende Tabellen liefert eine Übersicht über die in diesem Kapitel gewonnenen Resultate.
Die erste Tabelle behandelt die CSPs über Pfin(N).

CSP
(
Pfin(N), {=} ∪O

)
mit O = ≤log

m -hart für enthalten in

∅ L L, 3.4

{∪} P, 3.6 P, 3.5

{∩} P, 3.11 P, 3.10

{∪,∩} NP, 3.15 NP, 3.2

{−} NP, 3.18 NP, 3.2

{−,∪} NP, 3.18 NP, 3.2

{−,∩} NP, 3.18 NP, 3.2

{−,∪,∩} NP, 3.18 NP, 3.2

Die nachfolgende Tabelle gibt Aufschluss über die CSPs über [N].

CSP
(
Pfin(N), {=} ∪O

)
mit O = ≤log

m -hart für enthalten in

∅ L L, 3.4

{∪} NP, 3.8 NP, 3.2

{∩} P, 3.11 P, 3.13

{∪,∩} NP, 3.17 NP, 3.17

{−} NP, 3.19 NP, 3.2

{−,∪} NP, 3.19 NP, 3.2

{−,∩} NP, 3.19 NP, 3.2

{−,∪,∩} NP, 3.19 NP, 3.2

Für jedes der Probleme ist somit die ≤log
m -Vollständigkeit für eine der Komplexitätsklassen

L,P,NP gezeigt.

Ferner ist ersichtlich, dass wir in beiden Situationen mit Ausname von den CSPs über {∪}
stets die gleichen Resultate erhalten. Die genannte Ausnahme bildet in dieser Arbeit den
einzigen Fall, für den ein CSP über [N] schwerer zu entscheiden ist als das korrespondie-
rende CSP über Pfin(N)9. In Abschnitt 4 werden wir auf einige Beispiele stoßen, in denen
das Gegenteil der Fall ist.

9Diese Aussage gilt freilich nur, sofern P 6= NP gilt.
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4 CSPs mit Arithmetischen Operationen

Bevor wir uns einzelnen konkreten Problemen zuwenden, zeigen wir eine obere Schranke
für alle in dieser Arbeit definierten CSPs:

Satz 4.1
Sei M ∈ {Pfin(N), [N]} und O ⊆ {+,×,∪,∩,−}. Dann gilt

CSP
(

M, {=} ∪O
)
∈ Σ1.

Beweis. Die Menge

{(ϕ, α) | ϕ ∈ CSP
(

M, {=} ∪O
)
, α ist eine erfüllende Variablenbelegung für ϕ}

ist entscheidbar, da jede der endlich vielen Variablen mit einer endlichen Menge belegt
wird und für jedes Atom überprüft werden kann, ob es von α erfüllt wird. Also ist das

Problem CSP
(

M, {=} ∪O
)

als Projektion einer entscheidbaren Menge in Σ1.

4.1 Addition

Dieser Abschnitt dient der Untersuchung zweier Probleme: CSP
(
Pfin(N), {=,+}

)
und

CSP
(

[N], {=,+}
)

. Dabei werden wir für CSP
(
Pfin(N), {=,+}

)
die NP-Härte und die

Zugehörigkeit zu NEXP sowie für CSP
(

[N], {=,+}
)

die NP-Vollständigkeit zeigen.

Wir zeigen zunächst, dass im Falle der Existenz einer erfüllenden Variablenbelegung für
eine konkrete Formel ϕ auch eine erfüllende Belegung existiert, deren Werte einer oberen
Schranke genügen:

Lemma 4.2
Es sei ϕ ∈ CSP′

(
M, {=,+}

)
für M ∈ {Pfin(N), [N]}. Weiterhin sei

x = max{
⋃

C∈Constϕ

C}10

und n = |ϕ|. Dann gibt es eine erfüllende Variablenbelegung α für ϕ mit

∀X ∈ Varϕ : max(α(X)) ≤ x2n.

Beweis. Der folgende nichtdeterministische Algorithmus konstruiert eine totale Funktion
α : Varϕ∪Constϕ → M, wobei α(C) =def C für C ∈ Constϕ sei. Es sei α(X) für X ∈ Varϕ
zunächst nicht definiert.

1. flag = true

2. while flag

(a) flag = false

(b) Für jede Variable X, für die eine Gleichung X = Y + Z existiert, sodass α(Y )
und α(Z) bereits definiert sind, α(X) hingegen noch nicht definiert ist, definiere

α(X) =def α(Y ) + α(Z)

und setze flag = true.

10Es sei dabei max(∅) =def −∞ und −∞ ≤ ζ für ζ ∈ N ∪ {−∞}, sowie ζ · (−∞) = −∞.
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(c) Für jede Variable X mit nicht definiertem α(X), für die Variablen Z1, Z2 mit
X + Z1 = Z2 existieren, wobei α(Z2) definiert und α(Z2) 6= ∅ ist, rate nichtde-
terministisch eine Menge S ∈ M , sodass max{S} ≤ max(α(Z2) gilt, definiere
α(X) =def S und setze flag = true.

3. Für alle Variablen X mit nicht definiertem α(X) definiere α(X) =def ∅.

4. Falls α eine erfüllende Belegung ist, gib α zurück.

Gibt der Algorithmus auf einem Rechenweg eine Belegung zurück, so ist dies offenbar eine
erfüllende Belegung.

Wir zeigen nun, dass der Algorithmus auf mindestens einem Rechenweg eine Belegung
zurückgibt. Es terminiert der Algorithmus auf jedem Rechenweg, da nur dann ein weiterer
Schleifendurchlauf durchgeführt wird, wenn im letzten Durchlauf der Wert einer Variable
definiert wurde. Es gibt also höchstens |Varϕ| Schleifendurchläufe.

Sei β eine erfüllende Termbelegung für ϕ. Wir zeigen induktiv, dass vor jedem Schlei-
fendurchlauf ein Rechenweg existiert, sodass für die auf diesem Rechenweg konstruierte
Belegung α das Folgende gilt:

∀X ∈ Varϕ : α(X) nicht definiert ∨ α(X) = β(X).

Vor dem ersten Schleifendurchlauf gilt die Bedingung offenbar. Angenommen, die Bedin-
gung ist vor einem beliebigen Schleifendurchlauf erfüllt.
Sei X eine Variable, deren Wert α(X) in Schritt 2b definiert wird. Dann gilt nach In-
duktionsvoraussetzung α(Y ) = β(Y ) und α(Z) = β(Z). Da β erfüllend ist, gilt β(X) =
β(Y ) + β(Z) und somit gilt nach Ausführung von Schritt 2b

α(X) = β(X).

Für eine Variable X, deren Wert α(X) in Schritt 2c definiert wird, gilt α(Z2) 6= ∅ und
nach Induktionsvoraussetzung α(Z2) = β(Z2). Da β erfüllend ist und für die Addition
A+B = C mit A,B,C ∈M und C 6= ∅

max(C) ≥ max(A ∪B)

gilt, folgt max(β(X)) ≤ max(β(Z2)). Also gibt es einen Rechenweg mit α(X) = β(X)
nach der Ausführung von Schritt 2c.

Beim Erreichen von Schritt 3 werden alle Atome X + Y = Z, für die α(X), α(Y ) und
α(Z) definiert sind, von α erfüllt.
Sei daher X + Y = Z ein Atom, sodass einer der Werte α(X), α(Y ) und α(Z) noch nicht
definiert ist.
Wäre α(Z) definiert und α(Z) 6= ∅, so wären wegen Schritt 2c auch α(X) und α(Y )
definiert. Falls α(Z) = ∅, so ist durch das Setzen von α(X) = ∅ bzw. α(Y ) = ∅ das
Atom X + Y = Z erfüllt. Sei nun α(Z) noch nicht definiert, dann ist auch o.B.d.A. α(X)
noch nicht definiert (wegen Schritt 2b). Durch das Setzen von α(X) = α(Z) = ∅, gilt
α(X) + α(Y ) = α(Z). Daher ist nach Schritt 3 jede Gleichung aus ϕ erfüllt. α ist folglich
eine erfüllende Belegung.

Für jede Variable X wird genau einmal der Wert α(X) definiert. Es seien die Variablen
mit X1, . . . , X|Varϕ| so bezeichnet, dass für i < j der Wert α(Xi) vor α(Xj) definiert wird.
Direkt aus dem Algorithmus folgt

max(α(Xi+1)) ≤ 2 ·max
(⋃
j≤i

α(Xj)
)
.
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Daher lässt sich durch eine einfache Induktion

∀i : max(α(Xi)) ≤ x2i

zeigen. Aus |Varϕ| ≤ n folgt die Behauptung.

Mit diesem Resultat ist es hinreichend, alle Variablenbelegungen mit Werten ≤ x·2n zu ra-
ten, zu testen, ob die jeweilige Belegung erfüllend ist und dann einen entsprechenden Wert
zurückzugeben. Dies zeigt die Entscheidbarkeit der genannten Probleme. Eine Aussage
hinsichtlich der Komplexität liefert der folgende Satz.

Satz 4.3
Es gilt

1. CSP
(
Pfin(N), {=,+}

)
∈ NEXP

2. CSP
(

[N], {=,+}
)
∈ NP.

Beweis. Gemäß Lemma 2.5 genügt es, die beiden Aussagen für CSP′
(
Pfin(N), {=,+}

)
bzw. CSP′

(
[N], {=,+}

)
zu zeigen.

1.: Gemäß Lemma 4.2 entscheidet der folgende Algorithmus CSP
(
Pfin(N), {=,+}

)
.

� Eingabe: ϕ

� Bestimme n = |ϕ| und die größte Zahl x, die in einer von einem Konstantensymbol
codierten Menge auftritt.

� Rate α(X) ⊆ {k ∈ N | k ≤ x · 2n} für alle X ∈ Varϕ.

� Prüfe, ob α erfüllend ist und gib entsprechend 0 oder 1 zurück.

Die Mengen α(X) enthalten höchstens x · 2n Zahlen linearer Länge. Das Raten solcher
Mengen, sowie das Überprüfen, ob eine gegebene Variablenbelegung erfüllend ist, ist damit
offenbar in einer Laufzeit von 2p(n) für ein geeignetes Polynom p möglich.

2. Es kann nahezu der gleiche Algorithmus verwendet werden:

� Eingabe: ϕ

� Bestimme n = |ϕ| und die größte Zahl x, die in einer von einem Konstantensymbol
codierten Menge auftritt.

� Rate α(X) = [k1, k2] mit k1, k2 ≤ x · 2n für alle X ∈ Varϕ.

� Prüfe, ob α erfüllend ist und gib entsprechend 0 oder 1 zurück.

Hier sind lediglich 2|Varϕ| Zahlen ≤ x · 2n, d.h. mit linearer Länge, zu raten, was in
nichtdeterministischer Polynomialzeit möglich ist. Für ein gegebenes Atom kann wegen der
Längenbeschränkung der Intervallgrenzen leicht in linearer Laufzeit entschieden werden, ob
es erfüllt ist. Also arbeitet der Algorithmus in nichtdeterministischer Polynomialzeit.
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Bemerkung 4.4
Der zweite Teil von Satz 4.3 lässt sich auch einfacher zeigen. Statt zu zeigen, dass es eine
obere Schranke S gibt, für welche es hinreichend ist, die Intervallgrenzen aus der Menge

[0, S] auszuwählen, könnte man auch eine Reduktion von CSP
(

[N], {=,+}
)

auf das NP-

Problem ILP durchführen.

Ein derartiger Beweis für eine noch stärkere Aussage, nämlich CSP
(

[N], {=,+,∩}
)
∈ NP,

findet sich im Beweis des Satzes 4.22.

Das Resultat CSP
(

[N], {=,+}
)
∈ NP lässt sich jedoch sehr leicht aus Lemma 4.2 , welches

für den Beweis des ersten Teils von Satz 4.3 ohnehin benötigt wird, ableiten. Aus diesem

Grunde lag es nahe, CSP
(

[N], {=,+,∩}
)
∈ NP auch auf die geschilderte Weise zu zeigen.

Nun sind für beide Probleme untere Schranken zu finden. Es lässt sich jeweils die ≤log
m -

Härte für NP mittels einer Reduktion von einer Variante von SOS zeigen.
Die von dieser Reduktion konstruierten Formeln sind dabei so geartet, dass allen auftre-
tenden Variablen unter einer erfüllenden Belegung ausschließlich einelementige Mengen

zugewiesen werden. Es ist also im Fall von CSP
(
Pfin(N), {=,+}

)
nicht nötig, die gege-

benen Möglichkeiten auszuschöpfen. Es liegt daher die Vermutung nahe, dass die untere
Schranke nicht scharf ist.

Für CSP
(

[N], {=,+}
)

liefert das genannte Resultat hingegen die NP-Vollständigkeit.

Dies stellt ein Indiz dafür dar, dass an dieser Stelle die CSPs über endlichen Teilmengen
der natürlichen Zahlen schwerer als die entsprechenden CSPs über endlichen Intervallen
sind. In Abschnitt 3.2 hatten wir die umgekehrte Situation beobachtet.

Wir definieren nun die folgende Variante von SOS.

Definition 4.5
Es sei

MSOS = {〈x1, . . . , xn, b〉} | ∃a1, . . . , an ∈ N :
∑
i∈I

aixi = b}.

Lemma 4.6 ([BGSW05])

MSOS ist ≤log
m -vollständig für NP.

Dies ermöglicht uns, den folgenden Satz zu beweisen.

Satz 4.7
CSP

(
Pfin(N), {=,+}

)
und CSP

(
[N], {=,+}

)
sind ≤log

m -hart für NP.

Beweis. Sei M ∈ {Pfin(N), [N]}. Wir geben eine ≤log
m -Reduktion von MSOS auf das Pro-

blem CSP
(

M, {=,+}
)

an.

Es sei eine Menge X = {x1, . . . , xn} ⊆ N und ein b ∈ N gegeben.
Wir konstruieren einen Satz ϕ, der genau dann wahr ist, wenn 〈x1, . . . , xn, b〉 ∈ MSOS
gilt.

Dazu nehmen wir an, dass die xi und b in der MSOS-Instanz in Binärdarstellung codiert
sind11. Bei der Konstruktion des Satzes ϕ werden wir ebenfalls alle auftretenden Zahlen
binär darstellen.

11Andere typische Codierungen wie etwa die dyadische Codierung lassen sich in logarithmischem Raum
in die Binärdarstellung umrechnen.
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Das Prinzip unserer Konstruktion sieht so aus, dass die Werte ai mit einem Existenzquan-
tor in dem Satz ϕ

”
geraten“ werden und mittels der

”
Shift-And-Add“-Technik daraufhin

die Werte aixi berechnet werden, wobei wir direkt auf die Bits der Zahl xi zugreifen
können.
Zunächst beschreiben wir einen Satz, der bewirkt, dass eine Variable unter einer gültigen
Termbelegung den Wert {aixi} annimmt, wobei ai geraten wird. Sei dazu bi,mibi,mi−1 . . . bi,0
die Binärdarstellung von xi.
Dann gilt

aixi =

mi∑
j=0

aibi,j2
j = 2 ·

(
. . .
(

2
(
2aibi,mi + aibi,mi−1

)
+ aibi,mi−2

)
. . .

)
+ aibi,0. (∗)

Betrachte folgenden Satz:

ψi =∃Ai∃Ri,0∃Ri,1 . . . ∃Ri,mi

(
Ri,mi =

{
{0} bi,mi = 0

Ai sonst

)
∧

∧
mi−1≥j≥0

(
Ri,j = (Ri,j+1 +Ri,j+1) +

{
{0} bi,j = 0

Ai sonst

)
.

Für jede erfüllende Termbelegung α, die jeder Variablen eine einelementige Menge zuweist,
gilt gemäß (∗)

α(Ri,0) = {aixi},

sofern ai das eindeutige Element in α(Ai) ist.

Es sei ϕ die Formel, die aus
n∧
i=1

ψi ∧
( n∑
i=1

Ri,0 = {b}
)

entsteht, wenn alle Existenzquantoren an den Anfang der Formel geschrieben werden.

Jede den Satz ϕ erfüllende Termbelegung α belegt jede Variable mit einer einelementigen
Menge: Andernfalls würde α auch mindestens einRi,0 mit einer nicht einelementigen Menge
belegen, wodurch das Atom

∑n
i=1Ri,0 = {b} nicht erfüllt sein könnte. Damit gilt dann für

M ∈ {[N],Pfin(N)}

ϕ ∈ CSP
(
M, {=,+}

)
⇔ 〈x1, . . . , xn,b〉 ∈MSOS.

Ferner kann die skizzierte Funktion in logarithmischem Raum berechnet werden, weil zu
jedem Zeitpunkt der Berechnung lediglich ein Wert aus {x1, . . . , xn, b} sowie eine konstante
Anzahl der Variablen von ϕ gespeichert werden müssen.
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4.2 Multiplikation

Für die Multiplikation erhalten wir für die CSPs über endlichen Teilmengen der natürlichen
Zahlen analoge Resultate wie für die Addition. Die Beweise gestalten sich jedoch etwas
komplizierter. Das hat im Wesentlichen seine Ursache darin, dass die Multiplikation von
nichtleeren Mengen wegen der Menge {0} nicht monoton ist und es hierzu kein additives
Pendant gibt.

Für CSP
(

[N], {=,×}
)

ist die Situation eine gänzlich andere als für CSP
(

[N], {=,+}
)

,

da die Menge der endlichen Intervalle nicht abgeschlossen bezüglich × ist. In der Folge

erhalten wir neben der NP-Härte von CSP
(

[N], {=,×}
)

lediglich die Zugehörigkeit zu Σp
3 .

4.2.1 Obere Schranken

Wir beginnen mit dem Beweisen der oberen Schranken.

CSP
(
[N], {=,×}

)
Zunächst betrachten wir die Multiplikation von Intervallen. Wir zeigen einige Eigenschaf-

ten, die das Entscheiden, ob eine CSP
(

[N], {=,×}
)

-Instanz wahr ist, wesentlich einfacher

machen.

Lemma 4.8
Es seien endliche Intervalle A1, . . . , Am, B1, . . . , Bn mit

∏m
i=1Ai =

∏n
i=1Bi 6= ∅ gegeben.

Dann gilt ∏
1≤i≤m,|Ai|=1

Ai =
∏

1≤i≤n,|Bi|=1

Bi.

Falls
∏m
i=1Ai 6= {0}, so gilt auch∏

1≤i≤m,|Ai|6=1

Ai =
∏

1≤i≤n,|Bi|6=1

Bi.

Beweis. Wir definieren {α} =def
∏

1≤i≤m,|Ai|=1Ai und {β} =def
∏

1≤i≤n,|Bi|=1Bi. Es ist
keines der Intervalle Ai, Bi leer. Daher gilt

{α} ×
∏

1≤i≤m,|Ai|≥2

Ai = {β} ×
∏

1≤i≤n,|Bi|≥2

Bi.

Angenommen, es gilt α 6= β. Wir nehmen o.B.d.A. α > β an. Dann ist für alle x ∈
∏m
i=1Ai

die Zahl α ein Teiler von x und folglich ist α auch für jede Zahl y ∈
∏n
i=1Bi ein Teiler

von y. Wegen α > β gibt es eine Primzahlpotenz pe, sodass pe | α und pe - β gilt.
In jedem Intervall Bi mit |Bi| ≥ 2 gibt es eine zu p teilerfremde Zahl bi: Falls der größte
gemeinsame Teiler von min(Bi) und p größer als 1 ist, so ist min(Bi) = rp für r ∈ N. Es
gilt dann gcd(r · p+ 1, p) = 1.

Es gilt b = β ·
∏

1≤i≤n,|Bi|≥2 bi ∈
∏n
i=1Bi und pe - b. Folglich gilt auch α - b, ein Wider-

spruch.

Die zweite Behauptung folgt aus der ersten.
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Lemma 4.9
Seien A1, . . . , Am, B1, . . . , Bn Intervalle mit jeweils mindestens zwei Elementen und

max(A1) ≤ max(A2) ≤ · · · ≤ max(Am) sowie max(B1) ≤ max(B2) ≤ · · · ≤ max(Bn).

Es gelte ferner
∏m
i=1Ai =

∏n
i=1Bi. Dann gilt max(Am) = max(Bn).

Beweis. Es sei L =def
∏m
i=1Ai und R =def

∏n
i=1Bi. Ferner seien die jeweils größten

Elemente in Ai bzw. Bi mit ai bzw. bi bezeichnet.
Wegen L = R gilt, dass das zweitgrößte Element in L gleich dem zweitgrößten Element in
R ist, also

max(L− {max(L)}) = max(R− {max(R)}). (∗)

Wir zeigen

max(L− {max(L)}) =
(m−1∏
i=1

ai

)
· (am − 1) = max(L)−

m−1∏
i=1

ai :

Sei x ∈ L − {max(L)} beliebig. Seien für i = 1, . . . ,m Zahlen xi ∈ Ai gegeben, sodass
x =

∏m
i=1 xi gilt. Wegen x 6= max(L) gibt es ein j, sodass xj < aj ist. Dann gilt

x ≤
( ∏

1≤i≤m,i 6=j
ai

)
· (aj − 1) = max(L)−

∏
1≤i≤m,i 6=j

ai ≤ max(L)−
m−1∏
i=1

ai.

Analog sieht man max(R− {max(R)}) = max(R)−
∏n−1
i=1 bi.

Aus (∗) und max(L) = max(R) ergibt sich

m−1∏
i=1

ai =
n−1∏
i=1

bi.

Daraus folgt

am =
max(L)∏m−1
i=1 ai

=
max(R)∏n−1
i=1 bi

= bn.

Wenn also ein Produkt M = C1 × · · · × Ck von Intervallen gegeben ist und Variablen
X1, . . . , Xn für n ∈ N so mit endlichen Intervallen belegt werden sollen, dass

∏n
i=1Xi = M

gilt, dann muss für jedes Xi und alle x ∈ Xi die Bedingung x ≤ max(
⋃k
i=1Ci) gelten.

Mit Hilfe dieser Eigenschaft können wir beweisen, dass es einen nichtdeterministischen
Polynomialzeitalgorithmus gibt, der genau dann auf mindestens einem Rechenweg eine

erfüllende Belegung für eine Formel ϕ findet, wenn ϕ ∈ CSP
(

[N], {=,×}
)

ist. Der umseitig

formulierte Satz präzisiert diese Behauptung.
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Satz 4.10
Es gibt einen nichtdeterministischen Polynomialzeitalgorithmus A mit folgenden Eigen-
schaften:

� A erhält als Eingabe eine {×}-Formel ϕ, deren Konstanten endliche Intervalle sind.

� Auf jedem Rechenweg stoppt A entweder ohne Rückgabewert oder gibt ein Paar (ψ, α)
zurück. Dabei ist ψ eine {×}-Formel, deren Konstanten endliche Intervalle sind, und
es gilt

ψ ∈ CSP
(

[N], {=,×}
)
⇒ ϕ ∈ CSP

(
[N], {=,×}

)
.

α ist eine Variablenbelegung für ψ.

� Falls ϕ ∈ CSP
(

[N], {=,×}
)

, so gibt A auf mindestens einem Rechenweg eine erfül-

lende Variablenbelegung für ψ zurück.

� Sei x die größte in einer Konstanten von ϕ auftretende Zahl. Für jedes zurückgege-
bene Paar (ψ, α) und für jede Variable X ∈ ψ gilt max(α(X)) ≤ x.

Beweis. Wir beschreiben den Algorithmus A. Dieser konstruiert eine Variablenbelegung
α, für die zu Beginn α(C) = C für C ∈ Constϕ gelte, wie folgt:

1. Rate nichtdeterministisch eine Menge K ′ ⊆ Varϕ und setze α(X) = ∅ für alle Ele-
mente X von K ′. Setze K = K ′ ∪ {C ∈ Constϕ | C = ∅}12.

2. Führe für jedes Atom a = (A1 × · · · × Am = B1 × · · · × Bn) die folgenden Schritte
aus.

(a) Falls
K ∩ {A1, . . . , Am} 6= ∅ ∧K ∩ {B1, . . . , Bn} 6= ∅,

so lösche a aus ϕ.

(b) Falls
K ∩ {A1, . . . , Am} 6= ∅ ∧K ∩ {B1, . . . , Bn} = ∅

oder falls
K ∩ {A1, . . . , Am} = ∅ ∧K ∩ {B1, . . . , Bn} 6= ∅,

so stoppe ohne Rückgabewert.

3. Rate nichtdeterministisch eine Menge L′ ⊆ Varϕ
13 und setze α(X) = {0} für alle

X ∈ L′. Definiere dann L = L′ ∪ {C ∈ Constϕ | C = {0}}.

4. Führe für jedes Atom a = (A1 × · · · × Am = B1 × · · · × Bn) die folgenden Schritte
aus.

(a) Falls
L ∩ {A1, . . . , Am} 6= ∅ ∧ L ∩ {B1, . . . , Bn} 6= ∅,

so lösche a aus ϕ.

12Offenbar ist die Menge {C ∈ Constϕ | C = ∅} eine Teilmenge von {∅}. Wir verwenden die ausführlichere
Schreibweise, um zu verdeutlichen, dass K alle Variablen und Konstanten enthält, die von α auf die leere
Menge abgebildet werden.

13 Man beachte hier, dass jedes Atom mit einer Variable aus K gelöscht wurde und somit Varϕ keine
Elemente aus K mehr enthält.
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(b) Falls
L ∩ {A1, . . . , Am} 6= ∅ ∧ L ∩ {B1, . . . , Bn} = ∅

oder falls
L ∩ {A1, . . . , Am} = ∅ ∧ L ∩ {B1, . . . , Bn} 6= ∅,

so stoppe ohne Rückgabewert.

5. Rate nichtdeterministisch eine Menge M ′ ⊆ Varϕ.14

Setze M = M ′ ∪ {C ∈ Constϕ | |C| = 1}.
Ersetze jedes Atom a = (A1 × · · · ×Am = B1 × · · · ×Bn) durch( ∏

1≤i≤m,Ai /∈M

Ai =
∏

1≤i≤n,Bi /∈M

Bi

)
∧
( ∏

1≤i≤m,Ai∈M
Ai =

∏
1≤i≤n,Bi∈M

Bi

)
.

Rate für jede Konstante C ∈M die Primfaktorzerlegung (falls
”
falsch“ geraten wur-

de, stoppe ohne Rückgabewert). Seien p1, . . . , pk die Primzahlen, die c für eine Kon-
stante {c} ∈ M teilen. Speichere für jede Konstante {c} ∈ M lediglich den Vektor
(e1, . . . , ek) mit c =

∏k
i=1 p

ei
i . Wir werden auch die Werte α(X) für Variablen X ∈M

auf diese Weise speichern.

6. Führe die folgenden Schritte aus.

(a) Für jedes Atom a = (A1×· · ·×Am = B1×· · ·×Bn), für welches alle auftretenden
Variablen in M sind, wende die folgenden Regeln an.

i. Falls α(Ai) für jedes i definiert ist, so gibt es einen Vektor (e1, . . . , ek),
sodass

∏k
i=1 p

ei
i die eindeutige Zahl in

∏m
i=1 α(Ai) ist. Der Vektor wird da-

bei als komponentenweise Summe der Vektoren für die α(Ai) errechnet.
Verfahre für jedes Bi mit nicht definiertem α(Bi) wie folgt: Rate nicht-
deterministisch einen Vektor (e′1, . . . , e

′
k) mit e′j ≤ ej . Speichere α(Bi) als

(e′1, . . . , e
′
k).

ii. Gehe analog vor, falls α(Bi) für jedes i definiert ist.

(b) Für jedes Atom a = (A1× · · · ×Am = B1× · · · ×Bn), für das alle auftretenden
Variablen nicht in M sind, wende die folgenden Regeln an.

i. Falls alle α(Ai) = [ai, a
′
i] definiert sind, so rate nichtdeterministisch für

jedes Bi mit noch nicht definiertem α(Bi) zwei Zahlen s1 < s2 mit

s2 ≤ max({a′1, . . . , a′m})

und definiere α(Bi) =def [s1, s2].

ii. Gehe, falls alle α(Bi) definiert sind, analog vor.

(c) Falls in den Schritten 6a und 6b für eine Variable X der Wert α(X) definiert
wurde, so führe den Schritt 6 erneut aus.

7. Für jede noch nicht definierte Variable X setze α(X) =def ∅.15

14Die Variablen aus M werden mit einelementigen Mengen belegt. Zudem gilt der analoge Hinweis wie
in der letzten Fußnote.

15Dieser Schritt ist nicht nötig, da es einen Rechenweg gibt, auf dem die entsprechenden Variablen bereits
in Schritt 1 auf die leere Menge gesetzt und anschließend entfernt wurden.
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8. Prüfe für jedes Atom a = (A1× · · ·×Am = B1× · · ·×Bn), für das alle auftretenden
Variablen in M sind, ob es erfüllt ist. Dabei ist lediglich die jeweilige Summe der
Vektoren von Exponenten zu bilden.

Falls a nicht erfüllt ist, stoppe ohne Rückgabewert. Andernfalls streiche a aus ϕ.
Bezeichne die so erzeugte Formel mit ψ.

9. Gib (ψ, α|varψ) zurück.

Der Beweis ist vollständig, wenn die folgenden vier Aussagen gezeigt sind:

1. Falls auf einem Rechenweg eine Formel ψ zurückgegeben wurde, so ist diese nicht in

CSP
(

[N], {=,×}
)

, wenn ϕ /∈ CSP
(

[N], {=,×}
)

ist.

2. Falls ϕ ∈ CSP
(

[N], {=,×}
)

, so gibt A auf mindestens einem Rechenweg ein Paar

(ψ, α) zurück, sodass α eine erfüllende Variablenbelegung für ψ ist.

3. A arbeitet in nichtdeterministischer Polynomialzeit.

4. Für jedes zurückgegebene Paar (ψ, α) und jede VariableX aus ψ gilt max(α(X)) ≤ x.

1.) Offenbar gilt: Wenn die Eingabeformel nicht in CSP
(

[N], {=,×}
)

ist, so ist auch die

nach Ausführung von Schritt 4 berechnete Formel nicht in CSP
(

[N], {=,×}
)

.

Für Intervalle A1, . . . , Am, B1, . . . , Bn gilt:

∏
1≤i≤m,|Ai|=1

Ai =
∏

1≤i≤n,|Bi|=1

Bi ∧
∏

1≤i≤m,|Ai|6=1

Ai =
∏

1≤i≤n,|Bi|6=1

Bi ⇒
m∏
i=1

Ai =
n∏
i=1

Bi.

Hat also die Formel nach den Umformungen in Schritt 5 eine erfüllende Belegung, dann
auch davor.

Da in Schritt 8 überprüft wird, ob alle Atome mit Variablen und Konstanten aus M von
der konstruierten Belegung erfüllt werden und die Variablen und Konstanten aus M nicht
in den verbleibenden Atomen auftreten, folgt die Behauptung.

2.) Sei ϕ ∈ CSP
(

[N], {=,×}
)

und β eine erfüllende Variablenbelegung für ϕ. Dann gibt

es einen Rechenweg, auf dem A die Mengen K,L,M so rät, dass für alle Variablen X der
Eingabeformel

X ∈ K ⇔ β(X) = ∅
X ∈ L⇔ β(X) = {0}
X ∈M ⇔ β(X) ∈ {N} − {{0}}

gilt. Auf diesem Rechenweg terminiert A bis einschließlich Schritt 5 nicht und die nach
Ausführung von Schritt 4 vorliegende Formel wird von β erfüllt.

Weil für die verbleibenden Variablen X die Menge β(X) nicht leer und ungleich {0} ist,
erfüllt β wegen Lemma 4.8 auch die Formel, die A nach Ausführung von Schritt 5 erzeugt
hat.
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Offenbar gibt es einen Rechenweg, auf dem für jede in Schritt 6a definierte Variable X

α(X) = β(X)

gilt.
Wegen Lemma 4.9 gilt dies auch für jede in Schritt 6b definierte Variable.

Deshalb gilt bei Erreichen von Schritt 7, dass jedes Atom, in dem für alle Variablen X ein
Wert α(X) definiert ist, von α erfüllt wird.
Für alle anderen Atome a = (A1×· · ·×Am = B1×· · ·×Bn) gibt es mindestens eine Variable
Ai und mindestens eine Variable Bj , sodass α(Ai) und α(Bj) noch nicht definiert sind.
Andernfalls hätten wegen 6a und 6b alle Variablen in a einen definierten Funktionswert
unter α.
Durch das Setzen von α(Ai) = ∅ und α(Bj) = ∅ erfüllt α das Atom a. Folglich erfüllt α
die gesamte Formel und insbesondere auch die zurückgegebene Formel ψ.

3.) Die Schritte 6a und 6b werden offenbar höchstens |Varϕ| mal ausgeführt, wobei ϕ an
dieser Stelle die Eingabeformel bezeichne. Die einzigen Schritte im Algorithmus, für wel-
che es nicht offensichtlich ist, dass sie in nichtdeterministischer Polynomialzeit ausgeführt
werden können, sind somit die Schritte 6a und 8.
Sei e der größte Exponent, der in der Primfaktorzerlegung einer Zahl c für eine Konstante
C = {c} auftaucht. Seien die Variablen X1, . . . , Xr die Variablen aus M , sodass α(Xi) vor
α(Xj) für i < j definiert wird. Sei ferner xi das eindeutige Element in α(Xi).

Induktiv kann gezeigt werden, dass der größte Exponent in der Primfaktorzerlegung von
xi nicht größer als e · 2i ist.
Insbesondere können also die Mengen α(X) in polynomiellem Raum gespeichert werden.
Offenbar kann daher auch im Schritt 8 in polynomieller Zeit überprüft werden, ob ein
Atom von α erfüllt wird.

4.) Diese Bedingung gilt wegen Schritt 6b und weil die Atome mit Variablen aus M
gelöscht wurden.

Um zu entscheiden, ob ϕ ∈ CSP
(

[N], {=,×}
)

gilt, ist also nur noch für ein von A zurück-

gegebenes Paar (ψ, α) zu überprüfen, ob α eine erfüllende Belegung für ψ ist.
Wir definieren dazu das folgende Problem.

Definition 4.11
Sei IntervalEquality die Menge

{([a1, a
′
1], . . . , [am, a

′
m], [b1, b

′
1], . . . , [bn, b

′
n]) | ∀i, j ai < a′i, bi < b′i ∧

m∏
i=1

[ai, a
′
i] =

n∏
i=1

[bi, b
′
i]}.

Lemma 4.12
Es gilt IntervalEquality ∈ Πp

2.

Beweis. SeienA1, . . . , Am, B1, . . . , Bn nichtleere Intervalle mit |Ai|, |Bj | ≥ 2 für i = 1, . . . ,m
und j = 1, . . . , n.
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Es gilt

m∏
i=1

Ai =
n∏
i=1

Bi ⇔∀x1 ∈ A1 . . . ∀xm ∈ Am∀y1 ∈ B1 . . . ∀yn ∈ Bn

∃x′1 ∈ B1 . . . ∃x′n ∈ Bn∃y′1 ∈ A1 . . . ∃y′m ∈ Am
m∏
i=1

xi =

n∏
i=1

x′i ∧
n∏
i=1

yi =

m∏
i=1

y′i.

Da die xi, yi, x
′
i, y
′
i polynomielle Länge haben, gilt A ∈ ∀p∃pP = Πp

2 .

Damit lässt sich für CSP
(

[N], {=,×}
)

die folgende obere Schranke zeigen.

Satz 4.13
CSP

(
[N], {=,×}

)
∈ Σp

3.

Beweis. Gemäß Satz 4.10 und Lemma 4.12 kann CSP
(

[N], {=,×}
)

von einem NP-Algo-

rithmus mit Πp
2-Orakel entschieden werden. Es folgt die Behauptung.

Bemerkung 4.14
Unser Entscheidungsalgorithmus für IntervalEquality überprüft die Gleichheit der bei-
den Produkte von Intervallen, indem er alle Elemente der beiden Produkte betrachtet. Mög-
licherweise geht dies effizienter. Es wurde bereits in Lemma 4.9 gezeigt, dass für eine Glei-
chung von Produkten von Intervallen die maximale obere Intervallgrenze bei beiden Pro-
dukten übereinstimmt. Vielleicht lässt sich sogar ein allgemeineres Resultat zeigen, sodass
ein Algorithmus lediglich die Intervallgrenzen der einzelnen Intervalle betrachten muss, um
IntervalEquality zu entscheiden. Ein solcher Algorithmus könnte in nichtdeterminis-
tischer Polynomialzeit arbeiten.

CSP
(
Pfin(N), {=,×}

)
Wir verwenden eine abkürzende Schreibweise für die Menge der Primteiler von in einer
Formel auftretenden Zahlen:

Definition 4.15
Es sei ϕ eine {×}-Formel. Wir de�nieren

Pϕ = {p | p prim und p | c für ein 0 6= c ∈ C, C ∈ Constϕ}.

Unmittelbar aus der Definition ergibt sich die Aussage:

Lemma 4.16
Es sei ϕ eine {×}-Formel und n =def |ϕ|. Dann gilt |Pϕ| ∈ O(n2).16

Beweis. Es enthält Pϕ die Primfaktoren von in Konstanten von ϕ auftretenden Zahlen.
Die Anzahl dieser Zahlen ist offenbar nicht größer als n und jede dieser Zahlen α hat
höchstens die Länge n und ist damit ∈ O(2n). Somit hat α höchstens n Primteiler und es
gilt |Pϕ| ∈ O(n2).

16Offenbar kann man hier auch eine bessere obere Schranke beweisen, nämlich O(n). Die im Folgenden
erwähnte Schranke ist jedoch für unsere Zwecke hinreichend.
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Das folgende Lemma schränkt den Raum, in dem wir nach einer erfüllenden Belegung zu
suchen haben, stark ein.
So brauchen wir lediglich Variablenbelegungen zu betrachten, in deren Wertebereich aus-
schließlich Mengen von Zahlen sind, deren Primteiler auch Primteiler eines Elements einer
Konstanten sind.

Lemma 4.17
Es sei ϕ ∈ CSP′

(
Pfin(N), {=,×}

)
und α eine erfüllende Variablenbelegung für ϕ. Dann

ist auch β mit β(X) = ∅, falls α(X) = ∅ und

β(X) =
{
y | ∃x ∈ α(X) : y =

x∏
p∈P−Pϕ, pe|x, pe+1-x p

e

}
= {y | ∃x ∈ α(X) : y entsteht aus x durch Streichen aller Primfaktoren p /∈ Pϕ},

falls α(X) 6= ∅ gilt, eine erfüllende Variablenbelegung.

Beweis. Sei A×B = C ein beliebiges Atom aus ϕ. Dann gilt α(A)× α(B) = α(C). Falls
∅ ∈ {α(A), α(B), α(C)}, so erfüllt offenbar auch β das Atom. Andernfalls folgt

β(C) =
{
y | ∃x ∈ α(C) : y =

x∏
p∈P−Pϕ, pe|x, pe+1-x p

e

}
=
{
y | ∃x ∈ α(A)× α(B) : y =

x∏
p∈P−Pϕ, pe|x, pe+1-x p

e

}
=
{
y | ∃x ∈ α(A) y =

x∏
p∈P−Pϕ, pe|x, pe+1-x p

e

}
×{

y | ∃x ∈ α(B) : y =
x∏

p∈P−Pϕ, pe|x, pe+1-x p
e

}
= β(A)× β(B).

Wir können unseren Suchraum noch weiter einschränken.

Lemma 4.18
Sei ϕ ∈ CSP′

(
Pfin(N), {=,×}

)
mit n =def |ϕ|. Definiere

ζ = max({e | pe | c für p ∈ Pϕ und c ∈ C für ein C ∈ Constϕ }).

Dann existiert eine erfüllende Variablenbelegung α für ϕ mit

∀X ∈ Varϕ ∪ Constϕ : α(X) ⊆
{ ∏

pi∈Pϕ

pei
i | ∀i : ei ≤ ζ · 2n

}
∪ {0}.

Beweis. Wir geben einen nichtdeterministischen Algorithmus an, der eine erfüllende Va-
riablenbelegung zurückgibt, die den oben formulierten Anforderungen genügt. Der Algo-
rithmus konstruiert dazu sukzessive eine totale Abbildung α : Varϕ ∪ Constϕ → Pfin(N),
aus der wir am Ende die genannte Variablenbelegung erhalten.
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1. Setze α(C) = C für alle Konstanten C.

2. Rate nichtdeterministisch eine Teilmenge K ′ von Varϕ und setze α(X) = ∅ für alle
X ∈ K ′. Setze K = K ′ ∪ {C ∈ Constϕ | C = ∅}17.

3. Lösche aus ϕ jedes Atom A×B = C mit A,C ∈ K oder B,C ∈ K.

Falls für ein Atom A×B = C

(C ∈ K ∧ A,B /∈ K) ∨ ({A,B} ∩K 6= ∅ ∧ C /∈ K)

gilt, so stoppe die Berechnung ohne Rückgabewert.

4. Rate nichtdeterministisch eine Teilmenge L′ von Varϕ−K und setze α(X) = {0} für
alle X ∈ L′. Setze L = L′ ∪ {C ∈ Constϕ | C = {0}}17.

5. Lösche aus ϕ jedes Atom A×B = C mit A,C ∈ L oder B,C ∈ L.

Falls für ein Atom A×B = C gilt: (C ∈ L∧A,B /∈ L) oder ({A,B}∩L 6= ∅ ∧C /∈ L),
so stoppe die Berechnung ohne Rückgabewert.

6. Führe folgende Schritte aus:

(a) Für jedes Atom A × B = C, für das α(C) definiert18 und α(A) nicht definiert
ist, rate nichtdeterministisch eine Teilmenge S 6= ∅ und S 6= {0} von{ ∏

pi∈Pϕ

peii | ∃x ∈ α(C)− {0}∀i : peii | x
}
∪ {0}

und setze α(A) = S. Verfahre für B analog.

(b) Für jedes Atom A × B = C, für das α(A) und α(B) definiert und α(C) nicht
definiert ist, setze α(C) = α(A)× α(B).

(c) Falls in 6a oder 6b ein Wert α(X) für eine Variable X definiert wurde, führe
Schritt 6 erneut aus.

7. Für alle X ∈ Varϕ, für die α(X) noch nicht definiert ist, setze α(X) = ∅19.

8. Setze α =def α|Varϕ . Falls α total und erfüllend ist, gib α zurück. Stoppe andernfalls
ohne Rückgabewert.

Wir zeigen, dass der Algorithmus auf mindestens einem Rechenweg eine erfüllende Bele-
gung zurückgibt:

Sei β eine erfüllende Variablenbelegung für ϕ, sodass für jede Variable X die Menge β(X)
nur Zahlen enthält, deren Primteiler in Pϕ sind. Eine solche Belegung existiert nach Lemma

17 Für den weiteren Beweis wäre es auch in Ordnung, K = K′∪{∅} bzw. L = L′∪{{0}} zu setzen. Falls
∅ /∈ Constϕ würden sich so die beiden Definition zwar unterscheiden, für den weiteren Beweis wäre dies
jedoch nicht von Relevanz. Dennoch schreiben wir es ausführlicher, damit deutlicher wird, dass wir in K
alle Variablen und Konstanten haben wollen, die mit der leeren Menge belegt werden bzw. die leer sind.
Wir werden in den folgenden Schritten analog vorgehen.

18Man beachte im Folgenden, dass α(C) /∈ {∅, {0}} gilt
19Dieser Schritt ist an sich überflüssig, weil es für jede mögliche Auswahl an Variablen, die mit ∅ zu bele-

gen sind, bereits einen entsprechenden Rechenweg gibt. Dennoch erleichtert dieser Schritt des Algorithmus
die Argumentation an späterer Stelle.
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4.17. Dann gibt es einen Rechenweg, auf dem der obige Algorithmus die Mengen K und
L so wählt, dass für alle Variablen X

X ∈ K ⇔ β(X) = ∅
X ∈ L⇔ β(X) = {0}

gilt. Wir bezeichnen im Folgenden mit α die Belegung, die auf dem von uns angedeuteten,
aber noch nicht bis zum Ende skizzierten Rechenweg konstruiert wird. Es stimmen α und
β auf allen bis einschließlich Schritt 5 belegten Variablen überein. Die in den Schritten 1
bis 5 gelöschten Atome sind somit unabhängig von der weiteren Definition von α unter
jeder Termbelegung, die auf den bereits definierten Variablen mit α übereinstimmt, erfüllt
und müssen nicht weiter betrachtet werden.

In Schritt 6 wird lediglich der Wert α(X) für solche Variablen X definiert, die ausschließlich
in Atomen A × B = C vorkommen, für die β(A), β(B), β(C) /∈ {∅, {0}} gilt20. Induktiv
lässt sich daher zeigen, dass es einen Rechenweg gibt, auf welchem auch nach dem Schritt
6 die Belegungen α und β auf allen bislang belegten Variablen übereinstimmen.
Insbesondere gilt also für jedes Atom A× B = C, für welches die Werte α(A), α(B) und
α(C) nach Schritt 6 definert sind:

α(A)× α(B) = α(C).

Sei A × B = C ein Atom, sodass für mindestens eine der Variablen nach Schritt 6 noch
kein Wert unter α definiert ist. Dann sind α(C) und mindestens einer der zwei Werte α(A)
und α(B) noch nicht definiert: Angenommen, dies wäre nicht so, dann wäre

� α(C) definiert, wodurch aber nach Schritt 6a auch α(A) und α(B) definiert wären,
oder es wären

� α(A) und α(B) bereits definiert, wodurch aber nach Schritt 6b auch α(C) definiert
wäre.

Wir erhalten also jeweils einen Widerspruch.
Somit ist α erfüllend, wenn wir für jede nach Schritt 6 noch nicht belegte Variable X

α(X) = ∅

setzen. Dies geschieht in Schritt 7.

Es bleibt

∀X ∈ Varϕ ∪ Constϕ : α(X) ⊆
{ ∏

pi∈Pϕ

pei
i | ∀i : 0 ≤ ei ≤ ζ · 2n

}
zu zeigen. Es seien die Variablen X1, . . . , X|Varϕ| so indiziert, dass für i < j der Wert
α(Xi) vor dem Wert α(Xj) definiert wird. Induktiv kann man leicht zeigen, dass für alle
j = 1, . . . , |Varϕ|

α(Xj) ⊆
{ ∏
pi∈P

peii | ∀i : ei ≤ ζ · 2j
}

gilt. Wegen |Varϕ| ≤ n folgt die Behauptung.

20Man beachte hier, dass wir einen Teil der Atome der Eingabeformel gelöscht haben.
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Das vorausgehende Lemma zeigt, dass es genügt, eine endliche Menge von Variablen-
belegungen im Hinblick darauf zu testen, ob sie erfüllend sind, um für eine gegebene
{×}-Formel zu entscheiden, ob sie wahr ist. Damit folgt direkt die Entscheidbarkeit von

CSP
(
Pfin(N), {=,×}

)
.

Das Lemma macht aber auch eine Aussage darüber, wie groß die zu testende Menge
von Variablenbelegungen ist. Damit lassen sich Aussagen über die Zugehörigkeit zu einer
konkreten Komplexitätsklasse machen.

Dabei ist der folgende Aspekt wesentlich: Obwohl es sein kann, dass für jede erfüllende
Belegung α eine Variable X mit exponentiell langem max(α(X)) existiert, hat nach dem
eben bewiesenen Lemma α(X) für alle Variablen X höchstens exponentiell viele Elemente.

Satz 4.19
Es gilt CSP

(
Pfin(N), {=,×}

)
∈ NEXP.

Beweis. Gemäß Lemma 4.18 entscheidet der im Folgenden beschriebene Algorithmus das

Problem CSP
(
Pfin(N), {=,×}

)
.

� Eingabe: {×}-Formel ϕ′.

� Berechne ϕ = f(ϕ′) für die FL-Funktion f , die CSP
(
Pfin(N), {=,×}

)
auf das Pro-

blem CSP′
(
Pfin(N), {=,×}

)
reduziert. Es hat ϕ folglich ausschließlich Atome der

Form A×B = C.

� Bestimme n = |ϕ| und

ζ = max({e | ∃C ∈ Constϕ ∃p ∈ P ∃c ∈ C : pe | c}).

� Berechne die Menge Pϕ = {p1, . . . , p|Pϕ|}.

� Rate für jede Variable X von ϕ eine Menge

S ⊆
{ |Pϕ|∏
i=1

peii | ∀i : 0 ≤ ei ≤ ζ · 2n
}
∪ {0}

und setze α(X) = S. Setze ferner α(C) = C für alle C ∈ Constϕ.

� Falls es ein Atom A × B = C in ϕ mit α(A) × α(B) 6= α(C) gibt, gib 0 zurück.
Andernfalls gib 1 zurück.

Der Algorithmus kann in 2p(n) Rechenschritten für ein geeignetes Polynom p berechnet
werden, da lediglich |Varϕ| ∈ O(n) Teilmengen S von{ ∏

pi∈Pϕ

peii | ∀i : ei ≤ ζ · 2n
}
∪ {0}

für ζ ∈ O(2n) zu raten und die einzelnen Atome zu überprüfen sind. Man beachte dabei,
dass S zwar exponentiell lange Zahlen enthalten kann, jedoch nur exponentiell viele Zahlen
enthält.
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4.2.2 Untere Schranken

Für M ∈ {[N],Pfin(N)} beweisen wir die ≤log
m -Härte von CSP

(
M, {=,×}

)
für NP. Für

M = Pfin(N) könnte diese Aussage auch über eine Reduktion von CSP
(
Pfin(N), {=,+}

)
gezeigt werden, da bei der Reduktion MSOS ≤log

m CSP
(
Pfin(N), {=,+}

)
eine Formel

erzeugt wurde, deren Konstanten einelementig oder leer sind. Dies wird an späterer Stelle
aus dem Beweis von Lemma 4.24 hervorgehen. Da jedoch [N] bezüglich der Multiplikation
nicht abgeschlossen ist, kann im Fall M = [N] nicht auf diese Weise vorgegangen werden.

Wir zeigen deshalb für beide Fälle parallel die Aussage MSOS ≤log
m CSP

(
M, {=,×}

)
und

damit:

Satz 4.20
CSP

(
M, {=,×}

)
ist ≤log

m -hart für NP.

Beweis. Wir gehen analog zum Beweis von Satz 4.7 vor.
Seien a1, . . . , ak, b ∈ N gegeben. Wir konstruieren eine {×}-Formel ϕ, sodass die Bedingung

ϕ ∈ CSP
(

M, {=,×}
)

genau dann gilt, wenn x1, . . . , xk ∈ N mit
∑k

i=1 xiai = b existieren.

Es gilt
k∑
i=1

xiai = b⇔
k∏
i=1

(
2xi2ai

)
= 2b.

Wir verwenden zur kurzen Darstellung der Zahlen 2s für s ∈ N in ϕ die Technik Square-
And-Multiply. Sei dazu bm . . . b0 die Binärdarstellung von s. Dann gilt

2s = 2
∑m
i=0 bi2

i
=

∏
0≤i≤m

(
22i
)bi

=
∏

0≤i≤m,bi=1

22i .

Es sei im Folgenden bi,mi . . . bi,0 die Binärdarstellung von ai, sowie bk+1,mk+1
. . . bk+1,0 die

Binärdarstellung von b.

Wir konstruieren für i ∈ {1, . . . , k + 1} eine Formel ψi, welche eine Variable Ai enthält,
die unter jeder erfüllenden Belegung den Wert 2ai für i ∈ {1, . . . , k} und den Wert 2b für
i = k + 1 zugewiesen bekommt. Sei dazu m = max(m1, . . . ,mk+1).
Es sei fener

χ = ∃Ym . . . ∃Y0

(
Y0 = {2}

)
∧
m−1∧
j=0

(
Yj+1 = Yj × Yj

)
und

ψi = ∃Ai
(
Ai =

∏
0≤j≤mi,bj=1

Yj
)
.

Sei ϕ die Formel, die aus

∃X1 . . . ∃Xk

(
χ ∧

k+1∧
i=1

ψi ∧Ak+1 =
k∏
i=1

(
Ai ×Xi

))
entsteht, wenn alle existentiellen Quantifizierungen nach vorne gezogen werden.

Sei α eine erfüllende Variablenbelegung von ϕ. Offenbar weist α jeder Variable Yj und
jeder Variable Ai eine einelementige Menge zu. Gäbe es eine Variable Xi, der von α eine
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nicht einelementige Menge zugewiesen wird, so wäre das Atom Ak+1 =
∏k
i=1(Ai × Xi)

nicht erfüllt. Also gilt Wα ⊆ {N}.

Es genügt daher zu zeigen, dass genau dann x1, . . . , xn ∈ N mit
∏k
i=1 2xi2ai = 2b existieren,

wenn es für ϕ eine erfüllende Belegung α mit Wα ⊆ {N} gibt.

”
⇒“: Seien x1, . . . , xn ∈ N, sodass

∏k
i=1 2xi2ai = 2b gilt. Dann erfüllt offenbar jede Term-

belegung mit Xi 7→ {2xi} die Formel ϕ.

”
⇐“: Unter jeder erfüllenden Termbelegung α gilt α(Ai) = {2ai} für i = 1, . . . , k und
α(Ak+1) = {2b}. Wenn wir das eindeutige Element in α(Xi) mit x′i bezeichnen, so gilt∏k
i=1 x

′
i2
ai = 2b. Insbesondere sind also die x′i Zweierpotenzen und für x1, . . . , xn mit

xi = log2 x
′
i gilt

∏k
i=1 2xi2ai = 2b.

Da die in der Eingabe auftretenden Zahlen bereits in Binärdarstellung vorliegen, kann die
Formel ϕ in logarithmischem Raum berechnet werden.
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4.3 CSP(Pfin(N), {=,+,∩})

Im Gegensatz zu der Variante über beliebigen endlichen Teilmengen von N, die wir im Ab-
schnitt 4.5 noch kurz diskutieren werden, lässt sich hier relativ leicht eine obere Schranke
finden: Wir zeigen unter Verwendung von Integer Linear Programs die Zugehörigkeit des

Problems CSP
(

[N], {=,+,∩}
)

zu NP.

Ferner ergibt sich die NP-Härte aus der NP-Härte von CSP
(

[N], {=,+}
)

.

Wir definieren eine bekanntlich in NP liegende Variante von Integer Linear Programs:

Definition 4.21
Es sei

ILP =
{

(A, b) | A ∈ Zm×n, b ∈ Zm, m, n ∈ N+,∃x ∈ Nn : Ax ≤ b
}
,

wobei (d1, . . . , dm) ≤ (e1, . . . , em) genau dann gelte, wenn für alle i = 1, . . . ,m die Bedin-

gung di ≤ ei erfüllt ist.

Satz 4.22
Es gilt CSP

(
[N], {=,+,∩}

)
∈ NP.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Angabe eines nichtdeterministischen Polyno-

mialzeitalgorithmus. Dabei genügt es gemäß Lemma 2.5, CSP′
(

[N], {=,+,∩}
)
∈ NP zu

zeigen.

Sei also ϕ eine {+,∩}-Formel, deren Konstanten Intervalle sind. Das heißt, dass jedes
Atom die Form X ⊕ Y = Z für X,Y, Z ∈ Varϕ ∪ Constϕ und ⊕ ∈ {+,∩} hat.

Rate nichtdeterministische eine Teilmenge M von Variablen in ϕ und ersetze jedes Auf-
treten einer Variable in M durch ∅. Lösche jedes Atom X ⊕ Y = Z für ⊕ ∈ {∩,+}, falls
Z = ∅ und (X = ∅ ∨ Y = ∅). Bleibt kein Atom übrig, so gib {0}+ {0} = {0} zurück. Falls
für ein Atom X ⊕ Y = Z for ⊕ ∈ {∩,+} die Bedingung(

(X = ∅ ∨ Y = ∅) ∧ Z 6= ∅
)
∨
(
Z = ∅ ∧X,Y 6= ∅ ∧ ⊕ = +

)
gilt, dann gib {0}+ {0} = {1} zurück. In allen anderen Fällen gib die – eventuell modifi-
zierte – Formel zurück.

Damit gilt ϕ ∈ CSP′
(

[N], {=,+,∩}
)

genau dann, wenn auf mindestens einem Rechenweg

eine Formel ϕ′ zurückgegeben wurde, die den folgenden Bedingungen genügt:

� Es gibt eine erfüllende Variablenbelegung mit Bildbereich ⊆ [N]− {∅} für ϕ′ und,

� wenn es in ϕ ein Atom X ⊕ Y = Z gibt, welches die leere Menge als Konstante
enthält, so gilt ⊕ = ∩, Z = ∅ und X,Y 6= ∅.

Wir geben einen Algorithmus an, der diese Bedingungen testet.

Wir definieren eine ILP-Instanz durch Angabe einer Reihe von Ungleichungen. Dadurch
werden A, b implizit festgelegt. Führe zwecks dessen für jedes R ∈ (Varϕ ∪ Constϕ)− {∅}
zwei ILP-Variablen r0, r1 ein. Setze für jede nichtleere Konstante R = [l, u] weiterhin
r0 = l und r1 = u.
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1. Für jedes Atom X+Y = Z stellen wir die Gleichungen x0 +y0 = z0 und x1 +y1 = z1

auf.

2. Für jedes Atom X ∩ Y = Z mit Z 6= ∅ führe vier weitere Variablen d, e, d′, e′ ein.
Letztlich soll z0 = max(x0, y0) und z1 = min(x1, y1) ausgedrückt werden.

� Zu z0 = max(x0, y0): Dies kann durch x0 ≤ z0, y0 ≤ z0, z0 = dx0 + ey0 und
d+ e = 1 ausgedrückt werden.

� Zu z1 = min(x1, y1): Dies kann durch x1 ≥ z1, y1 ≥ z1, z1 = d′x1 + e′y1 und
d′ + e′ = 1 ausgedrückt werden.

3. Für jedes Atom X ∩ Y = Z mit Z = ∅ möchten wir y1 < x0 ∨ x1 < y0 fordern.
Daher raten wir ein Bit b. Wenn b = 0, fügen wir die Ungleichung y1 < x0 hinzu.
Andernfalls wird x1 < y0 hinzugefügt.

4. Führe weiterhin für jedes Paar von ILP-Variablen x0, x1, welche die untere und obere
Grenze eines Intervalls beschreiben, die Ungleichung x0 ≤ x1 hinzu.

Nach Konstruktion gilt: Genau dann wird auf mindestens einem Rechenweg eine ILP-
Instanz (A, b) mit (A, b) ∈ ILP zurückgegeben, wenn die Formel ϕ′ eine erfüllende Varia-
blenbelegung besitzt, von der keine Variable auf die leere Menge abgebildet wird.

Somit entscheidet der Algorithmus CSP
(

[N], {=,+,∩}
)

.

Wegen ILP ∈ NP arbeitet der Algorithmus in nichtdeterministischer Polynomialzeit.

Korollar 4.23
CSP

(
[N], {=,+,∩}

)
ist ≤log

m -vollständig für NP.

Beweis. CSP
(

[N], {=,+,∩}
)
∈ NP folgt aus Satz 4.22. Die Härte ergibt sich aus Satz 4.7

und Lemma 2.3.
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4.4 Untere Schranken für CSPs mit einer arithmetischen Operation und
Mengenoperationen

In diesem Abschnitt beweisen wir verschiedene untere Schranken für CSPs über Pfin(N),
die neben genau einer arithmetischen auch mindestens eine Mengenoperation enthalten.
Genauer werden wir die Πp

2-Härte für

� CSP
(
Pfin(N), {=,+,∪}

)
� CSP

(
Pfin(N), {=,×,∪}

)
und die PSPACE-Härte für

� CSP
(
Pfin(N), {=,+,⊕}

)
für ⊕ ∈ {∩,−}

� CSP
(
Pfin(N), {=,×,⊕}

)
für ⊕ ∈ {∩,−}

zeigen.

Die beiden Schranken folgen beinahe direkt aus der Literatur und sollten zumindest in
manchen Fällen verbessert werden können. Unser Hauptaugenmerk war jedoch auf andere
Fragen, insbesondere auf die Frage nach der Entscheidbarkeit der besagten Probleme,
ausgerichtet. Die genaue Betrachtung der unteren Schranken steht damit noch aus.

Um uns bei dem Beweis der unteren Schranken in einigen Fällen auf die Variante mit der
Addition beschränken zu können, formulieren und beweisen wir das folgende Lemma.

Lemma 4.24
Es gilt für O ⊆ {∩,∪,−} mit O ∩ {∪,−} 6= ∅

CSP(Pfin(N), {=,+} ∪O) ≤log
m CSP(Pfin(N), {=,×} ∪O).

Beweis. Sei ϕ gegeben. Ersetze in ϕ jedes + durch ×. Ersetze zudem jede Konstante

C = {k1, . . . , kr}

wie folgt:
Für i ∈ {1, . . . , r} sei bl . . . b0 die Binärdarstellung von ki. Es gilt dann

2ki = 2
∑l
j=0 bj2

j

=
l∏

j=0

(
22j
)bj

=
∏

j∈[0,l],bj=1

22j ,

wobei

22j =
(

22j−1
)2

gilt.
Es lässt sich daher {2ki} wie folgt beschreiben

αi =∃Xi∃Y0 . . . ∃Yl
(
Y0 = {2}

)
∧
(
Y1 = Y0 × Y0

)
∧
(
Y2 = Y1 × Y1

)
∧ · · · ∧(

Yl = Yl−1 × Yl−1

)
∧
(
Xi =

∏
j∈[0,l],bj=1

Yj

)
.
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Für jede αi erfüllende Belegung γ gilt also γ(Xi) = {2ki}. Wir benennen nun in αi die
Variablen Yj in Yi,j um21. Betrachte die Formel die aus

∃XC

∧
1≤i≤r

αi ∧
(
XC =

⋃
1≤i≤r

Xi

)
.

durch das Ziehen der existentiellen Quantifizierungen nach vorne entsteht und nenne sie
ψC .
Unter einer ψC erfüllenden Belegung γ gilt γ(XC) = {2c | c ∈ C}.
Ersetze nun alle Auftreten von C in ϕ durch X, bilde die Konjunktion aus dieser Formel
und

∧
C∈Constϕ

ψC , ziehe anschließend alle existentiellen Quantoren an den Anfang der

Formel und nenne die Formel ϕ′.

Wegen

∀x, y, z ∈ N
(
x+ y = z ⇔ 2x · 2y = 2z

)
gilt dann, dass eine Belegung γ für ϕ genau dann erfüllend ist, wenn die Variablenbelegung
X 7→ {2x | x ∈ γ(X)} erfüllend für ϕ′ ist.

Die Berechnung von ϕ′ ist in logarithmischem Raum möglich, da die eingegebenen Zahlen
bereits in Binärdarstellung vorliegen.

Da wir bei unserer Konstruktion neben der Multiplikation auch die Vereinigung verwenden,
ist

CSP(Pfin(N), {=,+} ∪O) ≤log
m CSP(Pfin(N), {=,×,∪} ∪O)

gezeigt. Nach Lemma 2.6 gilt

CSP(Pfin(N), {=,×,∪} ∪O) ≤log
m CSP(Pfin(N), {=,×,−}).

Dies vervollständigt den Beweis.

Betrachte das folgende Problem.

Definition 4.25
Für n ∈ N ist n ein Integer-Ausdruck. Für Integer-Ausdrücke α, β sind (α+β) und (α∪β)
Integer-Ausdrücke.

Wir de�nieren die von einem Integer-Ausdruck α beschriebene Menge L(α) ⊆ N:
Für n ∈ N ist L(n) = {n}. Für (β ⊕ γ) und ⊕ ∈ {+,∪} gilt L(β ⊕ γ) = L(β)⊕ L(γ).

INEQ =def {(α, β) | α, β sind Integer-Ausdrücke und L(α) 6= L(β)}.

Meyer und Stockmeyer [SM73] beweisen das folgende Lemma.

Satz 4.26 ([SM73])

INEQ ist ≤log
m -vollständig für Σp

2.

Wir nennen das Problem

CSP(Pfin(N), {=,+,∪})∩{ϕ | ϕ ist eine {+,∪}-Formel, in der keine Variablen auftreten}

constCSP(Pfin(N), {=,+,∪}).
21Da die Yi’s eigentlich nicht mehrfach auftreten müssten, enthält die entstehende Formel so einige

redundante Abschnitte, kann aber noch immer in logarithmischem Raum berechnet werden, was für unsere
Zwecke hinreichend ist.
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Satz 4.27
constCSP(Pfin(N), {=,+,∪}) ist ≤log

m -hart für Πp
2.

Beweis. Nach Lemma 4.26 ist INEQ ≤log
m -hart für Πp

2 .
Seien α, β Integer-Ausdrücke. α, β sind somit {+,∪}-Terme. Es gilt daher

(α, β) ∈ INEQ⇔ α = β ∈ constCSP(Pfin(N), {=,+,∪}).

Damit ist auch CSP(Pfin(N), {=,+,∪}) ≤log
m -hart für Πp

2 . Es sollte aber möglich sein, eine

bessere obere Schranke – wie etwa die ≤log
m -Härte für Σp

3 – zu zeigen, da wir bei der Re-
duktion keinen Gebrauch von Variablen gemacht haben, sondern ausschließlich Konstanten
verwendet haben.
Wegen Lemma 4.24 ist ferner auch CSP(Pfin(N), {=,×,∪}) ≤log

m -hart für Πp
2 . Damit haben

wir das folgende Korollar bewiesen.

Korollar 4.28
Es gilt:

1. CSP(Pfin(N), {=,+,∪}) ist ≤log
m -hart für Πp

2.

2. CSP(Pfin(N), {=,×,∪}) ist ≤log
m -hart für Πp

2.

Sofern neben einer arithmetischen Operation noch eine der Operationen Schnitt und Men-
gendifferenz zur Verfügung steht, lässt sich die PSPACE-Härte zeigen. Wir modifizieren
dazu einen Beweis von McKenzie und Wagner [MW03] geringfügig, sodass wir ohne die
Vereinigung auskommen.

Wir benötigen für die weitere Argumentation das folgende als ≤log
m -vollständig bekannte

Problem 3KNF-QBF.

Definition 4.29
Es sei

3KNF-QBF =def {F |ϕ ist eine in 3-KNF vorliegende, abgeschlossene,

quanti�zierte boolesche Formel mit F ≡ 1}.

Satz 4.30
Es gelten die folgenden Aussagen:

1. Es ist CSP
(
Pfin(N), {=,+,∩}

)
≤p

m-hart für PSPACE.

2. Es ist CSP
(
Pfin(N), {=,×,∩}

)
≤log

m -hart für PSPACE.

3. Es ist CSP
(
Pfin(N), {=,+,−}

)
≤log

m -hart für PSPACE.

4. Es ist CSP
(
Pfin(N), {=,×,−}

)
≤log

m -hart für PSPACE.
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Beweis. Wir zeigen die ersten beiden Aussagen jeweils mittels einer ≤p
m- bzw. mittels einer

≤log
m -Reduktion von 3KNF-QBF.

1. Es sei F = Q1x1 . . . QmxmH(x1, . . . , xm) eine 3KNF-QBF-Instanz, wobeiH =
∧n
j=1Hj

für ein n ∈ N sei, die Formeln H1, . . . ,Hn Klauseln mit jeweils drei Literalen seien und
Q1, . . . , Qm ∈ {∃, ∀} gelte.

Wir konstruieren im Folgenden für k = m,m − 1, . . . , 1, 0 eine Folge von Konjunktionen
von Atomen ϕk mit Variablen Xm, Xm−1, . . . , Xk, sodass für alle α1, . . . , αk ∈ {0, 1} und
jede Termbelegung I die folgende Bedingung gilt:

Qk+1xk+1 . . . QmxmH(α1, . . . , αk, xk+1, . . . , xm)⇔

⇔
n∑
j=1

3 · 6j +
k∑
i=1

αi6
n+i +

m∑
i=k+1

6n+i ∈ I(Xk) (∗)

Die ϕk werden dabei so aufgebaut, dass für je zwei Termbelegungen I, I ′

I(Xk) = I ′(Xk)

gilt. Aus diesem Grunde werden wir auch einfach Xk für die Menge I(Xk) für eine beliebige
Termbelegung I schreiben.
Aus (∗) erhalten wir für k = 0

Q1x1 . . . QmxmH(x1, . . . , xm)⇔
n∑
j=1

3 · 6j +

m∑
i=1

6n+i ∈ X0.

Damit ergibt sich für r =
∑n

j=1 3 · 6j +
∑m

i=1 6n+i mit

F 7→ ∃Xm∃Xm−1 . . . ∃X0 : ϕ0 ∧
(
X0 ∩ {r} = {r}

)
eine – wie aus dem Folgenden hervorgehen wird – in polynomieller Zeit berechenbare

Reduktionsfunktion für 3KNF-QBF ≤p
m CSP

(
Pfin(N), {=,+,∩}

)
.

Wir betrachten zunächst den Fall k = m. Definiere

ai =def 6n+i +
∑

xi in Hj

6j und bi =def

∑
xi in Hj

6j

für i = 1, . . . ,m und setze

ϕm =def

(
Xm =

m∑
i=1

{ai, bi}+
n∑
j=1

{0, 6j , 2 · 6j}
)
.

Man beachte dabei, dass jeder Summand 6j in dem obigen Ausdruck höchstens 5 mal
auftritt.
Wir zeigen, dass dann für alle α1, . . . , αm ∈ {0, 1}

H(α1, . . . , αm)⇔
n∑
j=1

3 · 6j +

m∑
i=1

αi · 6n+i ∈ Xm

gilt:
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”
⇒“: Es sei γi ∈ {ai, bi} mit γi = ai für αi = 1 und γi = bi sonst. Da H(α1, . . . , αm) wahr

ist, gibt es für jede Klausel Hj mindestens ein wahres Literal und somit gibt es ein γi, in
welchem der Summand 6j auftritt. Daher ist

m∑
i=1

γi =

n∑
j=1

βj6
j +

m∑
i=1

αi6
n+i

mit βj ∈ {1, 2, 3}. Dann gilt

m∑
i=1

γi +
n∑
j=1

(3− βj) · 6j =
n∑
j=1

3 · 6j +
m∑
i=1

αi · 6n+i ∈ Xm.

“⇐“: Es sei
n∑
j=1

3 · 6j +
m∑
i=1

αi · 6n+i ∈ Xm.

Dann ist
n∑
j=1

3 · 6j +
m∑
i=1

αi · 6n+i ∈
m∑
i=1

γi +
n∑
j=1

{0, 6j , 2 · 6j}

für

γi =

{
ai αi = 1

bi αi = 0
.

Da für jede Klausel Hj der Summand 6j in
∑m

i=1 γi mindestens einmal auftritt, gilt wegen
der Wahl der γi

H(α1, . . . , αm).

Für den Schritt von k auf k − 1 setzen wir (∗) voraus. Für den Fall Qk = ∃ erhalten wir

∃xkQk+1 . . . QmxmH(α1, . . . , αk−1, xk, xk+1, . . . , xm)

⇔ Qk+1xk+1 . . . QmxmH(α1, . . . , αk−1, 0, xk+1, . . . , xm)∨
∨Qk+1xk+1 . . . QmxmH(α1, . . . , αk−1, 1, xk+1, . . . , xm)

IV⇔
n∑
j=1

3 · 6j +
k−1∑
i=1

αi6
n+i +

m∑
i=k+1

6n+i ∈ Xk ∨
n∑
j=1

3 · 6j +

k−1∑
i=1

αi6
n+i +

m∑
i=k

6n+i ∈ Xk

⇔
n∑
j=1

3 · 6j +
k−1∑
i=1

αi6
n+i +

m∑
i=k

6n+i ∈ Xk−1,

wobei ϕk−1 =def ϕk ∧
(
Xk−1 =

(
Xk + {0, 6n+k}

))
.

Im Fall Qk = ∀ lässt sich analog argumentieren:

∀xkQk+1 . . . QmxmH(α1, . . . , αk−1, xk, xk+1, . . . , xm)

⇔ Qk+1xk+1 . . . QmxmH(α1, . . . , αk−1, 0, xk+1, . . . , xm)∧
∧Qk+1xk+1 . . . QmxmH(α1, . . . , αk−1, 1, xk+1, . . . , xm)

IV⇔
n∑
j=1

3 · 6j +

k−1∑
i=1

αi6
n+i +

m∑
i=k+1

6n+i ∈ Xk ∧
n∑
j=1

3 · 6j +

k−1∑
i=1

αi6
n+i +

m∑
i=k

6n+i ∈ Xk

⇔
n∑
j=1

3 · 6j +

k−1∑
i=1

αi6
n+i +

m∑
i=k

6n+i ∈ Xk−1,
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wobei ϕk−1 =def ϕk ∧
(
Xk−1 = (Xk + {6n+k}) ∩Xk

)
.

Offenbar kann die Reduktionsfunktion in polynomieller Zeit berechnet werden.

2. Es lässt sich 3KNF-QBF ≤log
m CSP

(
Pfin(N), {=,×,∩}

)
analog zeigen: Es sind lediglich

die Operationen + durch × und die Zahlen 6i für i = 1, . . . , n + m durch pi zu ersetzen,
wobei pi die i-te Primzahl ist. Wegen π(i) ∈ Θ(i/ log i) gilt pn+m ∈ O((n+m)2) und daher
|pn+m| ∈ O(log(n + m)). Die auftretenden Produkte sind nicht innerhalb der Reduktion
auszurechnen, sondern als Produkte in die auszugebende Formel zu schreiben.
Ansonsten lässt sich überall wie in Teil 1 argumentieren.

3. Für CSP
(
Pfin(N), {=,+,−}

)
lässt sich wie für CSP

(
Pfin(N), {=,+,∩}

)
vorgehen, der

Schnitt kann gemäß dem Beweis von Lemma 2.6 durch die Mengendifferenz simuliert
werden. Es kann dabei aber sogar die ≤log

m -Härte für PSPACE gezeigt werden:

Die in der Ausgabeformel auftretenden Konstanten müssen nicht innerhalb der Redukti-
onsfunktion berechnet werden, sondern können mittels der Shift-And-Add-Technik inner-
halb der Ausgabeformel beschrieben werden. Dabei sind lediglich Zahlen der Form 6k für
k ≤ n + m zu beschreiben. Da n und m als Anzahl der Klauseln bzw. Variablen in der
Eingabeformel codiert sind, kann die Binärdarstellung von n+m und kleineren Zahlen in
logarithmischem Raum berechnet werden.

Mehrelementige Mengen können erzeugt werden, da wir mit der Mengendifferenz die Ver-
einigung simulieren können (vgl. dazu den Beweis von Lemma 2.6).

4. folgt aus 2. mit Lemma 2.6.

In Abschnitt 3 hatten wir festgestellt, dass es CSPs gibt, für welche die Variante über
[N] schwerer als die Variante über Pfin(N) ist, aber auch bereits angekündigt, dass es
Situationen gibt, in welchen die umgekehrte Situation vorliegt. An dieser Stelle können
wir dieses Versprechen einlösen.

Wir hatten in Korollar 4.23 die ≤log
m -Vollständigkeit von CSP

(
[N], {=,+,∩}

)
für NP fest-

gestellt. Nach Satz 4.30 ist hingegen CSP
(
Pfin(N), {=,+,∩}

)
≤p

m-hart für PSPACE. Unter

der Annahme NP 6= PSPACE gilt daher

CSP
(

[N], {=,+,∩}
)
≤p

m CSP
(
Pfin(N), {=,+,∩}

)
aber

CSP
(
Pfin(N), {=,+,∩}

)
6≤p

m CSP
(

[N], {=,+,∩}
)
.
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4.5 Diskussion Zweier Offen Bleibender Fragen

Bei den bislang untersuchten Problemen bleiben einige offene Fragestellungen, von denen
wir an dieser Stelle auf die zwei aus unserer Sicht grundlegendsten eingehen. Wir geben
in diesem Abschnitt Aufschluss darüber, wie wir versucht haben, diese – zumindest teil-
weise – zu klären, und versuchen, möglichst genau zu begründen, wo die wesentlichen
Schwierigkeiten bei den beiden Fragestellungen liegen.

1. Bei den CSPs mit O ∈ {{+}, {×}} hatten wir für die Variante über endlichen In-
tervallen die NP-Vollständigkeit bzw. die NP-Härte und Zugehörigkeit zu Σp

3 fest-
gestellt. Für die Variante über beliebigen endlichen Mengen konnten wir hingegen
lediglich die ≤log

m -Härte für NP und die Zugehörigkeit zu NEXP zeigen. Die beiden
Schranken liegen also sehr weit auseinander.

Wir werden hier jedoch lediglich den Fall O = {+} weiter erörtern. Teilweise lassen
sich die Erörterungen für den zweiten Fall analog tätigen.

2. Für CSP
(

[N], {=,+,∩}
)

konnten wir wiederum die NP-Vollständigkeit zeigen, für

CSP
(
Pfin(N), {=,+,∩}

)
hingegen nicht einmal die Entscheidbarkeit. Die Zugehö-

rigkeit zu Σ1 ergibt sich aus Satz 4.1.

Arbeiten von Jeż und Okhotin: Jeż und Okhotin [JO10a] untersuchten ähnliche Frage-
stellungen wie wir. Sie betrachteten unter anderem Gleichungen über Variablen, Konstan-
ten und der Addition, wobei die Variablen beliebige Mengen natürlicher Zahlen als Werte
annehmen dürfen, während Konstanten

”
ultimately periodic“ Mengen sind, d.h. Mengen

A ⊆ N, für die es d, p ∈ N gibt, sodass für alle x ≥ d

x ∈ A⇔ x+ p ∈ A

gilt. Unter anderem untersuchten sie die Komplexität des Problems, zu testen, ob es für
ein derartiges Gleichungssystem eine Lösung gibt und stellten dabei die Π1-Vollständigkeit
fest.
Für unsere Zwecke hilft dieses Resultat nicht direkt weiter, da Jeż und Okhotin Probleme
untersuchen, die einerseits aufgrund der zugelassenen unendlichen Mengen als Konstanten
schwerer zu lösen sind als unsere CSPs, andererseits jedoch in gewissem Sinne einfacher zu
lösen sind, da Variablen nicht nur mit endlichen Teilmengen von N belegt werden können.

Ferner konnten wir bereits CSP
(
Pfin(N), {=,+}

)
∈ NEXP zeigen, was eine wesentlich

bessere obere Schranke darstellt als Π1.

In weiteren Arbeiten [JO10b, JO11, JO14] erlauben Jeż und Okhotin auch weitere Ope-
rationen neben der Addition, nämlich Schnitt und Vereinigung, aber die Resultate lassen
sich aus den gleichen Gründen nicht auf unsere Situation übertragen.

Generell gilt, dass Jeż und Okhotin mit ihren Untersuchungen keinen unserer Bereiche
abdecken [Jez15]. Insbesondere sind ihre bisherigen Arbeiten auf Gleichungssysteme be-
schränkt, die kleinste/größte/eindeutige Lösungen haben [Jez15].

Sumsets: Im Folgenden werden wir die Möglichkeit CSP
(
Pfin(N), {=,+}

)
/∈ EXP disku-

tieren.

Definition 4.31
Sei (G,+) eine abelsche Gruppe und S ⊆ G endlich. Dann heiÿt S genau dann sumset,

wenn es ein A ⊆ G mit A+A = S gibt.
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Croot und Lev [CL07] weisen darauf hin, dass nicht bekannt ist, ob es einen Polynomi-
alzeitalgorithmus gibt, der für eine gegebene Menge entscheidet, ob sie ein sumset ist.
Genauer erwähnen sie, dass der beste bekannte Algorithmus für jedes s ∈ S und für alle
2|S| Teilmengen S′′ der Menge S′ = {s′ − s | s′ ∈ S} jeweils S′′ + S′′ berechnet und mit S′

vergleicht.
Für den Fall G = Z ist es notwendig und hinreichend, lediglich die Elemente s ∈ S∩2Z zu
betrachten. Für einen sumset S sind nämlich min(S) und max(S) stets gerade. Weiterhin
ist [1, 3] kein sumset, {s− 1 | s ∈ [1, 3]} hingegen schon.

Zwar formulieren Croot und Lev das Problem allgemein über Teilmengen abelscher Grup-
pen, erwähnen jedoch explizit, dass auch dann, wenn die Gruppe zyklisch ist, kein besserer
Algorithmus bekannt ist. Insbesondere ist also kein besserer Algorithmus zum Testen, ob
eine endliche Menge S ⊆ Z ein sumset ist, bekannt.

Lemma 4.32
Sei A ⊆ Z und z ∈ Z. Dann ist A genau dann ein sumset, wenn A+ {2z} ein sumset ist.

Beweis. Es gilt für X ⊆ Z

X +X = A⇔ (X + {z}) + (X + {z}) = A+ {2z}.

Statt zu testen, ob S ⊆ Z ein sumset ist, kann also auch getestet werden, ob

S′ =
{
s− 2

⌊min(S ∪ {0})
2

⌋
| s ∈ S

}
⊆ N

ein sumset ist.
Daher ist nicht bekannt, ob SUMSET ∈ P gilt, wobei

SUMSET =def {S ∈ Pfin(N) | S ist ein sumset}.

SUMSET ∈ NP ist hingegen offensichtlich. Weiter gilt offenbar

SUMSET ≤log
m CSP

(
Pfin(N), {=,+}

)
.

Mit {+}-Termen der Länge n können jedoch sogar Mengen S beschrieben werden, sodass

|S| ∈ 2Θ(n)

gilt.

Wir definieren

SUCCINCT-SUMSET =def {(C1, . . . , Cn) | Ci ∈ Pfin(N),

n∑
i=1

Ci ∈ SUMSET}.

Offenbar gilt dann SUCCINCT-SUMSET ≤log
m CSP

(
Pfin(N), {=,+}

)
.

Für SAT lässt sich ebenfalls eine Variante SUCCINCT-SAT definieren. Dabei ist SAT
vollständig für NP und SUCCINCT-SAT vollständig für NEXP. Mittels Translations-
lemma gilt

SAT ∈ P⇒ SUCCINCT-SAT ∈ EXP.
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Falls also EXP 6= NEXP gilt, so gilt nach dem Translationslemma auch P 6= NP. Aus
EXP 6= NEXP folgt daher SAT /∈ P und SUCCINCT-SAT /∈ EXP.
Nach derzeitigem Kenntnisstand wäre es möglich, dass für die beiden Probleme SUMSET
und SUCCINCT-SUMSET die gleiche Situation vorliegt, dass also – falls EXP 6= NEXP
– sowohl SUMSET /∈ P als auch SUCCINCT-SUMSET /∈ EXP gilt.

Obere Schranke für CSP
(
Pfin(N), {=,+,∩}

)
: Wir wissen bereits aus Satz 4.30,

dass CSP
(
Pfin(N), {=,+,∩}

)
≤log

m -hart für PSPACE ist. Als obere Schranke konnten wir

bislang lediglich die triviale Eigenschaft CSP
(
Pfin(N), {=,+,∩}

)
∈ Σ1 zeigen.

Wir versuchen Hinweise darauf zu finden, dass das Beweisen einer besseren oberen Schran-
ke schwer ist:

Wir konnten CSP
(
Pfin(N), {=,+}

)
∈ NEXP durch einen Algorithmus zeigen, der zu-

nächst notwendige Variablenbelegungen bestimmt bzw. aus einer endlichen Menge rät
und anschließend die verbliebenen Variablen mit der leeren Menge belegt. Mit Hilfe der
Schnittoperation können wir jedoch ausdrücken, dass eine Variable X unter einer erfül-
lenden Variablenbelegung α nicht mit ∅ belegt werden kann, ohne jedoch damit die Größe
der Menge α(X) für eine gültige Variablenbelegung α zu beschränken. Ein Beispiel dafür
stellt der folgende Satz dar:

∃X∃Y (X ∩ Y = {0}) ∧ (X + {1} = X).

Offenbar hat dieser Satz keine erfüllende Belegung über Pfin(N). Das Atom X + {1} = X
würde nur von einer Belegung α mit α(X) = ∅ erfüllt werden. Eine derartige Belegung
erfüllt jedoch das erste Atom nicht.

Ein iterativer Algorithmus der Art wie in Lemma 4.2, der versucht, sukzessive eine erfül-
lende Belegung α zu konstruieren, würde zunächst α(X) ⊇ {0}, dann α(X) ⊇ {0, 1}, usw.
festlegen. In diesem Fall würde er nicht terminieren. Falls jedoch eine Abbruchbedingung
der Art wie etwa in

∃X∃Y (X ∩ Y = {0}) ∧
(
(X + {1}) ∩

k∑
i=1

[0, ci] = X
)

vorliegt, findet er eine erfüllende Belegung.
Es bleibt offen, ob für einen solchen iterativen Algorithmus eine Schranke existiert, sodass
er stets entweder terminiert, ohne Belegungen oberhalb dieser Schranke vorzunehmen, oder

gar nicht terminiert. Falls eine solche Schranke existiert, wäre CSP
(
Pfin(N), {=,+,∩}

)
entscheidbar.

Wir betrachten ein weiteres Beispiel. Seien C1, . . . , Ck und C ′1, . . . , C
′
k′ beliebige Konstan-

ten und ϕ(C1, . . . , Ck) sowie ψ(C ′1, . . . , C
′
k′) Terme über {+,∩}. Betrachte den Satz

∃X∃Y
(
X = Y + Y

)
∧
(
X ∩ ϕ(C ′1, . . . , C

′
k′) = ψ(C1, . . . , Ck)

)
.

Er formuliert die Frage: Gibt es einen sumset X mit ψ(C1, . . . , Ck) ⊆ X und(
ϕ(C ′1, . . . , C

′
k′)− ψ(C1, . . . , Ck)

)
∩X = ∅?

Es muss also die Frage nach der Existenz eines sumsets S, für den exponentiell viele
Forderungen der Form x ∈ S oder x /∈ S für polynomiell lange x gegeben sind, beantwortet
werden.
Hier ist zunächst unklar, ob im Falle der Existenz eines solchen sumsets auch immer ein

”
kleiner“ solcher sumset existiert, oder ob der kleinste derartige sumset

”
sehr groß“ sein

kann.
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4.6 Addition und Multiplikation

Sobald in einem CSP sowohl die Addition als auch die Multiplikation zugelassen ist, er-
halten wir unentscheidbare, aber aufzählbare Probleme. Es ist leicht zu sehen, dass wir
beliebige diophantische Gleichungen formulieren können.

Genauer gilt: Wir zeigen die ≤log
m -Vollständigkeit solcher CSPs für Σ1

22.

Satz 4.33
Es sei M ∈ {Pfin(N), [N]}. Dann ist CSP

(
M, {=,+,×}∪O

)
≤log

m -vollständig für Σ1, wobei
O ⊆ {∪,∩,−}.

Beweis. Wir zeigen zunächst:
A) Für einen beliebigen {+,×}-Satz ψ kann in logarithmischem Raum ein {+,×}-Satz ψ′

berechnet werden, sodass

ψ′ ∈ CSP
(
M, {=,+,×}

)
⇔ es existiert für ψ eine erfüllende Variablenbelegung

mit Wertebereich {{a} | a ∈ N}

gilt. Wir geben an, wie ψ′ aus ψ konstruiert wird:

Hänge für jede Variable X in ψ die folgende Konjunktion von Atomen an das Ende von
ψ an:

∧
(
X +X = {2} ×X

)
∧
(
X × {0} = {0}

)
.

Sei α eine beliebige Termbelegung für ψ′. Wäre α(X) = ∅, so wäre das Atom X×{0} = {0}
nicht erfüllt. Wäre α(X) = {x1, . . . , xr} für ein r ∈ N− {0, 1} und xi < xi+1, so enthielte
α(X + X) = α(X) + α(X) ⊇ {x1 + x1, x1 + x2, . . . , x1 + xr, xr + xr} mindestens r + 1
Elemente, während α({2} × X) = {2} × α(X) lediglich r Elemente enthielte. Es wäre
folglich α nicht erfüllend.
Jede erfüllende Termbelegung für ψ′ ordnet somit jeder Variable eine einelementige Menge
zu. Ferner ist jede erfüllende Variablenbelegung für ψ′ auch erfüllend für ψ.

Existiert umgekehrt eine erfüllende Variablenbelegung für ψ, die jeder Variablen eine ein-
elementige Menge zuweist, so ist diese offenbar auch für ψ′ erfüllend.

B) Dem Matiyasevich-Robinson-Davis-Putnam-Theorem [Mat70, DPR61] zufolge existiert
ein n ∈ N und ein multivariates Polynom p mit ganzzahligen Koeffizienten, sodass für jede
Menge A ∈ Σ1 ein a ∈ N existiert, sodass

x ∈ A⇔ ∃y ∈ Nn, p(a, x, y) = 0

gilt.

Wir können nun in der diophantischen Gleichung p(a, x, y) = 0 die Monome mit negativen
Koeffizienten auf die rechte Seite ziehen. Damit existieren multivariate Polynome l, r mit
natürlichzahligen Koeffizienten, sodass

x ∈ A⇔ ∃y ∈ Nn l(a, x, y) = r(a, x, y)

gilt.

22Dass wir die ≤log
m -Vollständigkeit zeigen, mag auf den ersten Blick etwas seltsam anmuten. Wir tun

dies jedoch aus dem Grunde, dass dadurch die Übersichtstabelle im Abschnitt 4.7
”
schöner“ wird.
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Wegen A) können wir die rechte Seite der obigen Äquivalenz als einen {+,×}-Satz ϕ
formulieren.

Dabei sind p und a unabhängig von der Eingabe x. Da insbesondere für im Polynom
auftretende Terme der Form xe der Exponent e konstante Größe hat, kann der Satz ϕ in
logarithmischem Raum berechnet werden.

Es gilt CSP
(
M, {=,+,×} ∪O

)
∈ Σ1 wegen Satz 4.1.
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4.7 Übersicht und Fazit

Folgende Tabellen liefern eine Übersicht über die in diesem Kapitel gewonnenen Resultate.
Die erste Tabelle behandelt die CSPs über Pfin(N). Hier tritt auch der einzige Fall auf, in

welchem wir eine untere Schranke nicht hinsichtlich der ≤log
m - sondern lediglich hinsichtlich

der ≤p
m-Reduktion zeigen konnten.

CSP
(
Pfin(N), {=} ∪O

)
mit O = Härte enthalten in

{+} ≤log
m -hart für NP, 4.7 NEXP, 4.3

{×} ≤log
m -hart für NP, 4.20 NEXP, 4.19

{+,∩} ≤p
m-hart für PSPACE, 4.30 Σ1, 4.1

{+,∪} ≤log
m -hart für Πp

2 , 4.28 Σ1, 4.1

{+,−} ≤log
m -hart für PSPACE, 4.30 Σ1, 4.1

{+,×} ≤log
m -hart für Σ1, 4.33 Σ1, 4.1

Die nachfolgende Tabelle gibt Aufschluss über die CSPs über [N].

CSP
(
[N], {=} ∪O

)
mit O = ≤log

m -hart für enthalten in

{+} NP, 4.7 NP, 4.3

{×} NP, 4.20 Σp
3 , 4.13

{+,∩} NP, 4.23 NP, 4.22

{+,×} Σ1, 4.33 Σ1, 4.1

Die Frage nach der Komplexität von CSPs, in denen auch arithmetische Operationen
erlaubt sind, konnte in dieser Arbeit nicht erschöpfend geklärt werden. Vielmehr stellt sich
heraus, dass schon beim Zulassen weniger Operationen die Probleme sehr schwer werden.
Insbesondere liegt Unentscheidbarkeit vor, sobald die beiden arithmetischen Operationen
zur Verfügung stehen.

Die Frage nach der Entscheidbarkeit von Problemen konnte nur für einzelne Probleme
beantwortet werden.

Trotz der Unvollständigkeit der gefundenen Resultate lässt sich für die oben aufgeführten
Probleme eine Tendenz feststellen: Sofern [N] abgeschlossen bezüglich der zugelassenen
Operationen ist, werden die Probleme durch das Einschränken der Konstanten und Varia-
blen auf endliche Intervalle über N einfacher.
Lässt man die Vereinigung oder die Mengendifferenz zu, unterscheiden sich die Probleme
über Pfin(N) und [N] hinsichtlich der Konstanten nicht mehr. Der einzige Unterschied be-
steht dann darin, ob die Variablen mit beliebigen endlichen Mengen oder nur mit endlichen
Intervallen belegt werden dürfen.
Wenn die Konstanten beliebige endliche Teilmengen von N sind, dann ist es natürlicher,
auch die Variablen mit Werten aus Pfin(N) zu belegen.

Zusammenfassend lässt sich sagen: Es bleiben vor allem bei den CSPs über endlichen Teil-
mengen der natürlichen Zahlen einige Probleme offen, die weitere intensive Beschäftigung
verlangen.
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Hiermit versichere ich, dass ich die vorliegende Arbeit selbstständig verfasst habe. Alle
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