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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit ist der Betrachtung zweier spezieller Sorten von Constraint Satis-
faction Problemen gewidmet: Die Doméne der Variablen und Konstanten ist jeweils auf
endliche Teilmengen der natiirlichen Zahlen eingeschréankt. Constraints sind Gleichungen
von Termen aus Variablen und Konstanten iiber einer Menge von Operationen. Die zu-
gelassenen Operationen sind dabei Teilmengen der folgenden fiinf Operationen: Die drei
Mengenoperationen Vereinigung, Schnitt und Mengendifferenz sowie die paarweise Addi-
tion und paarweise Multiplikation.

1. In der ersten Variante umfasst die Doméane der Variablen und Konstanten alle end-
lichen Teilmengen der natiirlichen Zahlen.

2. Bei der zweiten Variante ist die Doméne auf endliche Intervalle iiber den natiirlichen
Zahlen eingeschrankt.

Lasst man an Operationen nur eine Auswahl der Mengenoperationen zu, so zeigen wir
fiir jedes dieser Probleme die §iﬁg—VoHsténdigkeit fiir eine der Komplexitdtsklassen L,
P und NP. In diesem Bereich gibt es kaum Unterschiede zwischen den beiden von uns
betrachteten Problemvarianten.

Beim Vorliegen von arithmetischen Operationen bleiben einige offene Fragen. Mit den ein-
zelnen Problemen wird eine wesentlich weitere Spanne von Komplexitétsklassen erreicht.
So zeigen wir fiir einzelne Probleme die NP-Vollsténdigkeit, fiir andere Probleme die ;-
Vollstandigkeit.

Dabei sind die von uns gezeigten oberen Komplexitédtsschranken fiir die Variante iiber
endlichen Intervallen zum Teil deutlich kleiner als jene fiir die Variante iiber beliebigen
endlichen Teilmengen der natiirlichen Zahlen.
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1 Einleitung

Ein Constraint Satisfaction Problem (CSP) ist ein Entscheidungsproblem, bei dem eine
endliche Menge von Variablen und eine endliche Menge von Constraints als Eingabe iiber-
geben werden und dann zu entscheiden ist, ob die Variablen so mit Werten aus einer
gegebenen Doméne belegt werden konnen, dass alle Constraints erfiillt sind.

Beim Vorliegen einer endlichen Doméne und beliebigen Constraints erweist sich das jewei-
lige CSP als NP-vollsténdig. Lésst man in den Constraints jedoch nur eine eingeschréinkte
Auswahl an Relationen zu, so ergeben sich auch Probleme in P.

Die Menge der Relationen, die in den Constraints erlaubt sind, wird Constraintsprache
genannt. Die Frage, fiir welche Constraintsprachen die zugehorigen CSPs in Polynomi-
alzeit entschieden werden konnen, hat sich in den vergangenen Jahren zu einem Gebiet
ausgiebiger Forschung entwickelt.

Feder und Vardi [EV99] vermuten eine Dichotomie fiir CSPs iiber endlichen Domé&nen
derart, dass solche CSPs entweder in P oder aber NP-vollstdndig sind. Diese Vermutung
konnte jedoch bislang nicht bewiesen werden.

Ferner beginnt sich ein steigendes Interesse an CSPs {iber unendlichen Doménen zu entwi-
ckeln. Hier ergeben sich zum Teil wesentlich héhere Komplexitidten. So wird auch in dieser
Arbeit die Unentscheidbarkeit fiir eine Reihe von Problemen bewiesen. Es ergeben sich
aber auch sehr einfache Probleme, die etwa L- oder P-vollstéindig sind. Insgesamt wird so
eine sehr grofle Spanne an Komplexitétsklassen abgedeckt.

Ein weiterer, starker theoretisch motivierter Bereich, aus dem heraus sich die in dieser
Arbeit untersuchten Fragen entwickelt haben, sind arithmetische Formeln und Schaltkreise.

Die Frage nach der Komplexitéit von Entscheidungsproblemen beziiglich derartiger For-
meln oder Schaltkreise hat seinen Ursprung bei Meyer und Stockmeyer [SM73]. Diese un-
tersuchen sogenannte Integer-Ausdriicke. Ein Integer- Ausdruck ist ein Term aus Konstan-
ten, welche einelementige Teilmengen der natiirlichen Zahlen sind, sowie der paarweisen
Addition zweier Mengen und Mengenoperationen wie Vereinigung oder Schnitt. Meyer und
Stockmeyer untersuchten das Membership-Problem, also die Frage, ob eine gegebene na-
tiirliche Zahl in der von einem Integer-Ausdruck beschriebenen Teilmenge von N enthalten
ist, sowie das Indquivalenz-Problem, also die Frage, ob zwei gegebene Integer-Ausdriicke
verschiedene Mengen beschreiben.

Aufbauend auf dieser und anderen Arbeiten untersuchten McKenzie und Wagner [MW03]
die Komplexitédt von Membership-Problemen von Schaltkreisen iiber Mengen natiirlicher
Zahlen. Die Fragestellung war eine dhnliche: Ist eine gegebene natiirliche Zahl Element
der von einem Schaltkreis berechneten Teilmenge von N?

Ein Schaltkreis ist dabei ein gerichteter, azyklischer Graph mit zwei Sorten von Knoten:
Zum einen gibt es Eingabeknoten, welchen eine natiirliche Zahl zugewiesen wird, alle ande-
ren Knoten, im Folgenden Operationsknoten genannt, wird eine Operation zugewiesen. An
Operationen konnen die paarweise Addition und Multiplikation, sowie Mengenoperatio-
nen verwendet werden. Die Anzahl der eingehenden Kanten ist fiir einen Operationsknoten
durch die Stelligkeit der ihm zugewiesenen Operation gegeben.

Es gibt in einem Schaltkreis weiterhin einen ausgezeichneten Knoten: Den Ausgabeknoten.
Jeder Knoten berechnet eine Menge natiirlicher Zahlen: Wahrend jeder Eingabeknoten die
einelementige Menge berechnet, die ihm zugewiesen ist, berechnet jeder Operationsknoten



das Ergebnis der Anwendung der ihm zugewiesenen Operation auf die von den Vorgénger-
knoten berechneten Mengen. Der Schaltkreis berechnet insgesamt die vom Ausgabeknoten
berechnete Menge.

Im Gegensatz zu den Integer-Ausdriicken ist es diesen Schaltkreisen moglich, Zwischen-
ergebnisse zwischenzuspeichern und an verschiedenen Stellen wiederzuverwenden. Schalt-
kreise bieten also die Moglichkeit grofie Zahlen und Mengen in knapperer Form zu be-
schreiben.

GlaBer et al. [GHR.T07| untersuchten fiir die beschriebenen Schaltkreise, &hnlich wie Meyer
und Stockmeyer fiir Integer-Expressions, das Aquivalenz-Problem.

In einer weiteren Arbeit untersuchten Glaer et al. [GRTWI0|] das Erfiillbarkeitsproblem
fiir Schaltkreise. Die untersuchten Schaltkreise kénnen auch unbelegte Eingangsknoten
enthalten. Das Problem war nunmehr, fiir eine gegebene natiirliche Zahl b zu entscheiden,
ob die unbelegten Eingangsknoten mit einelementigen Teilmengen der natiirlichen Zahlen
belegt werden konnen, sodass b Element der vom Schaltkreis berechneten Menge ist.
Durch diese Modifikation sind die entstehenden Schaltkreisen den CSPs noch dhnlicher.

GlaBer et al. [GIMI5] brachten nun die CSPs und die Schaltkreise zusammen. Die von
ihnen untersuchten CSPs besaflen die Menge aller einelementigen Teilmengen von N als
Domiine und erlaubten als Operationen Teilmengen von {+, x,U, N, " }.

Jedoch ist die Menge der einelementigen Teilmengen von N nicht abgeschlossen beziiglich
der genannten Mengenoperation. Deshalb ist es natiirlich, CSPs mit endlichen Teilmengen
der natiirlichen Zahlen als Doméne zu betrachten. An dieser Stelle setzt die vorliegende
Arbeit an. Es konnen einige Resultate aus den genannten Arbeiten iibertragen werden,
jedoch stellt sich auch heraus, dass einige Fragestellungen durch die vergroflerte Doméne
deutlich schwieriger werden.

Als weiteren Aspekt dieser Arbeit betrachten wir CSPs {iber der Doméne der endlichen
Intervalle von natiirlichen Zahlen. Dadurch lassen sich zum Teil leichter Vollstdndigkeiten
fiir verschiedene Komplexitédtsklassen zeigen.



2 Grundlagen

Wir beginnen mit ein paar kurzen Bemerkungen zu den in dieser Arbeit verwendeten
Notationen und Codierungen.

2.1 Grundlegende Notationen und Codierungen von Objekten

Wir verwenden Standardnotationen:

Es bezeichne N die Menge der natiirlichen Zahlen {0,1,2,...} und NT die Menge der
positiven natiirlichen Zahlen {1,2,3,...}.

Mit Pgn(N) sei die Menge aller endlichen Teilmengen von N bezeichnet. Es gilt also

Piin(N) =qger {A [ A € N}.
Weiterhin sei [N] die Menge aller endlichen Intervalle iiber den natiirlichen Zahlen, also
N] =get {{z | a <2 < b} |a,beN}.

Dabei werde ein konkretes Intervall {z | a < x < b} fiir natiirliche Zahlen a, b mit [a, ]
bezeichnet. Die Menge der Randpunkte {a,b} eines Intervals [a,b] bezeichnen wir mit
R([a,b]). Es sei insbesondere darauf hingewiesen, dass [a,b] = 0, falls a > b gilt.

Des Weiteren sei

{N} =aer {{n} [ n € N}
die Menge der einelementigen Teilmengen von N.

AuBerdem verwenden wir die folgenden verbreiteten Notationen fiir Komplexitatsklassen.

Komplexitéitsklasse enthilt die Probleme, entscheidbar in
L deterministischem logarithmischem Raum
NL nichtdeterministischem logarithmischem Raum
P deterministischer Polynomialzeit
NP nichtdeterministischer Polynomialzeit
PSPACE deterministischem polynomiellem Raum
EXP deterministischer Exponentialzeit
NEXP nichtdeterministischer Exponentialzeit

Ferner bezeichne 3; die Menge der aufzéhlbaren Probleme. Wir verwenden zudem die
iiblichen Bezeichnungen X und II? fiir die Klassen der Polynomialzeit-Hierarchie, wobei
t € N sei.

Des weiteren schreiben wir fiir A, B C N
A<l B bzw. A<P B,

wenn es eine in logarithmischem Raum bzw. polynomieller Zeit berechenbare, totale Funk-
tion f: N — N gibt, sodass € A genau dann gilt, wenn f(x) € B.
Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass wir fiir géngige NP-vollstéindige Probleme

wie SAT, 3SAT oder SOS das Wissen, dass diese sogar Siﬁg—vollstéindig fiir NP sind, als
bekannt voraussetzen.

Bei Funktionen gehen wir im Allgemeinen von totalen Funktionen aus, ohne dies jedes
Mal explizit zu erwdhnen. Wir weisen zur Erinnerung dennoch immer wieder bei einzelnen
Funktionen darauf hin, dass diese total sind.



Mit W fiir eine Funktion f : A — B und beliebige Mengen A, B notieren wir die Menge
fA) ={f(z) |z € A}.

Zudem bemerken wir einige Aspekte zur Codierung von Objekten durch natiirliche Zahlen
bzw. ein Wort tiber einem endlichen Alphabet:

In dieser Arbeit werden ausschliefilich Standardcodierungen verwendet. Die genaue Co-
dierung ist dabei in aller Regel nicht von Relevanz. Wir gehen davon aus, dass natiirliche
Zahlen stets binér, dyadisch oder k-adisch fiir ein k& > 2 dargestellt sind. In jedem Fall ist
die Lénge der Codierung einer natiirlichen Zahl n in ©(logn).

Fiir die Lénge einer Codierung eines beliebigen Objektes o schreiben wir |o|. Bei endlichen
Mengen M bezeichnen wir jedoch mit |M| die Kardinalitdt der Menge M und nicht die
Lange der Codierung.

Diese Arbeit befasst sich mit zwei Varianten von sogenannten Constraint Satisfaction
Problemen: In der einen Variante spielen beliebige endliche Teilmengen der natiirlichen
Zahlen eine wesentliche Rolle, wihrend in der anderen Variante nur endliche Intervalle
von natiirlichen Zahlen zugelassen sind.

Bei Problemen der ersten Variante gehen wir von einer Codierung aus, sodass endliche
Teilmengen der natiirlichen Zahlen {ay,...,ax} fiir k¥ € Nt so codiert sind, dass die Lénge
der Codierung in O(3F_, |az]) ist.

Im zweiten Fall sei ein Intervall [a, b] fiir natiirliche Zahlen a < b so codiert, dass die Linge
der Codierung in ©(|a| + |b]) ist.

Bei Graphen gehen wir von Adjazenzmatrizen als Représentationsform aus.

Zuletzt sei noch bemerkt, dass wir alle in dieser Arbeit betrachteten Probleme als Teilmen-
gen natiirlicher Zahlen auffassen, auch wenn wir der Einfachheit halber einzelne Probleme
beispielsweise als Mengen von Formeln oder Graphen definieren.

2.2 Definition der zentralen Probleme

Wir werden im Rahmen dieser Arbeit zwei spezielle Sorten von CSPs betrachten und diese
im Folgenden prézise definieren.

Definition 2.1

Wir definieren zunéchst Terme. Es sei X ein Variablen- oder Konstantensymbol, wobei
Konstantensymbole Codierungen von Elementen aus Pg,(N) seien. Dann ist X ein Term.
Seien ferner 3,y Terme, O C {+, x,U,N,—} und @ € O. Dann ist (8 @ 7) ein Term. Sei
T die Menge aller dieser Terme.

Es seien X,Y € T. Dann heikt X =Y Atom.

Es seien a1 = (t11 = t12),..-,0m = (tm,1 = tme2) fiir m € N Atome. Ferner seien
Xi,..., X, die in den genannten Atomen auftretenden Variablensymbole. Dann nennen
wir

p=3X7...d3Xp a1 A Nap

O-Formel oder O-Satz. Ist O aus dem Kontext ersichtlich, schreiben wir auch einfach
Formel oder Satz. Die in ¢ auftretenden Variablensymbole bezeichnen wir mit Var, und
die in ¢ auftretenden Konstantensymbole mit Const,,.

Des Weiteren sei mit T, die Menge aller in ¢ auftretenden Terme bezeichnet.

Wir definieren die Semantik von Termen. Eine totale Funktion o : Ty, — Pan(N) heifst
Termbelegung fiir ¢, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind.



e fiir Konstantensymbole C ist a(C) das Element aus Pg,(N), welches durch C codiert
ist. Wir werden der Einfachheit halber C' mit «(C) identifizieren und C somit auch
als eine endliche Teilmenge natiirlicher Zahlen auffassen.

e fiir alle Variablensymbole X gilt a(X) € Pgn(N).

e fiir alle Terme X +Y gilt: (X +Y) = a(X)+a(Y) =qer {z+y | € a(X),y € a(Y)}.
e fiir alle Terme X xY gilt: (X xY) = a(X) xa(Y) =ger {2y | x € a(X),y € a(Y)}.
e fiir alle Terme X UY gilt: o( X UY) = a(X)Ua(Y).

e fiir alle Terme X NY gilt: (X NY) = a(X) Na(Y).

e fiir alle Terme X —Y gilt: (X —Y) = a(X) —a(Y) =qes {7 | z € a(X),z ¢ a(Y)}.

¢ ist genau dann wahr, wenn es eine Termbelegung a mit a(t;1) = «a(t;2) fir alle i =
1,...,m gibt. Dann nennen wir « erfiillend oder giiltig.

Die Einschrankung einer Termbelegung 8 auf die in ¢ auftretetenden Variablensymbole
Var, heikt Variablenbelegung oder auch kurz Belegung. Es heifst 3 erfiillend oder
giiltig, wenn die von f induzierte Termbelegung erfiillend istﬂ

Mit diesen Begriffen ist es uns moglich, die fiir diese Arbeit zentralen Probleme zu defi-
nieren. Dies geschieht in der folgenden Definition.

Definition 2.2
Es sei O C {+, x,U,N,—}. Dann ist

CSp (Pﬁn(N), {=}U O) =det {p | ® ist eine wahre O-Formel}.

Weiterhin sei

CSP([N}, {=}u O) —get {(0) | ¢ ist eine O-Formel, deren Konstanten Intervalle sind?}

und es existiert eine giiltige Termbelegung a mit
a(Var, U Const,,) € [N] }

definiert.

Direkt aus der Definition ergibt sich das folgende triviale Lemma.

Lemma 2.3

Fiir O CO' C{+, x,U,N,—} und M € {Pg,(N),[N]}] gilt
CSP (M (=}u o) <log ogp (M (=}U o’).

Wir betrachten im Folgenden ein weiteres Problem, das wir als Hilfsmittel verwenden, um
zahlreiche Beweise zu vereinfachen.

'Man sieht leicht, dass es zu einer gegebenen Belegung der Variablen genau eine Termbelegung gibt,
die auf der Menge der Variablen mit dieser iibereinstimmt.

2Wir erinnern daran, dass die in diesem Kontext auftretenden Konstanten — da sie Intervalle sind —
auch als solche codiert werden. Das heifit, dass eine Konstante [a, b] fiir a,b € N und a < b so codiert ist,
dass die Lange der Codierung der Konstante in O(|a| + |b]) ist.
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Definition 2.4
Es sei O C {+, x,U,N, —}. Wir definieren
CSpP’ (Pﬁn(N), {=}U O) =def { € CSP (Pﬁn(N), {=}uU O) | jedes Atom ist von der
Form X @Y = Z oder Z = X @ Y| fiir X, Y, Z € Const,, U Var, und @ € O}

Es sei CSP’([N], {=}u O) fiir O C {N, +} analog wie CSP’ (Pﬁn(N), {=}u O) definiert.

Das folgende Lemma erlaubt es uns, in vielen Situationen davon auszugehen, dass Einga-
beformeln die geschilderte einfache Form besitzen. Es ist ndmlich in einigen Fallen moglich,
grofle Terme in mehrere kleine Terme zu zerlegen, indem man ,,Zwischenergebnisse“ in neu
hinzugefiigten Variablen speichert. Diese Vorgehensweise funktioniert bei CSPs iiber [N]
jedoch offenbar nur dann, wenn die Menge [N] beziiglich der zugelassenen Operationen
abgeschlossen ist.

Lemma 2.5
Es sei O C {+, x,U,N,—}. Dann gilt

CSP'(Pia(N), {=} U 0) =1% CSP(Pan(), {=} U O).
Falls O C {+,N}, so gilt auch
CSP’([N], (=1u o) _log CSP([N], (=1U o).

Beweis. Wir zeigen zunéchst den ersten Teil der Aussage. <198 ist trivial. Wir zeigen die
umgekehrte Reduktion.

Sei p =37...32, /\?:1 (ti’l = ti,2) eine O-Formel. Wir skizzieren die Berechnung einer
O-Formel ¢’ mit

© € CSP (Pﬁn(N), (=}U o) o o € CSP! (Pﬁn(N), (=} U o).

e Sei m;; € N die Auftretenshéufigkeit von Symbolen aus O in ¢; ;. Fiihre fiir jeden
Term ¢; ; neue Variablen X; j1,..., X; jm,; ein. Quantifiziere am Anfang der Ausga-
beformel iiber alle Variablen Xj ;
und r = 1,...,m existentiell.

Zr fﬁrizl,...7n,j:1,2, ki7]’:1,...,mi7j

4,57

e Fiir jeden Term ¢; ; und fiir £ = 1,...,m, ; filhre das Folgende aus:

— Es sei @), das k-te Symbol (von links gezéhlt) aus O im Term ¢ ;.

— Falls links von @®j, keine Klammer, sondern direkt eine Variable oder Konstante
steht, so bezeichne L diese Variable oder Konstante.

— Ist dies nicht der Fall, befindet sich links mindestens eine schliefende Klammer
direkt neben @;. Finde zu der schliefenden Klammern direkt links von @, die
zugehorige 6ffnende Klammer. Zwischen diesen beiden Klammern befindet sich
ein Term 7 @, 7’ fiir zwei Terme 7,7 und s € {1,...,m;;}. In diesem Fall
bezeichne L die Variable X ; s.

3Wenn wir im Folgenden iiber alle Atome X @Y = Z quantifizieren, sind damit auch alle Atome der
Forme Z = X @Y gemeint. Wir werden dies ab jetzt nicht mehr explizit erwéhnen.
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— L bezeichnet somit den Term, welcher der linke Operand von @ ist. Verfahre
analog auf der rechten Seite, sodass R den Term bezeichnet, welcher der rechte
Operand von @y, ist.

— Fiige an die Ausgabeformel das Atom L &, R = X; ;1 an.

e Fiir jedes Atom ¢; 1 = t; o seien Y7, Y5 die Variablen, die fiir ¢; 1 bzw. ¢; 2 stehen. Setze
je nach Verfiigharkeit von Operationen 77 + {0} = Ty, T4 x {1} =T, Ty U Ty = T,
TiNTy, =15 oder T} _®:T2.

Es kann der Algorithmus in logarithmischem Raum berechnet werden, da zu jedem Zeit-
punkt lediglich eine konstante Anzahl von Variablen oder Konstanten gespeichert werden
muss und ansonsten nur die Anzahlen von Operationssymbolen in Termen sowie die An-
zahlen von Klammern gezéihlt werden miissen.

Weiterhin hat in der Ausgabeformel jedes Atom die Form X @Y = Z fiir ® € O und
Variablen- oder Konstantensymbole XY, Z.

Ist ¢ wahr, so ist auch ¢’ wahr: Sei « eine erfiillende Termbelegung fiir . Belege die
Variablen Z1,...,Z,, in ¢’ mit a(Zy),...,a(Z;) und setze die so konstruierte Abbildung
so fort, dass sie eine Termbelegung (3 ist. Dann ist auch § erfiillend.

Ist umgekehrt ¢’ wahr, so sei 3 eine erfiillende Termbelegung fiir ¢’. Setze nun
a: Var, = P (N), X = [(X).
Dann ist « eine erfiillende Variablenbelegung fiir ¢ und es ist ¢ wahr.

Der zweite Teil der Aussage kann analog gezeigt werden. Gibt es ndmlich fiir eine O-Formel
@ € CSP([N], {=}U O) mit O C {+,N} eine erfiillende Termbelegung «, dann gilt wegen
I+J€|N] und INnJeN] firl,Je€N]

fiir jeden Term ¢
a(t) € [N].

O]

Wegen der Transitivitdt von <198 Jiirfen wir im Folgenden bei logspace-Berechnungen und
bei Berechnungen mit groflerer Komplexitét fiir eine O-Formel stets davon ausgehen, dass
diese die Form aus Definition 2.4] hat.

Das folgende Resultat zeigt, dass es fiir CSPs iiber der Grundmenge Pg, (N) moglich ist,
durch ,,—“ sowohl ,,U“ als auch ,,N* zu simulieren.

Lemma 2.6
Es gilt
CSP(Pan(N), {=} U 0) <2 CSP(Pau(N), {=,—} U (0 —{u,}))

fiir O € {+, x,U,N}.
Beweis. Die Aussage gilt wegen Lemma und weil X =Y U Z auch durch
(X-Y)-Z=0O)AY-X=0)A(Z-X=0)
sowie X =Y N Z auch durch
X-Y=0O)AX-Z=0)A(Y-(Y-2))-X=0)

ausgedriickt werden kann. O
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Es geniigt also die Probleme CSP (Pﬁn(N)a {:}UO) fir O C {U,N, —, +, x } zu betrachten,
fiir welche

—e0={untCO

gilt.
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3 CSPs mit ausschliefllich Mengenoperationen

Wir beschrinken uns zunéchst auf CSPs, bei denen keine arithmetischen, sondern nur
Mengenoperationen zugelassen sind. Diese Beschrankung macht die Situation in zweierlei
Hinsicht wesentlich einfacher:

Zum einen wird sich herausstellen, dass die betrachteten Probleme alle innerhalb von NP
liegen, wihrend — wie wir in Abschnitt 4] sehen werden — CSPs NP-hart sind, sobald ein
arithmetischer Operator zugelassen ist. Dabei werden wir auch die PSPACE- und die ;-
Hérte einiger Probleme zeigen. Die in diesem Abschnitt untersuchten Probleme fallen also
in kleinere Komplexitétsklassen.

Zum anderen gestaltet sich die Zuordnung zu einzelnen Komplexitdtsklassen in diesem
Abschnitt wesentlich leichter. Fiir jede mogliche Teilmenge O C {U,N, —} koénnen wir
CSP(M,{=} U O) fiir M € {Pgn(N),[N]} als <% _vollstéindig fiir eine der Klassen L, P
oder NP beweisen. Damit sind die genannten Probleme erschépfend behandelt. Dies wird
uns in Abschnitt [4] nicht moglich sein.

3.1 Zwei Spezialfille

Wir beginnen mit der Betrachtung zweier Spezialfiille. Zunéchst werden wir eine obere
Schranke fiir den Fall zeigen, dass alle Mengenoperationen erlaubt sind. Dies wird gleich-
zeitig eine obere Schranke fiir alle in diesem Kapitel betrachteten Probleme darstellen.
Anschliefend werden wir CSPs untersuchen, in denen gar keine Operationen zugelassen
sind.

3.1.1 Eine obere Schranke

Das folgende Lemma zeigt, dass alle CSPs, in denen keine arithmetischen Operationen
auftreten, in NP sind.

Lemma 3.1

Es sei O = {—,U,N} und M € {|N], Psn(N)}. Dann gilt CSP(M, {=} U O) € NP.
Beweis. Wir zeigen die Aussagen fiir M = Pg,(N) und M = [N] parallel.

Es sei ¢ € CSP(M, {=} U O). Weiterhin sei K = Uceconst, € im Fall M = Pgy(N) und
K = [0, max ({z € Uceconst, C})] im Fall M = [N].

Sei « eine erfiillende Termbelegung fiir . Dann ist ebenfalls 8 mit 5(X) = a(X)N K eine
erfiillende Termbelegung;:

Mittels einer strukturellen Induktion iiber die Definition einer Termbelegung lisst sich
leicht zeigen, dass 8 eine Termbelegung ist.

Angenommen, (§ wire nicht erfiillend. Dann gibe es ein Atom t; = to mit Termen t¢1, to,
sodass a(t1) = a(te), aber a(t;) N K # a(ty) N K. O.B.d.A. existiere ein

z € (a(t1) NK) — (ate) NK).
Also gilt z € K und somit x € a(t1) — a(t2), im Widerspruch zu a(t1) = a(ts).

Wann immer also eine erfiillende Termbelegung fiir ¢ existiert, gibt es auch eine erfiillen-
de Termbelegung, in deren Wertebereich nur Mengen aus ,kleinen“ Zahlen vorkommen,
d.h. die auftretenden Zahlen sind kleiner oder gleich der gréfiten in einer Konstanten
enthaltenen Zahl. Daraus folgt unmittelbar, dass der folgende nichtdeterministische Poly-
nomialzeitalgorithmus entscheidet, ob ¢ € CSP(M, {=} U O).
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1. Rate nichtdeterministisch eine Variablenbelegung mit Werten aus {A € M | A C K}.

2. Teste, ob die Belegung erfiillend ist und gib entsprechend 0 oder 1 zuriick.

Der Schritt (1| kann in Polynomialzeit ausgefiihrt werden, weil K im Fall M = Pg,(N)
lediglich O(|¢|) Elemente enthilt und im Fall M = [N] die Intervallgrenzen aus einer
Menge mit lediglich polynomiell langen Zahlen ausgewéhlt werden miissen. O

Bemerkung 3.2

Bei der Untersuchung von CSPs mit ausschliefSlich Mengenoperationen treten einige NP-
vollstindige Probleme auf. Durch das obige Lemma zusammen mit Lemma haben wir
bereits fiir jedes dieser Probleme die Zugehorigkeit zu NP gezeigt. Es gentigt nun also, fiir
jedes dieser Probleme die Slﬁg—Hdrte fiir NP zu zeigen. Die glﬁg—Vollstdndigkeit folgt dann
sofort.

3.1.2 CSPs ohne Operationen

Nun betrachten wir den Fall, dass gar keine Operationen zur Verfiigung stehen. Es ist
CSP(M, {=}) fiir M € {Pan(N), [N]}ﬂdas einzige in dieser Arbeit betrachtete CSP, welches
wir nicht als §flg—hart fiir P beweisen konnen.

Wir zeigen fiir dieses Problem die Zugehorigkeit zur Komplexitédtsklasse L. Dazu verwen-
den wir das Erreichbarkeitsproblem in ungerichteten Graphen.

Definition 3.3

Es sei (V, E) ein ungerichteter Graph. Fiir u,v € V heifit v erreichbar von u aus, wenn u =
v gilt oder es k € Nt und Knoten vy, vs, ..., v, mit (u,v1), (v1,v2), ..., (Vk_1, V%), (Vk,v) €
E gibt.

Damit definieren wir

USTCON = {{(((V, E),u,v)) |(V, E) ist ein ungerichteter Graph mit u,v € V und

w ist von v aus erreichbar}.

Es war lange Zeit unklar, ob USTCON € L gilt. Die gerichtete Variante des Problems ist
als NL-vollsténdig bekannt. Da ungerichtete Graphen spezielle gerichtete Graphen sind, ist
zum einen klar, dass USTCON e NL gilt, zum anderen bestand die berechtigte Hoffnung,
dass sich die Erreichbarkeit fiir den Spezialfall eines gerichteten Graphs leichter entscheiden
l&sst.

Papadimitriou [Pap94] etwa weist darauf hin, dass das Problem einfacher sei als die ge-
richtete Variante, da es in randomisiertem logarithmischem Raum gel6st werden kénne,
auch wenn es ihm nicht moglich sei, die Zugehorigkeit zu L zu zeigen.

Schlieflich konnte Reingold [Rei05] zeigen, dass USTCON sogar in deterministischem
logarithmischem Raum entschieden werden kann.

Er weist auch darauf hin, dass es in logarithmischem Raum berechenbare Transformationen
zwischen natiirlichen Reprisentationen von Graphen gebe und somit das Resultat zum
groflen Teil unabhéngig von der Représentation des Eingabegraphs sei. Explizit erwédhnt
er in diesem Zusammenhang die Darstellung eines Graphen als Adjazenzmatrix.

Daher werden wir in der im Folgenden dargestellten Berechnung von USTCON-Instanzen
von Adjazenzmatrizen als Reprisentationsform der Graphen ausgehen.

“Fiir den verbleibenden Abschnitt gehen wir von M € {Pg,(N), [N]} aus, ohne dies erneut zu erwihnen.
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Unter Verwendung von polynomiell vielen Anfragen an USTCON kann die folgende Aus-
sage bewiesen werden:

Lemma 3.4
Es gilt CSP(M, {=}) € L.

Beweis. Es sei ¢ eine ()-Formel, also
e=3X1...3X, V1 =Y2) A+ A (Yam—1 = Yom)

fir n,m € N und Y; € Var, U Const,.

Wir betrachten den ungerichteten Graphen G, = (V,, E,) mit V,, = Var, U Const,, und
E,={{Yaic1,Yoi} | i=1,...,m A Yai_1 # Yaf].

Die totale Funktion f mit ¢ — G ist in FL, da fiir jedes Atom lediglich die entsprechende
Spalte und Zeile in der Adjazenzmatrix des Graphen zu suchen ist. Dies erfordert lediglich
logarithmischen Speicher, da zu jedem Zeitpunkt hochstens zwei Verweise auf Konstanten
oder Variablen zu speichern sind]

Wir zeigen
¢ ist nicht wahr < 3C,C2 € Const, C V,, : (01 # Co A (1 ist von Cy aus erreichbar)

»= Wir zeigen die Kontraposition. Es gebe also fiir je zwei verschiedene Konstanten
C1, Cs keinen Pfad von C nach Cs. Wir konstruieren iterativ eine erfiillende Termbelegung
a. Setze o(C) = C fiir jede Konstante C. Setze ferner iterativ fiir jede Variable X fiir die
ein Y € Var, U Const, mit

e definiertem «(Y’) und
e cinem Atom X =Y bzw. Y = X in ¢

existiert, a(X) = a(Y'). Setze dann, nachdem das geschilderte iterative Verfahren stationér
geworden ist, fiir alle verbleibenden Variablen X

a(X) = 0.

Es wird also jede Variable mit () oder mit dem Wert einer Konstanten belegt. Wire nun
ein Atom Y5;_1 = Yo; von ¢ nicht erfiillt, so wére nach der Konstruktion von «

a(Yoi—1) # DN a(Ya) # 0

und somit a(Y2;—1), a(Y2;) € Const,. Nach Konstruktion von o miisste es dann aber einen
Pfadm von einer Konstanten C' mit C' = «(Y2;—1) zu Y2;—; und weiterhin einen Pfad von
einer Konstanten C’ = «(Y2;) zu Ys; geben. Dann gébe es aber auch einen Pfad von C zu
C’, was wegen C' = «o(Ya;—1) # a(Ys;) = C’ ein Widerspruch wiire.

SWir gehen hierbei davon aus, dass Konstanten mit dem gleichen Wert auch gleich codiert sind.

5Die jeweilige Konstante kann zwar nicht notwendig in logarithmischem Raum gespeichert werden, es
geniigt jedoch ein Zeiger auf diese. Der Gleichheitstest fiir zwei Konstanten mit -sagen wir- linearer Lange
ist offenbar in logarithmischem Raum méglich.

"Wir verwenden hier den Begriff Pfad so, dass es in jedem Graphen fiir jeden Knoten einen Pfad zu
sich selbst gibt, ndmlich den trivialen Pfad, der keine Kante verwendet.
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»<": Erreichbarkeit zweier Knoten C7,Cy € Const, C V in G, bedeutet, dass fiir jede
erfiillende Termbelegung «

Oz(Cl) = Oé(CQ)
gilt. Wegen C # Cs gibt es daher keine erfiillende Termbelegung und ¢ ist nicht wahr.

Betrachte den folgenden Algorithmus:

e Eingabe: ()-Formel ¢
e Fiir je zwei Konstanten C, C’:
— Falls C von C” aus in f(y) erreichbar ist, gib 0 zuriick.

e Gib 1 zuriick.

Es ist hinreichend zu zeigen, dass der Schleifenrumpf in deterministisch logarithmischem
Raum ausgefiihrt werden kann. Da mit cystcon(f(p), C,C") lediglich eine Verkettung
von polynomiell vielen logspace-Berechnungen zu berechnen ist, gilt dies. Es folgt daher
CSP(M, {=}) € L. O

Mit Lemma [3.4]ist trivialerweise klar, dass CSP (M, {=}) <I8_vollsténdig fiir L ist. Den-

noch zeigen wir die Reduktion USTCON <l°s CSP (M, {:}), um zu zeigen, dass ein di-
rekter Beweis von CSP (M, {=}) € L genauso schwierig wie ein Beweis fiir USTCON € L
ist.

Es sei G = (V,E) mit V = {v1,...,v,} ein ungerichteter Graph und v;,v; € V. Falls
i = j, so gib ) = {0} zuriick.
Andernfalls gib

p=T... 3V, (Vi={ohAVi={1HhAr A (Va=W)
(vs,vt)EE

zuriick.

Mit einer dhnlichen Argumentation wie im Beweis von Lemma [3.4] l4sst sich zeigen, dass
es genau dann einen Pfad von v; nach v; gibt, wenn die zuriickgegebene Formel nicht wahr
ist.
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3.2 Vereinigung

In diesem Abschnitt zeigen wir die <198-Vollsténdigkeit von CSP <77ﬁn(N), {=, U}) fiir P
und die <18-Vollstéindigkeit von CSP([N], {=, U}) fiir NP.

3.2.1 CSP(Pﬁn(N),{z,u}>

Lemma 3.5
Es gilt CSP (Pﬁn(N), (=, u}) e Pp.

Beweis. Nach Lemma geniigt es, fiir eine {U}-Formel ¢ in Polynomialzeit zu entschei-
den, ob ¢ in CSP’((Pﬁn(N), {=, U}) liegt. Es sei also

t
i=1

mit k,t € N und Variablen- oder Konstantensymbolen A;, B;, C;.
Der folgende Algorithmus entscheidet, ob es eine erfiillende Belegung der Variablen gibt.

Dazu sei
K= |J c

CeConsty,

X falls X Konstante

1. Setze a(X) = {K .
sons

2. Wende fiir jedes Atom X UY = Z die folgenden Regeln an.

(a) Setze a(Z) = a(Z) N (a(X)Ua(Y)).
(b) Setze a(X) = a(X) Na(Z) und analog (YY) = a(Y) Na(Z2).
(c) Falls a(C) fiir eine Konstante C' gedndert wurde, gib 0 zuriick.

3. Hat sich in Schritt 2 eine Anderung eines Wertes a(X) fiir ein X € Var,, ergeben,
so fithre Schritt [2] erneut aus.

4. Gib 1 zuriick.

Um zu sehen, dass der Algorithmus ein Polynomialzeitalgorithmus ist, geniigt es, zu zeigen,
dass der Schritt [2 nur polynomiell oft ausgefithrt wird. Dies ergibt sich direkt daraus, dass
es fiir jede Variable X hochstens |K| Anderungen des Wertes «(X) gibt.

Es bleibt zu zeigen, dass der Algorithmus genau dann 1 zuriickgibt, wenn ¢ wahr ist.

»,= Es gebe der Algorithmus 1 zuriick. Mit a/(X) bezeichnen wir im Folgenden den Wert
fiir eine Variable X zum Ende der Ausfithrung des Algorithmus. Wir zeigen nun, dass
die Belegung « so konstruiert wurde, dass fiir jedes Atom A; U B; = C; die Gleichung
a(A;) Ua(B;) = a(C;) erfiillt ist.

Angenommen, es sind nicht alle Gleichungen a(A4;) U a(B;) = «(C;) erfiillt. Dann gibt
es ein j, sodass a(A4;) U «(B;) # a(C;) gilt. Wir schreiben im Folgenden A, B,C' fiir
a(Aj), a(Bj), a(C;) und unterscheiden die folgenden Fille.
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e Jre(C - (AUB):

Dann hétte bei der letzten Ausfithrung von Schritt [2) bei der sich nichts mehr geén-
dert hat, die Regel
C=Cn(AUB)

angewendet werden miissen und es wire daher x ¢ C.

e dz € (AUB) —-C:
In dieser Situation hétten noch die Regeln aus

A=ANnC B=BnC
angewendet werden miissen, sodass = ¢ AU B gegolten hétte.

Wir erhalten somit jeweils Widerspriiche. Folglich ist ¢ wahr.

»<“ Es sei § : Const, U Var, — Pan(N) eine erfiillende Belegung, wobei §(C) = C fiir
alle C' € Const,, gelte. Wir kénnen davon ausgehen, dass §(Const, U Var,) C P(K) gilt,
da andernfalls 3(X) durch (X )N K ersetzt werden konnte und alle Gleichungen so erfiillt
blieben.

Vor der ersten Ausfithrung von Schritt [2] gilt offenbar

VX € Const, U Var, : f(X) C a(X). (%)
Wir zeigen: Gilt (%) vor der Anwendung einer der Regeln, dann auch danach.

e Regel Wir bezeichnen mit U, den Wert von «(Z) vor Anwendung der Regel und
mit U, den Wert nach der Anwendung. «(X) und a(Y) bezeichnen die jeweiligen
Wert zum Zeitpunkt der Anwendung der Regel, die Werte dndern sich durch An-
wendung der Regel nicht. Falls U, = U, so gilt (x) offenbar auch nach Anwendung
der Regel. Andernfalls existiert ein x € U, — U, also gilt = ¢ a(X) U a(Y). Dann
folgt aber wegen (x)

z ¢ BX)UB(Y),

also auch x ¢ B(Z), weswegen (*) auch nach Anwendung der Regel gilt.

e Regel 2b} Offenbar geniigt es hier, nur die erste der beiden Gleichungen zu betrachten.
Wir bezeichnen mit U, den Wert von a(X) vor der Anwendung der Regel und mit
U,, den Wert nach der Anwendung. a(Z) bezieht sich auf den Wert zum Zeitpunkt
der Anwendung der Regel, dieser éndert sich durch die Anwendung der Regel nicht.

Falls U, = Uy, so gilt (*) auch nach Anwendung der Regel. Andernfalls existiert ein
x € Uy, — U,, also gilt © ¢ a(Z). Dann folgt aber wegen (x)

z ¢ B(Z),

also auch = ¢ B(X), weswegen (x) auch nach Anwendung der Regel gilt.

Insbesondere gilt also fiir jede Konstante C' zu jedem Zeitpunkt der Ausfithrung des Al-
gorithmus C' = B(C) C a(C) C C, also wird der Wert von «(C') nicht veréndert und der
Algorithmus gibt 1 zuriick. O

Es ist CSP (Pﬁn(N), {=, U}) sogar <w2&-hart fiir P. Dies zeigt das folgende Lemma.
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Lemma 3.6
CSP (Piu(N), {= U} ) ist <E-hart fir P.

Beweis. Wir verwenden das aus als P-vollstdndig bekannte Problem MONOTONE CIR-
culT VALUE EVALUATION|GHROI], welches wir mit MCVE bezeichnen. Wir werden

MCVE <I¥ CSP(Pyn(N), {=, U} ) zeigen.
Wir betrachten den folgenden Algorithmus:

¢ Eingabe: Codierung @ eines monotonen booleschen Schaltkreises « mit Eingaben
Z1,...,oy € {0,1}. Es seien die or-Gatter mit o1,...,0, und die and-Gatter mit
ai,...,a;, bezeichnet, wobei 0.B.d.A. o das Ausgabe-Gatter sei.

e Wir beschreiben sukzessive eine Formel . Es sei

o =3X;...3X,,30; ...30,3A,3H,3H] ... 3A,,3H,,IH],
(X1, X0y, O1,y o, Op, Ay ooy A, Hy HY oo Hy HY).

Mit jedem Eingang und jedem or- und and-Gatter korrespondiert also eine Variable,
wobei es zu jedem and-Gatter zusétzlich noch zwei Hilfsvariablen gibt.

e Setze w(Xl,...,Xn,Ol,...,Ok,Al,...,Am,HhH{...,Hm,H;n) auf

n o k m
/\ <Xi _ {él} falls z; =1 ) A /\ Xor A /\ Xa; A (O = {1}).
i=1 i=1 i=1

sonst

Es steht dabei im Folgenden die Menge {1} fiir die 1 im booleschen Schaltkreis und
die Menge 0 fiir eine 0.

e Ist o; ein or-Gatter und sind A, B die Variablen, die fiir die Eingénge von o; stehen,
so setze Xo, = (0; = AU B).

e Ist a; ein and-Gatter und sind A, B die Variablen, die fiir die Eingéinge von a; stehen,
so setze x4, = (A UH; = A) A (4; U H] = B).

e Gib f(@) = ¢ zurtick.
Wir bezeichnen die vom Algorithmus berechnete Funktion mit f.

Es kann f in logarithmischem Raum berechnet werden, da stets nur konstant viele Varia-
blen oder Konstanten gemerkt werden miissen. Ferner ist leicht ersichtlich, dass fiir einen
Schaltkreis «, der bei Eingabe z1,...,z, den Wert 1 ausgibt, die Formel f(@) wahr ist:
Es miissen lediglich alle Variablen O; und A; mit dem Wert belegt werden, der fiir den
Ausgabewert der entsprechenden Gatter o; und a; steht, also {1} fiir 1 und § fiir 0. Fiir
or-Gatter erfordert die Formel ¢ dies, fiir and-Gatter ist es moglich, eine Belegung zu
wiéhlen, die alle Atome der Formel erfiillt. Es bleibt somit die Riickrichtung zu zeigen:

Sei also ¢ = f(a@) fir die Codierung @ eines monotonen Schaltkreises @ mit Eingabe
x1,...,Ty eine wahre Formel. Wir zeigen, dass der Schaltkreis a bei Eingabe x1,...,z,
den Wert 1 ausgibt.

Da ¢ wahr ist, existiert ein totales

B:{Xl,...,Xn,Ol,...,Ok,Al,...,Am,Hl,...,Hm,Hi,...,H;n}—>Pﬁn(N),
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sodass

¢(B(X1)v s 7B(Xn)7ﬁ(01)a s )B(Ok)aﬁ(Al)a s >B(Am)¢B(H1)7ﬁ(Hi)v s 7B(Hm)7B(H7/n))

wahr ist. Dann gilt W C {{1},0}:

Dies hat seine Ursache darin, dass die §(X;) laut Formel einen dieser Werte annehmen
miissen und alle 3(0;), B(A;), B(H;), B(H}) eine Teilmenge der Vereinigung der beiden
yeingehenden Variablen“ sein miissen.

Sei v :{o1,...,0k,a1,...,am} — {0,1} die Funktion, die jedem Gatter des Schaltkreises

a bei Eingabe z1, ..., x, seinen Ausgabewert zuordnet.
Wir zeigen induktiv die folgenden Aussagen, wobei max({)) = 0 sei

(A) max(8(X,)) < x, r=1,...,n,
(B) max(5(0;)) < (o), i=1,...k und
(C) max(8(4;)) < ~v(a;), j=1...,m.

Die Aussagen in (A) sind klar. Es sei nun ein Gatter g mit der korrespondierenden Variable
G gegeben. Die beiden Eingéinge seien Eingénge des Schaltkreises, or- oder and-Gatter und
es gelte fiir ihre Werte a, b und die zu ihnen korrespondierenden Variablen A, B

max(3(A)) <a und max(8(B)) <b.
Wir unterscheiden zwei Fille:

e g ist ein or-Gatter. Falls v(g) = 1, gilt die Bedingung trivialerweise. Andernfalls gilt
a=b=0, also 3(A) = 0 und S(B) = 0 und somit auch 3(G) = B(A) U B(B) = 0.

e ¢ ist ein and-Gatter. Falls v(g) = 1 gilt die Bedingung trivialerweise. Andernfalls
gilt 0.B.d.A. @ = 0 und somit S(A) = 0. Wegen 5(G) C B(A) gilt 3(G) = 0.

Aus 1 = max(8(0)) < v(ox) <1 folgt y(or) = 1 und damit die Behauptung. O
Nun lésst sich der folgende Satz formulieren.

Satz 3.7
Es ist CSP (Pﬁn(N), {=, U}) <% vollstindig fiir P.

Beweis. Die Aussage folgt aus den Lemmata [3.5 und O

3.2.2 CSP([N], {:,u})

Wider Erwarten ist fiir O = {U} das Problem CSP(|N],{=} U O) schwerer als das Pro-
blem CSP ([P (N)], {=} U O)F} Weil die Variante iiber [N] zuerst wie eine Einschréinkung
der Variante iiber Pg,(N) erscheint, wiirde man auf den ersten Blick eher das Gegenteil
erwarten. Die {U}-Formeln {iber [N] sind auch tatséchlich eine eingeschrénkte Version der
Formeln iiber Pg,(N), da der einzige Unterschied darin besteht, dass die Konstanten eine
bestimmte Form aufweisen miissen.

Dadurch, dass in der Variante iiber den Intervallen jedoch auch die Variablen nur mit

Intervallen belegt werden diirfen, erhalten wir in dieser speziellen Situation eine grofiere
Ausdruckskraft.

8Diese Aussage gilt zumindest dann, wenn P # NP gilt.

21



So konnen wir etwa mit dem Satz 3X3Y [0]U[2] = X UY ausdriicken, dass genau eine der
zwel Variablen unter einer erfiillenden Variablenbelegung den Wert [0] annimmt, wihrend
die andere den Wert [2] zugewiesen bekommt.

Dies ist nicht méglich, sobald Variablen beliebige endliche Teilmengen zugewiesen werden
kénnen.

Mit Hilfe derartiger Tricks kénnen wir 3SAT <128 CSP([N], {=, U}) zeigen.

Lemma 3.8
Es gilt 3SAT <% CSP([N], {:,u}).

Beweis. Sei H eine aussagenlogische Formel in konjunktiver Normalform mit genau drei
Literalen pro Klausel und Variablen z1,...,z,, also H = /\:Zl K; fir Klauseln K; =
lin V12V l; 3 mit Literalen [; ; aus der Menge {x1, ~21, 22, 7%2,. .., Zp, Ty }.

Wir skizzieren eine {U}-Formel ¢ mit ¢ € CSP([N],{z,U}) < H € 3SAT. In dieser

wird zunéchst iiber die Variablen X,«,X{H,Li,l,Liyg, L; 3 existenziell quantifiziert, wobei r =
1,...,nund ¢ =1,...,m.

Es gibt also fiir jede aussagenlogische Variable zwei Variablen in . Diese Variablen dienen
dazu, fiir die zugehorigen aussagenlogischen Variablen den jeweiligen Wahrheitswert sowie
dessen Negation zu beschreiben. Dabei wird der Wert [2] fiir den Wahrheitswert 1 und der
Wert [0] fiir den Wahrheitswert 0 stehen. Wir beschreiben die weitere Formel ¢:

/n\ (Xr UX!=[0]u [2])

r=1

Unter einer erfiillenden Variablenbelegung hat somit jede Variable von ¢ einen Wert aus
{[0], [2]} und eine Variable X, hat genau dann den Wert [0], wenn X/ den Wert [2] hat.
Es beschreibt also X, den Wert von x, und X, den Wert von —z/.

Es ordne s : {(i,j) | i € {1,...,m},j € {1,2,3}} — {1,...,n} dem Paar (i,j) den
Index der Variable in [; ; zu. Nun ist sicherzustellen, dass jedes L; ; den richtigen Wert aus
{Xs(ig)s X;(i’j)} annimmt. Dies fordern wir in ¢ durch

/3\<L»-— {Xs(m-) falls I j = 24 )
1,0 _ o .
AR X;(i,j) falls I; j = —x;

=

Wenn die aussagenlogischen Variablen von 1 so mit 0 oder 1 belegt werden kénnen, dass
in jeder Klausel mindestens ein Literal den Wahrheitswert 1 hat, ist ¢ erfiillbar. Dies kann
in ¢ wie folgt beschrieben werden:

/\ (Li,l ULiaUL;zUl0]=[0]U [2])-

1<i<m

Damit gilt
o CSP([N], {:,u}) & H e SAT.

Mit der Feststellung, dass zu jedem Zeitpunkt der Ausfithrung des Algorithmus lediglich
konstant viele Indizes der polynomiell vielen Variablen zu speichern sind und damit ledig-
lich logarithmischer Raum fiir die Berechnung der geschilderten Reduktion benétigt wird,

ist der Beweis vollstdndig.
O
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Nun ldsst sich leicht die NP-Vollsténdigkeit von CSP([N], {=, U}) zeigen.

Satz 3.9
CSP([NL {= U}> ist <8 -vollstindig fiir NP,

Beweis. Die Hérte ergibt sich aus Lemma 3.8, Die Zugehorigkeit zu NP ergibt sich aus
Bemerkung [3.2 O
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3.3 Schnitt
Analog zu Abschnitt [3.2.1f kann wie fiir CSP (Pﬁn(N),{:,U}) auch fiir das Problem
CSp (Pﬁn(N),{:,ﬂ}> die <198-Vollstéindigkeit fiir P gezeigt werden. Fiir die Variante

iiber endlichen Intervallen koénnen wir jedoch nicht wie fiir CSP([N],{z,U}) die NP-

Vollstandigkeit zeigen. Wir werden vielmehr sehen, dass CSP ([N], {=, ﬂ}) vollsténdig fiir
P ist.

3.3.1 CSP (Pﬁn(N), {=, m})
Lemma 3.10
Es gilt CSP (Pﬁn(N), (=, m}) e p.

Beweis. Wie im Beweis von Lemma [3.5 geniigt es gem#f Lemma [2.5] in Polynomialzeit
zu entscheiden, ob ¢ € CSP’ (Pﬁn(N), {=, ﬂ}) fiir eine Formel

t
QDZHXl...Ele/\AiﬁBi:CZ’,
i=1

mit k,t € N und Variablen- oder Konstantensymbolen A;, B;, C; gilt.

Der folgende Algorithmus entscheidet, ob es ein totales « : Const, U Var, — Pgn(N) mit
a(c) = c fiir alle Konstanten gibt, sodass die Gleichungen a(A;) U a(B;) = a(C;) gelten.

X falls X Konstante

1. Setze a(X) =
< {@ sonst
2. Wende fiir jede Gleichung X NY = Z die folgenden Regeln an.

(a) Setze a(Z) = a(Z) U (a(X) Na(Y)).
(b) Setze a(X) = a(X)Ua(Z) und analog o(Y) = a(Y) Ua(Z2).
(c) Falls o(C) fiir eine Konstante C' gedndert wurde, gib 0 zuriick.

3. Hat sich in Schritt [2| eine Anderung eines Wertes a(X) fiir ein X € Var,, ergeben,
so fithre Schritt [2| erneut aus.

4. Gib 1 zuriick.

Wie im Beweis von Lemma lésst sich nun zeigen, dass der Algorithmus genau dann 1
zuriickgibt, wenn ¢ wahr ist. O

Durch eine dhnliche Reduktion wie in Lemma lasst sich die giﬁg-Harte des Problems
CSp (Pﬁn(N), {=, ﬂ}) fiir P zeigen.

Lemma 3.11
CSP (Pﬁn(N), (=, n}) ist <\ hart fiir P.

CSP([N], {=, ﬂ}) ist <1%8-hart fiir P.

Beweis. Wir zeigen beide Behauptungen parallel. Der folgende Algorithmus berechnet eine
Reduktionsfunktion von MCVE auf die beiden genannten Probleme.

24



e Eingabe: Codierung @ eines monotonen booleschen Schaltkreises o mit Eingaben
Z1,...,oy € {0,1}. Es seien die or-Gatter mit o1,...,0, und die and-Gatter mit
ai,...,ay, bezeichnet, wobei 0.B.d.A. oy das Ausgabe-Gatter sei.

e Wir bauen sukzessive eine Formel ¢ auf. Dazu sei

¢ =3X;...3X,30,...30,34; ... 3A,,3IH,3H, ... 3H,,3H],
$(X1,..., X0, 01, ..., 0, Ar, ..., Ay, Hy, H, ... Hy, H.).

Mit jedem Eingang und jedem or- und and-Gatter korrespondiert also eine Variable,
wobei es zu jedem and-Gatter zusétzlich noch zwei Hilfsvariablen gibt.

e Setze Ib(Xl,...,Xn,Ol,...,Ok,Al,...,Am,Hl,H{...,Hm,HT/n) auf

n k m
/\(Xi:{él} fausmi:o)/\/\Xoi/\/\Xai/\(Ok:@)'
i=1 i=1 i=1

sonst

e Ist o; ein or-Gatter und sind A, B die Variablen, die fiir die Eingédnge von o; stehen,
so setze X, = (0; = AN B).

e Ist a; ein and-Gatter und sind A, B die Variablen, die fiir die Eingéinge von a; stehen,
so setze Xq, = (AZ- NH; = A) A (Ai mHZ( = B)‘

e Gib f(@) = ¢ zuriick.

Wir bezeichnen die vom Algorithmus berechnete Funktion mit f. Es kann f in logarith-
mischem Raum berechnet werden, da stets nur konstant viele Variablen- oder Konstan-
tensymbole zu speichern sind.

Wir zeigen ferner
@€ MCVE & f(a) = ¢ € CSP (Pﬁn(N), (=, m}) o f(@) e csp([N], (=, m}).

Die rechte Aquivalenz gilt, da in ¢ lediglich Intervalle als Konstanten auftreten und zudem
bei einer erfiillenden Belegung alle Variablen X;, A;,O; mit Teilmengen von [1] belegt
werden miissen und daher im Falle der Existenz einer erfiillenden Belegung diese so gewéhlt
werden kann, dass alle Variablen mit Teilmengen von [1] belegt sind.

Es bleibt die linke Aquivalenz zu zeigen:

»=“ Wenn o € MCVE gilt, also der Schaltkreis den Wert 1 ausgibt, dann kénnen alle
Variablen A;, O; mit () belegt werden, wenn das entsprechende Gatter den Wert 1 liefert,
und andernfalls mit {1}. Die H;, H] kénnen alle mit {1} belegt werden. Dann gilt v(Oy) = 0)
fiir die von uns beschriebene Belegung . Zudem sieht man leicht, dass fiir jedes ,,and*“-
und fiir jedes ,or“-Gatter die zugehdrige Bedingung x,, bzw. x,, in ¢ erfiillt ist.

Es gilt also ¢ € CSP (Pﬁn(N), {=, ﬂ})

»,<=“ Sei nun @ ¢ MCVE, der Schaltkreis berechne also im Gatter o, den Wert 0. Per
Induktion iiber die Tiefe eines Gatters lésst sich fiir jedes Gatter ¢ mit zugehoriger Variable
C in ¢ und eine beliebige Terminterpretation 8

B(C) = = c liefert den Wert 1
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zeigen. Weil o, den Wert 0 liefert, gilt fiir jede Terminterpretation [
B(O) # 0.

Also gilt ¢ ¢ CSP (Pﬁn(N), {=, ﬂ}) O
Damit gilt folgender Satz:

Satz 3.12
CSpP (Pﬁn(N), {=, ﬂ}) ist <18 _ollstindig fiir P.

Beweis. Die Aussage folgt aus den Lemmata und O

3.3.2 CSP([N], {=, n})

Wir zeigen fiir CSP([N], {=, ﬁ}) die Zugehorigkeit zu P.

Lemma 3.13
Es gilt CSP([N], {:,m}) e P.

Beweis. Gemif Lemma ist es hinreichend, CSP’([N], {=,N}) € P zu zeigen. Sei daher
¢ eine {N}-Formel, deren Atome die Form AN B = C haben.

Wir geben einen iterativen Algorithmus an, der CSP([N], {=, ﬂ}) entscheidet. Betrachte
die Abbildung « : Var, U Const, — [N], die vermoge a(X) = 0 fir X € Var, und
a(C) = C fur C € Const,, definiert sei. Der folgende Algorithmus verdndert die Werte der
Abbildung:

1. Wende fiir jedes Atom X NY = Z die folgenden Regeln an:

(a) Setze zunichst a(Z) = a(Z) U (a(X) N a(Y)) und darauthin dann «a(Z) =
[min ((Z)), max (a(2))].

(b) Setze zuerst a(X) = a(X)Ua(Z) und dann (X ) = [min (e(X)), max («(X))]
und analog fiir Y.

(c) Falls o(C) fiir eine Konstante C' gedndert wurde, gib 0 zuriick.

2. Hat sich in Schritt [1f eine Anderung eines Wertes a(X) fiir ein X € Var,, ergeben,
so fithre Schritt [1] erneut aus.

3. Gib 1 zuriick.

In jeder Ausfithrung von Schritt [1| mit Ausnahme der letzten wird der Wert a(X) einer
Variablen X € Var, gedndert. Induktiv ldsst sich zeigen, dass o(X) fiir jedes X € Var,
zu jedem Zeitpunkt der Ausfithrung des Algorithmus einen Wert [a, b] besitzt, wobei a, b
Intervallgrenzen von Konstanten der Formel ¢ sind oder [a, b] = () gilt:

Der Induktionsanfang ist klar. Es werde nun der Wert a(X) fiir ein X € Var, veréndert.
Wir unterscheiden zwei Félle:

1. Durch Anwendung der Regel |'1__a| auf X =Y NZ fir Y,Z € Var, U Const, wird
a(X) gedndert. Nach Induktionsannahme haben o(X), a(Y), «(Z) vor Anwendung
der Regeln Intervallgrenzen, die auch in Konstanten als Intervallgrenzen auftreten.
Dann gilt dies auch fiir a(Y) Na(Z) und damit auch fir o(X) nach Anwendung der
Regeln.
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2. Der Fall Z = X NY fir Y, Z € Var, U Const,, kann analog behandelt werden.

Da es nur linear viele Intervallgrenzen von Konstanten gibt und die Werte a(X) fiir X €
Var, monoton wachsen, fiihrt der Algorithmus nur polynomiell oft den Schritt [I| aus. Der
Algorithmus arbeitet somit in Polynomialzeit.

Wir zeigen nun, dass der Algorithmus genau dann 1 zuriickgibt, wenn es eine erfiillende
Belegung der Variablen von ¢ gibt.

»=": Es gebe der Algorithmus 1 zuriick. Wir zeigen, dass dann oy, mit den Werten bei
der Terminierung des Algorithmus eine erfiillende Belegung darstellt. Angenommen, dies
ist nicht so. Dann gibt es ein Atom Z = X NY mit

a(X)NnaY) #a(Z).
Wir unterscheiden zwei Fille.

1. Jz € (a(X)Na(Y)) — a(Z). In dieser Situation hétte der Algorithmus jedoch nicht
mit Riickgabe 1 terminiert, sondern die Regel [laj auf a(Z) angewendet.

2. 3z € o(Z) — (a(X) Na(Y)). Hier hétte der Algorithmus statt zu terminieren die
Regel [ID] angewendet.

Folglich ist « eine erfiillende Belegung der Variablen.

»<“ Sei B : Var, — [N] eine erfiillende Belegung der Variablen von ¢. Wir schreiben
weiterhin §(C) fiir den Wert C' einer Konstanten C'. Wir zeigen, dass zu jedem Zeitpunkt
der Ausfiihrung des Algorithmus a(X) C (X)) fiir alle X € Var,U Const,, gilt. Zu Beginn
der Ausfithrung gilt dies offenbar. Fiir ein beliebiges Atom X N'Y = Z schreiben wir
U =get &(X), V =gef a(Y) und W =4¢t a(Z) fiir die aktuellen Werte und betrachten, was
passiert wenn eine der Regeln angewendet wird. Wir schreiben dabei U’, V', W’ fiir die
Werte von a(X),a(Y), a(Z) nach der Ausfithrung der jeweiligen Regel.

1. Es werde die Regel [la] angewendet. Es gilt
UCaX) VCay) W C a(2).
Weiter gilt dann
W =WuUnV)CB2)U(BX)NBY)) C B(2).
2. Es werde die Regel [1blangewendet. Wir betrachten lediglich die Regel fiir X. Es gilt
UCalX) W C a(Z).
Weiter gilt dann wegen 5(Z) C 5(X)
U'=UUW C B(X)UB(Z) C B(X).
Insbesondere gilt also fiir jede Konstante C
a(C) C B(C)

zu jedem Zeitpunkt der Ausfithrung des Algorithmus, weswegen nicht 0 zuriickgegeben
wird. Da der Algorithmus wie oben begriindet nach vielen polynomiell vielen Rechen-
schritten terminiert, gibt er den Wert 1 zuriick.

O
Satz 3.14
CSP([N], (=, m}) ist <198 -vollstindig fir P.
Beweis. Die Aussage folgt aus Lemma [3.13| und Lemma [3.11 O
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3.4 Schnitt und Vereinigung

In diesem Abschnitt wird die <195-Vollsténdigkeit der Probleme CSP (Pﬁn(N), {=,u, ﬂ})
und CSP([N], {=U, ﬁ}) fiir NP gezeigt.

3.4.1 CSP(Pﬁn(N),{:auam})

Wir zeigen die Siﬁg—Harte fiir NP durch eine Reduktion von 3SAT.

Lemma 3.15
CSP (Pﬁn(N), {=U, ﬁ}) ist <% _hart fiir NP.

Beweis. Wir zeigen 3SAT <'% CSP (Pﬁn(N), (=, m}). Weil 3SAT <!%_vollstindig fiir
NP ist, folgt dann die Behauptung. Es sei 1 eine beliebige aussagenlogische Formel in
konjunktiver Normalform mit genau 3 Literalen pro Klausel und Variablen z1,...,zy,,

also
-

= N\lia1ViazVis)

=1
fur Literale [; ; € {x;j, ~2;;} und x;; € {x1,...,2,}.

Wir konstruieren eine Formel ¢, sodass
o e CSP(Pﬁn(N), {z,u,m}) o 4 € 3SAT

gilt. Dabei beschreibt die Menge {0} den Wahrheitswert 0 und die Menge {0,1} den
Wahrheitswert 1.

¢ =3X,3Y13Z, ...3X,,3Y,,3Z,, 3L1,3L193L13... 3Ly 130, 5300 3
n
/\ (XZ-UY; ={0,1} A Z; U {0} :Xi>/\
=1
A (Lig U X, = {0,1} A Liy 1 X, = {0})A
ie{l,...,T},je{1,2,3},S€{1,...,n},li7j=—|:ES

/\ (Li,j = Xs) A /\ O (Li,j = {0, 1})

ie€{1,...,r},7€{1,2,3},s€{1,...,n},l; j=xs ie{l,...,r} j=1

Die zweite Zeile der Formel bringt zum Ausdruck, dass fiir i = 1,...,n unter einer erfiil-
lenden Variablenbelegung «

a(Xi) € {{0},{0,1}}

gelten muss.

Die dritte Zeile fordert, dass die fiir Literale [; ; = —x, stehenden Variablen L;; einen
Wert aus {{0, 1}, {0}} annehmen und genau dann den Wert {0, 1} unter einer erfiillenden
Variablenbelegung erhalten, wenn X diesen Wert nicht hat.

In der vierten Zeile wird ausgedriickt, dass jede fiir ein Literal [; ; = x, stehende Variable
L; ; den Wert von X, erhélt und dass fiir jede Klausel mindestens eine Variable L; ; den
Wert {0,1} hat.
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Es kann f in logarithmischem Raum berechnet werden, da zu jedem Zeitpunkt der Be-
rechnung lediglich konstant viele Variablen sowie die Anzahl der Variablen und Klauseln
in 1 zu speichern sind.

Fiir eine Belegung der Variablen x; mit Werten 0 oder 1 definiere eine Belegung der
Variablen X; wie folgt:

Falls z; = 1, setze X; = {0,1}, andernfalls setze X; = {0}. Dann ist die Belegung der
Variablen z; genau dann erfiillend, wenn die von der beschriebenen Belegung der Variablen
X, induzierte Termbelegung erfiillend ist. O

Damit lisst sich folgender Satz beweisen:

Satz 3.16
CSp (Pﬁn(N), {=U, ﬁ}) ist <wE-vollstindig fiir NP,

Beweis. Die Aussage folgt aus Lemma [3.4) und Bemerkung [3.2 O

3.4.2 CSP([N], {=,U, n})
Mit Hilfe von Lemma [3.8] liisst sich der folgende Satz zeigen:

Satz 3.17
CSP([N], {=,U, m}) ist <\ _yollstindig fiir NP.

Beweis. Die Hérte folgt aus Lemma [3.8) sowie Lemma Aus Bemerkung folgt
CSP([N], (=1, m}) € NP. 0
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3.5 Mengen-Differenz
Dieser Abschnitt dient der Betrachtung von CSPs, in denen ausschliefllich Mengenopera-
tionen, in jedem Fall aber die Differenz zwischen zwei Mengen, zugelassen sind.

Wenn wir CSPs iiber Pg,(N) betrachten, gestaltet sich die Situation sehr einfach, wie es
die folgende Bemerkung darlegt.

Bemerkung 3.18
Betrachte CSP(Psn(N), {=} U O) fir O C {—,N,U} mit — € O. Laut Bemerkung

ist dieses Problem in NP. Nach Lemma |3.15 ist CSP (Pﬁn(N), {:,UJW}) <\%&_hart fiir
NP. Lemma liefert die <\8-Hrte von CSP (Pan(N),{=,U,N, =}). Folglich erhalten

wir mit Lemma die <\E-Vollstindigkeit von CSP (Pan(N), {=} U O) fiir beliebiges
O C{—,N,U} mit — € O fiir NP.

Etwas schwieriger gestaltet sich die Situation fiir CSPs tiber [N]. Aus Lemma erhalten
wir wiederum die Zugehorigkeit zu NP. Aber auch die giﬁg—Hér‘ce fiir NP von

CSP(|N],{=}uU0), OC{-,u,N} mit — €O,
lésst sich zeigen. Wir gehen dazu dhnlich wie in Lemma [3.8] vor.

Satz 3.19
CSP(IN],{=} U O) fir O C {—,N,U} mit — € O ist <% _vollstindig fiir NP.

Beweis. Wie schon bemerkt geniigt es, die §£g—Hérte fiir NP zu zeigen. Wegen Lemma
ist es hinreichend, 3SAT <1 CSP([N],{=, —}) zu beweisen.
Sei H eine aussagenlogische Formel in konjunktiver Normalform mit genau 3 Variablen
pro Klausel und Variablen z1,...,z,, also

m 3

=\ (V).

i=1 j=1
wobei die [; ; Literale sind, d.h. es existiert s : {(i,7) | i € {1,...,m},j € {1,2,3}} mit
lij € {Zs(ig)s "Ts(ig) b
Wir beschreiben eine Formel ¢, die genau dann wahr ist, wenn H erfiillbar ist. Dabei
steht die Menge [0] fiir den Wahrheitswert 0, die Menge [2] fiir den Wahrheitswert 1. Wir
fordern daher in unserer Formel, dass die CSP-Variablen X, die fiir die Variablen aus H
stehen, Werte aus {[0], [2]} annehmen, wobei das entsprechende X/ den jeweils anderen
Wert annimmt (Zeile 2). Ferner verwenden wir in ¢ Variablen L; ;, welche fiir die einzelnen
Literale stehen.

Zuletzt (Zeile 4) bleibt noch zu fordern, dass fiir alle i = 1,...,m in der i-ten Klausel ein
Literal L; ; den Wert [2] hat.

3X,3X] ... 3X,3X,3L1 130153005 .- 3L 13Lm 23 s
A ((0.21=X) = X" =0 A X = (0,2 = [1]) =0 A X" = ([0,2] - [1]) = 0)

i=1,...,n
3
/\ /\ Lj L= Xs(],k) falls lj,k‘ = :Cs(j,k)
j=1,...mk=1 7 X;(],k‘) falls lj,k = _‘xs(j,k)
j=1,...,m
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3.6 Ubersicht und Fazit

Folgende Tabellen liefert eine Ubersicht iiber die in diesem Kapitel gewonnenen Resultate.
Die erste Tabelle behandelt die CSPs iiber Pgy(N).

’ CSP (Pen(N), {=} UO) mit O = ‘ <1%%_hart fiir ‘ enthalten in ‘

0 L L,|3.4
{U} P, 3.6] P, 3.5
{n} P, [3.11] P, [3.10

{u,n} NP, [3.15 NP, [3.2
{—} NP, [3.18 NP, [3.2
{—,u} NP, [3.18 NP, [3.2
{—,n} NP, [3.18 NP, [3.2
{—,u,n} NP, [3.18 NP, [3.2

Die nachfolgende Tabelle gibt Aufschluss iiber die CSPs iiber [N].

’ CSP (Pen(N), {=} UO) mit O = ‘ <I°8_hart fiir ‘ enthalten in ‘

0 L L,[3.4
{U} NP, [3.8 NP, [3.2]
) PRI | PRI

{U,n} NP, [3.17 NP, [3.17]
{-} NP, [3.19 NP, [3.2
{— U} NP, [3.19 NP, [3.2
{—.n} NP, [3.19 NP, [3.2
{—,u,N} NP, [3.19 NP, [3.2

Fiir jedes der Probleme ist somit die §1ﬁg—Vollstéindigkeit fiir eine der Komplexitéitsklassen
L,P,NP gezeigt.

Ferner ist ersichtlich, dass wir in beiden Situationen mit Ausname von den CSPs iiber {U}
stets die gleichen Resultate erhalten. Die genannte Ausnahme bildet in dieser Arbeit den
einzigen Fall, fiir den ein CSP iiber [N] schwerer zu entscheiden ist als das korrespondie-
rende CSP iiber Pﬁn(N)ﬂ In Abschnitt [4] werden wir auf einige Beispiele stofien, in denen
das Gegenteil der Fall ist.

9Diese Aussage gilt freilich nur, sofern P # NP gilt.
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4 CSPs mit Arithmetischen Operationen

Bevor wir uns einzelnen konkreten Problemen zuwenden, zeigen wir eine obere Schranke
fiir alle in dieser Arbeit definierten CSPs:

Satz 4.1
Sei M € {Psn(N), [N]} und O C {+, x,U,N, —}. Dann gilt

CSP (M (=1U o) ey,
Beweis. Die Menge
{(p,) | ¢ € CSP (M, {=}uU O), « ist eine erfiillende Variablenbelegung fiir ¢}

ist entscheidbar, da jede der endlich vielen Variablen mit einer endlichen Menge belegt
wird und fiir jedes Atom {iiberpriift werden kann, ob es von « erfiillt wird. Also ist das

Problem CSP (M, {=}U O) als Projektion einer entscheidbaren Menge in ;. O

4.1 Addition

Dieser Abschnitt dient der Untersuchung zweier Probleme: CSP <77ﬁn(N), {:,+}) und
CSP([N],{:,—i—}). Dabei werden wir fiir CSP(Pﬁn(N),{:,—i—}) die NP-Hérte und die
Zugehorigkeit zu NEXP sowie fiir CSP([N], {=, —|—}> die NP-Vollstindigkeit zeigen.

Wir zeigen zunéchst, dass im Falle der Existenz einer erfiillenden Variablenbelegung fiir
eine konkrete Formel ¢ auch eine erfiillende Belegung existiert, deren Werte einer oberen
Schranke geniigen:

Lemma 4.2
Es sei p € CSP’ (M, {=, +}) fiir M € {Pgn(N), [N]}. Weiterhin sei

x = max{ U CHto
CeConsty,
und n = |¢|. Dann gibt es eine erfillende Variablenbelegung o fiir ¢ mit
VX € Var, :  max(a(X)) < x2".

Beweis. Der folgende nichtdeterministische Algorithmus konstruiert eine totale Funktion
a : Var, UConst, — M, wobei a(C') =gt C fiir C' € Const,, sei. Es sei a(X) fiir X € Var,
zunéchst nicht definiert.

1. flag = true
2. while flag

(a) flag = false
(b) Fiir jede Variable X, fiir die eine Gleichung X =Y + Z existiert, sodass a(Y)
und a(Z) bereits definiert sind, a(X) hingegen noch nicht definiert ist, definiere

a(X) =def a(Y) + Oé(Z)

und setze flag = true.

19Fs sei dabei max () =qor —00 und —oo < ¢ fiir ¢ € NU {—o0}, sowie ¢ - (—o00) = —o0.

34



(c) Fiir jede Variable X mit nicht definiertem «(X), fiir die Variablen Z1, Zs mit
X + Zy = Z5 existieren, wobei «(Zs) definiert und «(Z2) # () ist, rate nichtde-
terministisch eine Menge S € M, sodass max{S} < max(a(Z2) gilt, definiere
a(X) =qef S und setze flag = true.

3. Fiir alle Variablen X mit nicht definiertem a(X) definiere a(X) =gef 0.
4. Falls « eine erfiillende Belegung ist, gib a zuriick.

Gibt der Algorithmus auf einem Rechenweg eine Belegung zuriick, so ist dies offenbar eine
erfiilllende Belegung.

Wir zeigen nun, dass der Algorithmus auf mindestens einem Rechenweg eine Belegung
zuriickgibt. Es terminiert der Algorithmus auf jedem Rechenweg, da nur dann ein weiterer
Schleifendurchlauf durchgefiihrt wird, wenn im letzten Durchlauf der Wert einer Variable
definiert wurde. Es gibt also hochstens |Var,| Schleifendurchlaufe.

Sei B eine erfiillende Termbelegung fiir ¢. Wir zeigen induktiv, dass vor jedem Schlei-
fendurchlauf ein Rechenweg existiert, sodass fiir die auf diesem Rechenweg konstruierte
Belegung o das Folgende gilt:

VX € Var, : «(X) nicht definiert V a(X) = (X).

Vor dem ersten Schleifendurchlauf gilt die Bedingung offenbar. Angenommen, die Bedin-
gung ist vor einem beliebigen Schleifendurchlauf erfiillt.

Sei X eine Variable, deren Wert a(X) in Schritt definiert wird. Dann gilt nach In-
duktionsvoraussetzung (YY) = B(Y) und a(Z) = B(Z). Da § erfiillend ist, gilt 5(X) =
B(Y) + 5(Z) und somit gilt nach Ausfithrung von Schritt

a(X) = B(X).

Fiir eine Variable X, deren Wert «(X) in Schritt [2¢ definiert wird, gilt a(Z3) # () und
nach Induktionsvoraussetzung a(Z2) = [(Z2). Da f erfiillend ist und fiir die Addition
A+B=Cmit A,B,C €M und C # 0

max(C') > max(AU B)

gilt, folgt max(58(X)) < max(5(Z2)). Also gibt es einen Rechenweg mit a(X) = 5(X)
nach der Ausfithrung von Schritt

Beim Erreichen von Schritt [3] werden alle Atome X +Y = Z, fiir die a(X), a(Y) und
a(Z) definiert sind, von « erfillt.

Sei daher X +Y = Z ein Atom, sodass einer der Werte o(X), o(Y") und «(Z) noch nicht
definiert ist.

Wire a(Z) definiert und a(Z) # 0, so wiren wegen Schritt 2d auch «(X) und «(Y)
definiert. Falls a(Z) = 0, so ist durch das Setzen von a(X) = 0 bzw. a(Y) = 0 das
Atom X +Y = Z erfiillt. Sei nun «(Z) noch nicht definiert, dann ist auch 0.B.d.A. a(X)
noch nicht definiert (wegen Schritt 2b). Durch das Setzen von a(X) = a(Z) = 0, gilt
a(X) 4+ a(Y) = a(Z). Daher ist nach Schritt |3|jede Gleichung aus ¢ erfiillt. « ist folglich
eine erfiillende Belegung.

Fiir jede Variable X wird genau einmal der Wert «(X) definiert. Es seien die Variablen
mit X1, ..., X|var,| 80 bezeichnet, dass fiir i < j der Wert a(X;) vor a(X;) definiert wird.
Direkt aus dem Algorithmus folgt

max(a(X;41)) < 2-max ( U a(Xj)).

j<i
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Daher lédsst sich durch eine einfache Induktion
Vi: max(a(X;)) < 22!
zeigen. Aus |Var,| < n folgt die Behauptung. O

Mit diesem Resultat ist es hinreichend, alle Variablenbelegungen mit Werten < x-2" zu ra-
ten, zu testen, ob die jeweilige Belegung erfiillend ist und dann einen entsprechenden Wert
zuriickzugeben. Dies zeigt die Entscheidbarkeit der genannten Probleme. Eine Aussage
hinsichtlich der Komplexitét liefert der folgende Satz.

Satz 4.3
Es gilt

1. CSP(Pu(N), {=,+}) € NEXP
2. CsP(IN), {=,+}) € NP,

Beweis. Geméfl Lemma geniigt es, die beiden Aussagen fiir CSP’ <Pﬁn(N),{:,+})
bzw. CSP’([N], {=, +}) zu zeigen.
1.: Gemé&fl Lemma |4.2| entscheidet der folgende Algorithmus CSP (Pﬁn(N ) {=, +}>

e Eingabe: ¢

e Bestimme n = || und die grofite Zahl z, die in einer von einem Konstantensymbol
codierten Menge auftritt.

e Rate a(X) C{k e N |k <z 2"} fiir alle X € Var,,.
e Priife, ob « erfiillend ist und gib entsprechend 0 oder 1 zuriick.
Die Mengen a(X) enthalten hochstens x - 2" Zahlen linearer Lénge. Das Raten solcher

Mengen, sowie das Uberpriifen, ob eine gegebene Variablenbelegung erfiillend ist, ist damit
offenbar in einer Laufzeit von 2P(") fiir ein geeignetes Polynom p maglich.

2. Es kann nahezu der gleiche Algorithmus verwendet werden:
e Eingabe: ¢

e Bestimme n = |p| und die grofite Zahl z, die in einer von einem Konstantensymbol
codierten Menge auftritt.

e Rate a(X) = [k1, ko] mit ki, ko < x- 2" fiir alle X € Var,,.

e Priife, ob « erfiillend ist und gib entsprechend 0 oder 1 zuriick.

Hier sind lediglich 2|Var,| Zahlen < z - 2", d.h. mit linearer Lénge, zu raten, was in
nichtdeterministischer Polynomialzeit moglich ist. Fiir ein gegebenes Atom kann wegen der
Léangenbeschriankung der Intervallgrenzen leicht in linearer Laufzeit entschieden werden, ob
es erfiillt ist. Also arbeitet der Algorithmus in nichtdeterministischer Polynomialzeit. [
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Bemerkung 4.4
Der zweite Teil von Satz[4.3 lisst sich auch einfacher zeigen. Statt zu zeigen, dass es eine
obere Schranke S gibt, fiir welche es hinreichend ist, die Intervallgrenzen aus der Menge

[0,S] auszuwdhlen, konnte man auch eine Reduktion von CSP([N], {=, —I—}) auf das NP-
Problem ILP durchfiihren.

Ein derartiger Beweis fiir eine noch stirkere Aussage, nimlich CSP ([N], {=,+, ﬁ}) € NP,
findet sich im Beweis des Satzes [{.23.

Das Resultat CSP ([N], {=, +}) € NP ldsst sich jedoch sehr leicht aus Lemma , welches
fiir den Beweis des ersten Teils von Satz[{.3 ohnehin bendtigt wird, ableiten. Aus diesem
Grunde lag es nahe, CSP([N], {=,+, ﬁ}) € NP auch auf die geschilderte Weise zu zeigen.

Nun sind fiir beide Probleme untere Schranken zu finden. Es ldsst sich jeweils die glﬁg-
Hérte fiir NP mittels einer Reduktion von einer Variante von SOS zeigen.

Die von dieser Reduktion konstruierten Formeln sind dabei so geartet, dass allen auftre-
tenden Variablen unter einer erfiillenden Belegung ausschliefilich einelementige Mengen
zugewiesen werden. Es ist also im Fall von CSP (Pﬁn(N), {=, —|—}> nicht nétig, die gege-
benen Moglichkeiten auszuschopfen. Es liegt daher die Vermutung nahe, dass die untere
Schranke nicht scharf ist.

Fiir CSP([N], {=, +}> liefert das genannte Resultat hingegen die NP-Vollstiandigkeit.

Dies stellt ein Indiz dafiir dar, dass an dieser Stelle die CSPs iiber endlichen Teilmengen
der natiirlichen Zahlen schwerer als die entsprechenden CSPs iiber endlichen Intervallen
sind. In Abschnitt hatten wir die umgekehrte Situation beobachtet.

Wir definieren nun die folgende Variante von SOS.

Definition 4.5
Es sei
MSOS = {(z1,...,zy,b)} | Ja1,...,an, € N: Zaiﬂfi =b}.
iel

Lemma 4.6 ([BGSWO05])
MSOS ist Sflg—vollstdndig fiir NP.

Dies ermoglicht uns, den folgenden Satz zu beweisen.

Satz 4.7
CSP (Pﬁn(N), {=, +}) und CSP([N], {=, +}) sind <\ _hart fir NP.

Beweis. Sei M € {Pgn(N), [N]}. Wir geben eine <198-Reduktion von MSOS auf das Pro-
blem CSP (M {:,+}) an.

Es sei eine Menge X = {z1,...,2,} C N und ein b € N gegeben.
Wir konstruieren einen Satz ¢, der genau dann wahr ist, wenn (x1,...,z,,b) € MSOS
gilt.

Dazu nehmen wir an, dass die x; und b in der MSOS-Instanz in Bindrdarstellung codiert
sindE Bei der Konstruktion des Satzes ¢ werden wir ebenfalls alle auftretenden Zahlen
bin&dr darstellen.

"1 Andere typische Codierungen wie etwa die dyadische Codierung lassen sich in logarithmischem Raum
in die Bindrdarstellung umrechnen.
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Das Prinzip unserer Konstruktion sieht so aus, dass die Werte a; mit einem Existenzquan-
tor in dem Satz ¢ , geraten“ werden und mittels der ,,Shift-And-Add“-Technik daraufhin
die Werte a;x; berechnet werden, wobei wir direkt auf die Bits der Zahl z; zugreifen
konnen.

Zunichst beschreiben wir einen Satz, der bewirkt, dass eine Variable unter einer giiltigen
Termbelegung den Wert {a;z;} annimmt, wobei a; geraten wird. Sei dazu b; ;b m,;—1 - - - bio
die Binédrdarstellung von x;.

Dann gilt

m;
a;xr; = Z aibiJ‘QJ =2- ( .. (2(2aibi,mi + aibi7mi_1) + aibi7mi_2) .. ) + aibw. (*)
j=0
Betrachte folgenden Satz:

i =3A3R;03Ri1 ... IR, m, (RW = {{0} bim; = O) A

A; sonst
/\ (RZJ = (Ri,j-i—l + Ri7j+1) —+ {{ } )] ) '
mi—12520 A;  sonst

Fiir jede erfiillende Termbelegung «, die jeder Variablen eine einelementige Menge zuweist,
gilt gemaf (x)

a(Rip) = {aizi},
sofern a; das eindeutige Element in a/(A4;) ist.

Es sei ¢ die Formel, die aus
/\ i A (ZRi,O = {0})
i=1 i=1

entsteht, wenn alle Existenzquantoren an den Anfang der Formel geschrieben werden.

Jede den Satz ¢ erfiillende Termbelegung o belegt jede Variable mit einer einelementigen
Menge: Andernfalls wiirde a auch mindestens ein R; o mit einer nicht einelementigen Menge
belegen, wodurch das Atom ;" | R; o = {b} nicht erfiillt sein kénnte. Damit gilt dann fiir
M e {[NJ], Pan(N)}

¢ € CSP(M, {=,+}) & (x1,...,%u,b) € MSOS.

Ferner kann die skizzierte Funktion in logarithmischem Raum berechnet werden, weil zu
jedem Zeitpunkt der Berechnung lediglich ein Wert aus {x1, ..., z,, b} sowie eine konstante
Anzahl der Variablen von ¢ gespeichert werden miissen. O
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4.2 Multiplikation

Fiir die Multiplikation erhalten wir fiir die CSPs iiber endlichen Teilmengen der natiirlichen
Zahlen analoge Resultate wie fiir die Addition. Die Beweise gestalten sich jedoch etwas
komplizierter. Das hat im Wesentlichen seine Ursache darin, dass die Multiplikation von
nichtleeren Mengen wegen der Menge {0} nicht monoton ist und es hierzu kein additives
Pendant gibt.

Fiir CSP([N],{:, ><}> ist die Situation eine génzlich andere als fiir CSP([N],{:,—i—}),
da die Menge der endlichen Intervalle nicht abgeschlossen beziiglich x ist. In der Folge
erhalten wir neben der NP-Hérte von CSP([N], {=, x}) lediglich die Zugehérigkeit zu 2¥.

4.2.1 Obere Schranken

Wir beginnen mit dem Beweisen der oberen Schranken.

CSP([N], =, x})

Zunichst betrachten wir die Multiplikation von Intervallen. Wir zeigen einige Eigenschaf-
ten, die das Entscheiden, ob eine CSP ([N], {=, X})—Instanz wahr ist, wesentlich einfacher

machen.

Lemma 4.8
Es seien endliche Intervalle Ay, ..., Am,B1,..., By mit [[[2 Ai = [[}=, Bi # 0 gegeben.

Dann gilt
II 4= ]I s

1<i<m,|Ai|=1 1<i<n,|B;|=1

Falls T[;, A; # {0}, so gilt auch

II 4= ]I B

1<i<m,|A;|#1 1<i<n,|B;|#1

Beweis. Wir definieren {a} =qef HISiSm,\Az'I:l A; und {8} =qet HlSiSn,\Bd:l B;. Es ist
keines der Intervalle A;, B; leer. Daher gilt

{a}x JI 4={x ][] B

1<i<m,|As|>2 1<i<n,|B;[>2

Angenommen, es gilt & # . Wir nehmen 0.B.d.A. > 8 an. Dann ist fiir alle z € [[;*, 4;
die Zahl « ein Teiler von z und folglich ist a auch fiir jede Zahl y € [['_; B; ein Teiler
von y. Wegen a > f3 gibt es eine Primzahlpotenz p®, sodass p¢ | a und p° 1 g gilt.

In jedem Intervall B; mit |B;| > 2 gibt es eine zu p teilerfremde Zahl b;: Falls der grofite
gemeinsame Teiler von min(B;) und p grofer als 1 ist, so ist min(B;) = rp fir r € N. Es
gilt dann ged(r-p+1,p) = 1.

Esgilt b= - Hléién,\Bilﬂ b; € [, B; und p° 1 b. Folglich gilt auch « { b, ein Wider-
spruch.

Die zweite Behauptung folgt aus der ersten. O
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Lemma 4.9
Seien Ay, ..., Am, B1,..., B, Intervalle mit jeweils mindestens zwei Elementen und

max(A;) < max(Az) < --- <max(A;,) sowie max(B;) < max(Bz) < --- < max(By).
Es gelte ferner 17~ Ai = [/, Bi. Dann gilt max(A,,) = max(By,).

Beweis. Es sei L =gef HZZI A; und R =get H?:l B;. Ferner seien die jeweils grofiten
Elemente in A; bzw. B; mit a; bzw. b; bezeichnet.
Wegen L = R gilt, dass das zweitgrofite Element in L gleich dem zweitgréfiten Element in
R ist, also

max(L — {max(L)}) = max(R — {max(R)}). (%)

Wir zeigen
m—1 m—1
max(L — {max(L)}) = ( I1 ai> (am —1) = max(L) — ] ai:
i=1 =1

Sei z € L — {max(L)} beliebig. Seien firr i = 1,...,m Zahlen z; € A; gegeben, sodass
z =[], x; gilt. Wegen x # max(L) gibt es ein j, sodass z; < a; ist. Dann gilt

m—1
x < ( H ai) -(aj —1) = max(L) — H a; < max(L) — H a;.
1<i<m,i#j 1<i<m,i#j i=1
Analog sieht man max(R — {max(R)}) = max(R) — [/} b;.
Aus (*) und max(L) = max(R) ergibt sich
m—1 n—1
H a; = H bz
i=1 =1
Daraus folgt
max(L)  max(R)
Um = =1 = Fn—1 = n-
[ e Lz b
O]
Wenn also ein Produkt M = C7 x --- x C} von Intervallen gegeben ist und Variablen

X1,..., X, fir n € N so mit endlichen Intervallen belegt werden sollen, dass []}" ; X; = M
gilt, dann muss fiir jedes X; und alle x € X; die Bedingung = < max(Uf”:1 C;) gelten.
Mit Hilfe dieser Eigenschaft konnen wir beweisen, dass es einen nichtdeterministischen
Polynomialzeitalgorithmus gibt, der genau dann auf mindestens einem Rechenweg eine
erfiillende Belegung fiir eine Formel ¢ findet, wenn ¢ € CSP <[N], {=, x }> ist. Der umseitig
formulierte Satz prézisiert diese Behauptung.
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Satz 4.10
Es gibt einen nichtdeterministischen Polynomialzeitalgorithmus A mit folgenden Figen-
schaften:

e A erhdlt als Eingabe eine {x }-Formel ¢, deren Konstanten endliche Intervalle sind.

o Auf jedem Rechenweg stoppt A entweder ohne Riickgabewert oder gibt ein Paar (1, &)
zurtick. Dabei ist 1) eine { x }-Formel, deren Konstanten endliche Intervalle sind, und
es gilt

b e CSP([N],{:, x}) —pe CSP([N],{:, ><}>.

« ist eine Variablenbelegung fiir 1.

e Fulls p € CSP([N], {=, ><}>, so gibt A auf mindestens einem Rechenweg eine erfiil-

lende Variablenbelequng fir ¢ zurick.

e Sei x die grifite in einer Konstanten von ¢ auftretende Zahl. Fiir jedes zurickgege-
bene Paar (¢, «) und fiir jede Variable X € 1 gilt max(a(X)) < z.

Beweis. Wir beschreiben den Algorithmus A. Dieser konstruiert eine Variablenbelegung
a, fiir die zu Beginn a(C) = C fiir C' € Const,, gelte, wie folgt:

1. Rate nichtdeterministisch eine Menge K’ C Var, und setze a(X) = 0 fiir alle Ele-
mente X von K'. Setze K = K’ U{C € Const, | C = @}H

2. Fiihre fiir jedes Atom a = (A; X -+- X A,, = By X -+ x B,,) die folgenden Schritte

aus.
(a) Falls
Kn{A, ..., Ap} Z0NKN{By,...,Bp} #0,
so 16sche a aus .
(b) Falls

Kn{Ay,...,An} #0NKN{By,...,B,} =0

oder falls
Kn{Ay,...,Apn}=0ANKnN{By,...,B,} #0,

so stoppe ohne Riickgabewert.

3. Rate nichtdeterministisch eine Menge L' C Varﬂ und setze a(X) = {0} fiir alle
X € L. Definiere dann L = L' U {C € Const,, | C = {0}}.

4. Fiihre fiir jedes Atom a = (A; X -+ X A, = By X -+ x By,) die folgenden Schritte
aus.

(a) Falls
LNn{Ay,...;,An} #ONLN{By,...,Bp} #0,

so 16sche a aus .

120ffenbar ist die Menge {C € Const,, | C = }} eine Teilmenge von {}}. Wir verwenden die ausfiihrlichere
Schreibweise, um zu verdeutlichen, dass K alle Variablen und Konstanten enthilt, die von « auf die leere
Menge abgebildet werden.

13 Man beachte hier, dass jedes Atom mit einer Variable aus K geloscht wurde und somit Var, keine
Elemente aus K mehr enthilt.
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(b) Falls
LN{Ay,...;An} #ONLN{By,...,B,} =10

oder falls
LNn{Ay,..., A} =0ANLN{By,...,B,} #0,

so stoppe ohne Riickgabewert.

5. Rate nichtdeterministisch eine Menge M’ C Varwm
Setze M = M' U {C € Const,, | |C| = 1}.
Ersetze jedes Atom a = (A1 X -+ X Ay, = By X -+ X By) durch

( I 4= Tl Bi>/\< I 4= 1] Bi>.

1<i<m,A;¢ M 1<i<n,B;¢M 1<i<m,A;eM 1<i<n,B;eM

Rate fiir jede Konstante C' € M die Primfaktorzerlegung (falls ,falsch“ geraten wur-
de, stoppe ohne Riickgabewert). Seien py, ..., p; die Primzahlen, die ¢ fiir eine Kon-
stante {c} € M teilen. Speichere fiir jede Konstante {c¢} € M lediglich den Vektor
(e1,...,e,) mit c = Hle p;t. Wir werden auch die Werte o(X) fiir Variablen X € M
auf diese Weise speichern.

6. Fiihre die folgenden Schritte aus.

(a) Fiir jedes Atom a = (A x---xXA,, = By x---XBy,), fiir welches alle auftretenden
Variablen in M sind, wende die folgenden Regeln an.

i. Falls a(A;) fiir jedes i definiert ist, so gibt es einen Vektor (eq,...,ex),
sodass [[_, p* die eindeutige Zahl in [/, a(A;) ist. Der Vektor wird da-
bei als komponentenweise Summe der Vektoren fiir die «(A4;) errechnet.
Verfahre fiir jedes B; mit nicht definiertem «(B;) wie folgt: Rate nicht-
deterministisch einen Vektor (ef,...,e;) mit €} < e;. Speichere a(B;) als
(€l,...,€}).

ii. Gehe analog vor, falls a(B;) fiir jedes i definiert ist.

(b) Fiir jedes Atom a = (A1 X -+ X Ay, = By X -+ X By), fiir das alle auftretenden
Variablen nicht in M sind, wende die folgenden Regeln an.

i. Falls alle a(A;) = [ai,a}] definiert sind, so rate nichtdeterministisch fiir
jedes B; mit noch nicht definiertem «(B;) zwei Zahlen s; < so mit

82 < maX<{a/17 RN a',m})

und definiere a(B;) =qef [s1, S2]-
ii. Gehe, falls alle a(B;) definiert sind, analog vor.

(¢) Falls in den Schritten [6a] und [6D] fiir eine Variable X der Wert a/(X) definiert
wurde, so fiihre den Schritt [] erneut aus.

7. Fiir jede noch nicht definierte Variable X setze a(X) =get @E

1Dje Variablen aus M werden mit einelementigen Mengen belegt. Zudem gilt der analoge Hinweis wie
in der letzten Fufinote.

5Dieser Schritt ist nicht notig, da es einen Rechenweg gibt, auf dem die entsprechenden Variablen bereits
in Schritt [I] auf die leere Menge gesetzt und anschliefend entfernt wurden.
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8. Priife fiir jedes Atom a = (A; X --- X Ay, = By x -+ x By), fiir das alle auftretenden
Variablen in M sind, ob es erfiillt ist. Dabei ist lediglich die jeweilige Summe der
Vektoren von Exponenten zu bilden.

Falls a nicht erfiillt ist, stoppe ohne Riickgabewert. Andernfalls streiche a aus .
Bezeichne die so erzeugte Formel mit 1.

9. Gib (¢, ajyar,,) zuriick.

Der Beweis ist vollstandig, wenn die folgenden vier Aussagen gezeigt sind:

1. Falls auf einem Rechenweg eine Formel v zuriickgegeben wurde, so ist diese nicht in

csp([N], (=, x}), wenn ¢ ¢ CSP([N], (=, x}) ist.

2. Falls ¢ € CSP([N], {=, x}), so gibt A auf mindestens einem Rechenweg ein Paar

(1, ) zuriick, sodass « eine erfiillende Variablenbelegung fiir 1) ist.
3. A arbeitet in nichtdeterministischer Polynomialzeit.

4. Fiir jedes zuriickgegebene Paar (¢, a) und jede Variable X aus ¢ gilt max(«a(X)) < x.

1.) Offenbar gilt: Wenn die Eingabeformel nicht in CSP([N], {=, X}) ist, so ist auch die
nach Ausfithrung von Schritt 4| berechnete Formel nicht in CSP ([N], {=, x})
Fiir Intervalle Aq,..., A, B1,..., B, gilt:

=1 =1

1<i<m,|A;|=1 1<i<n,|B;|=1 1<i<m,|A;|#1 1<i<n,|B;|#1

Hat also die Formel nach den Umformungen in Schritt [5] eine erfiillende Belegung, dann
auch davor.

Da in Schritt [§ iiberpriift wird, ob alle Atome mit Variablen und Konstanten aus M von
der konstruierten Belegung erfiillt werden und die Variablen und Konstanten aus M nicht
in den verbleibenden Atomen auftreten, folgt die Behauptung.

2.) Seip € CSP([N], {=, ><}> und f eine erfiillende Variablenbelegung fiir ¢. Dann gibt

es einen Rechenweg, auf dem A die Mengen K, L, M so rét, dass fiir alle Variablen X der
Eingabeformel

XeKepB(X)=10
Xel&pX)={0}
X eM < p(X) e {N} — {{0}}

gilt. Auf diesem Rechenweg terminiert A bis einschliefilich Schritt [5| nicht und die nach
Ausfiihrung von Schritt [ vorliegende Formel wird von J erfiillt.

Weil fiir die verbleibenden Variablen X die Menge §(X) nicht leer und ungleich {0} ist,
erfiillt 3 wegen Lemma [£.8 auch die Formel, die A nach Ausfithrung von Schritt [5] erzeugt
hat.
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Offenbar gibt es einen Rechenweg, auf dem fiir jede in Schritt [6al definierte Variable X

gilt.
Wegen Lemma [4.9] gilt dies auch fiir jede in Schritt [6D] definierte Variable.

Deshalb gilt bei Erreichen von Schritt [7} dass jedes Atom, in dem fiir alle Variablen X ein
Wert a(X) definiert ist, von « erfiillt wird.

Fiir alle anderen Atome a = (A1 X---x Ay, = By x---xB,,) gibt es mindestens eine Variable
A; und mindestens eine Variable Bj, sodass a(A;) und «(Bj) noch nicht definiert sind.
Andernfalls hitten wegen [6a] und [6b] alle Variablen in a einen definierten Funktionswert
unter o.

Durch das Setzen von a(A;) = () und a(B;) = 0 erfiillt o das Atom a. Folglich erfiillt o
die gesamte Formel und insbesondere auch die zuriickgegebene Formel .

3.) Die Schritte [6a) und [6b| werden offenbar hochstens |Var,| mal ausgefithrt, wobei ¢ an
dieser Stelle die Eingabeformel bezeichne. Die einzigen Schritte im Algorithmus, fiir wel-
che es nicht offensichtlich ist, dass sie in nichtdeterministischer Polynomialzeit ausgefiihrt
werden konnen, sind somit die Schritte [6a] und

Sei e der grofite Exponent, der in der Primfaktorzerlegung einer Zahl ¢ fiir eine Konstante
C = {c} auftaucht. Seien die Variablen X1, ..., X, die Variablen aus M, sodass a(X;) vor
a(X;) fir ¢ < j definiert wird. Sei ferner z; das eindeutige Element in a(Xj;).

Induktiv kann gezeigt werden, dass der grofite Exponent in der Primfaktorzerlegung von
x; nicht groBer als e - 2° ist.
Insbesondere kénnen also die Mengen «(X) in polynomiellem Raum gespeichert werden.

Offenbar kann daher auch im Schritt [§] in polynomieller Zeit iiberpriift werden, ob ein
Atom von « erfiillt wird.

4.) Diese Bedingung gilt wegen Schritt und weil die Atome mit Variablen aus M
geldscht wurden. O

Um zu entscheiden, ob ¢ € CSP ([N], {=, x}) gilt, ist also nur noch fiir ein von A zuriick-

gegebenes Paar (1, ) zu tiberpriifen, ob « eine erfiillende Belegung fiir 1 ist.
Wir definieren dazu das folgende Problem.

Definition 4.11
Sei INTERVALEQUALITY die Menge

n

{(la1, al], - - [ams apy), (b1 B4, - (b, L)) | Vi, 5 @i < g, b < b A ] Jlai ai] = T [bi, B3]}
=1 i=1

Lemma 4.12
Es gilt INTERVALEQUALITY € Hg.

Beweis. Seien Ay, ..., Am, Bi, ..., By nichtleere Intervalle mit 4|, |B;| > 2firi=1,...,m
und j=1,...,n.
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Es gilt

m n
HAl :HBi &Vr, € Ay .. . Vo, EAmVyl € By...VYy, € By,
i=1 i=1

oy € By... 32, € B,y € Ay ...y, € A,

m n n m
Hwi = H:c; /\Hyi = Hy;
i=1 i=1 i=1 i=1
Da die z;, y;, x},y; polynomielle Linge haben, gilt A € VYPIPP = II}. O

Damit lésst sich fiir CSP([N], {=, x}) die folgende obere Schranke zeigen.

Satz 4.13
CSP([N],{:, x}) e P

Beweis. Geméf Satz [4.10{ und Lemma {4.12| kann CSP([N], {=, ><}> von einem NP-Algo-
rithmus mit II)-Orakel entschieden werden. Es folgt die Behauptung. O

Bemerkung 4.14

Unser Entscheidungsalgorithmus fiir INTERVALEQUALITY dberpriift die Gleichheit der bei-
den Produkte von Intervallen, indem er alle Elemente der beiden Produkte betrachtet. Mdog-
licherweise geht dies effizienter. Es wurde bereits in Lemmal[{.9 gezeigt, dass fiir eine Glei-
chung von Produkten von Intervallen die maximale obere Intervallgrenze bei beiden Pro-
dukten tibereinstimmt. Vielleicht ldsst sich sogar ein allgemeineres Resultat zeigen, sodass
ein Algorithmus lediglich die Intervallgrenzen der einzelnen Intervalle betrachten muss, um
INTERVALEQUALITY zu entscheiden. Fin solcher Algorithmus konnte in nichtdeterminis-
tischer Polynomialzeit arbeiten.

CSP(Pﬁn(N), {=, x})

Wir verwenden eine abkiirzende Schreibweise fiir die Menge der Primteiler von in einer
Formel auftretenden Zahlen:

Definition 4.15
Es sei ¢ eine {x }-Formel. Wir definieren

P,={p| pprimund p | cfiirein 0 # c € C, C € Const,}.

Unmittelbar aus der Definition ergibt sich die Aussage:

Lemma 4.16
Es sei ¢ eine {x}-Formel und n =qf |p|. Dann gilt |P,| € O(nZ)E

Beweis. Es enthilt P, die Primfaktoren von in Konstanten von ¢ auftretenden Zahlen.
Die Anzahl dieser Zahlen ist offenbar nicht grofiler als n und jede dieser Zahlen a hat
hochstens die Linge n und ist damit € O(2"). Somit hat « héchstens n Primteiler und es
gilt |P,| € O(n?). O

Y60Offenbar kann man hier auch eine bessere obere Schranke beweisen, namlich O(n). Die im Folgenden
erwiahnte Schranke ist jedoch fiir unsere Zwecke hinreichend.
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Das folgende Lemma schriankt den Raum, in dem wir nach einer erfiillenden Belegung zu
suchen haben, stark ein.

So brauchen wir lediglich Variablenbelegungen zu betrachten, in deren Wertebereich aus-
schliefilich Mengen von Zahlen sind, deren Primteiler auch Primteiler eines Elements einer
Konstanten sind.

Lemma 4.17
Es sei ¢ € CSP’ (Pﬁn(N), {=, x}) und « eine erfiillende Variablenbelegung fiir . Dann

ist auch B mit B(X) =0, falls a(X) =0 und

X
BX)=qylIrealX): y= .
{ HpE]PfP¢,pe\x,pe+1fxp }

={y | Jr € a(X) : y entsteht aus x durch Streichen aller Primfaktoren p ¢ P,},

falls a(X) # O gilt, eine erfiillende Variablenbelegung.

Beweis. Sei A x B = C ein beliebiges Atom aus ¢. Dann gilt a(A) x a(B) = «(C). Falls
0 e {a(A),a(B),a(C)}, so erfiillt offenbar auch 3 das Atom. Andernfalls folgt

X
B(C)=1qylTrea(C): y= c
{ HpEP—P(p,pﬂx,pe‘*'lfxp }
Xz
y|Ir € a(Ad) xa(B): y= .
HpG]P—PV,,pﬂz,pe*U(rp }
X

{

:{y|5|x€a(A)y: }x
{
B

(4
HPEP—Hp,pe |z, petife P

T
y|IzealB): y= }
| (B) HPGP—PLP7PC|I:I7€+U("E P

Wir konnen unseren Suchraum noch weiter einschrianken.

Lemma 4.18
Sei ¢ € CSP' <73ﬁn(N), {=, x}) mit n =qef |¢|. Definiere

¢ =max({e| p°|c firpe P, und c € C fir ein C € Consty, }).
Dann existiert eine erfillende Variablenbelegung o fiir o mit

VX € Var, U Const,, : o(X) C { H p | Vi: e < (- 2“} U {0}.
pi€Py,

Beweis. Wir geben einen nichtdeterministischen Algorithmus an, der eine erfiillende Va-
riablenbelegung zuriickgibt, die den oben formulierten Anforderungen geniigt. Der Algo-
rithmus konstruiert dazu sukzessive eine totale Abbildung a : Var, U Const, — P, (N),
aus der wir am Ende die genannte Variablenbelegung erhalten.
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1. Setze a(C) = C fur alle Konstanten C.

2. Rate nichtdeterministisch eine Teilmenge K’ von Var, und setze o(X) = () fiir alle
X € K'. Setze K = K' U{C € Const,, | C:Q)}E

3. Losche aus ¢ jedes Atom A x B=C mit A,C € K oder B,C € K.
Falls fiir ein Atom A x B=C

(CeKNAB¢K)V ({ABINK#0 A C¢K)
gilt, so stoppe die Berechnung ohne Riickgabewert.

4. Rate nichtdeterministisch eine Teilmenge L’ von Var, — K und setze a(X) = {0} fiir
alle X € L'. Setze L = L' U{C € Const,, | C = {O}E

5. Losche aus ¢ jedes Atom A x B =C mit A,C € L oder B,C € L.
Falls fiir ein Atom AxB = C gilt: (C € LA A,B ¢ L)oder ({A,B}NL#OANC ¢ L),
so stoppe die Berechnung ohne Riickgabewert.

6. Fiihre folgende Schritte aus:

(a) Fiir jedes Atom A x B = C, fiir das a(C) deﬁnier@ und «(A) nicht definiert
ist, rate nichtdeterministisch eine Teilmenge S # () und S # {0} von

LTI #5132 € a(0) — {033 : 3 | 2} U {0)
pi€P,
und setze a(A) = S. Verfahre fiir B analog.

(b) Fiir jedes Atom A x B = C, fiir das «(A) und «(B) definiert und «(C') nicht
definiert ist, setze a(C) = a(A) x a(B).

(c) Falls in [6a] oder |6b| ein Wert «(X) fiir eine Variable X definiert wurde, fiihre
Schritt [fl erneut aus.
7. Fiir alle X € Var, fir die a(X) noch nicht definiert ist, setze a(X) = @

8. Setze o =def |var,- Falls « total und erfiillend ist, gib « zuriick. Stoppe andernfalls
ohne Riickgabewert.

Wir zeigen, dass der Algorithmus auf mindestens einem Rechenweg eine erfiillende Bele-
gung zuriickgibt:

Sei f3 eine erfiillende Variablenbelegung fiir ¢, sodass fiir jede Variable X die Menge 8(X)
nur Zahlen enthélt, deren Primteiler in P, sind. Eine solche Belegung existiert nach Lemma

17 Fiir den weiteren Beweis wire es auch in Ordnung, K = K'U{0} bzw. L = L' U{{0}} zu setzen. Falls
() ¢ Const, wiirden sich so die beiden Definition zwar unterscheiden, fiir den weiteren Beweis wire dies
jedoch nicht von Relevanz. Dennoch schreiben wir es ausfiihrlicher, damit deutlicher wird, dass wir in K
alle Variablen und Konstanten haben wollen, die mit der leeren Menge belegt werden bzw. die leer sind.
Wir werden in den folgenden Schritten analog vorgehen.

8Man beachte im Folgenden, dass o(C) ¢ {0, {0}} gilt

YDjeser Schritt ist an sich iiberfliissig, weil es fiir jede mégliche Auswahl an Variablen, die mit §§ zu bele-
gen sind, bereits einen entsprechenden Rechenweg gibt. Dennoch erleichtert dieser Schritt des Algorithmus
die Argumentation an spéterer Stelle.
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Dann gibt es einen Rechenweg, auf dem der obige Algorithmus die Mengen K und
L so wéhlt, dass fiir alle Variablen X

X e K & B(X)
X el e BX)

0
{0}

gilt. Wir bezeichnen im Folgenden mit « die Belegung, die auf dem von uns angedeuteten,
aber noch nicht bis zum Ende skizzierten Rechenweg konstruiert wird. Es stimmen o und
B auf allen bis einschliefilich Schritt [5] belegten Variablen iiberein. Die in den Schritten
bis [5] geloschten Atome sind somit unabhéngig von der weiteren Definition von « unter
jeder Termbelegung, die auf den bereits definierten Variablen mit « iibereinstimmt, erfiillt
und miissen nicht weiter betrachtet werden.

In Schritt 6| wird lediglich der Wert a(X) fiir solche Variablen X definiert, die ausschlieflich
in Atomen A x B = C vorkommen, fiir die 8(4), B(B), B(C) ¢ {0,{0}} gil’} Induktiv
lésst sich daher zeigen, dass es einen Rechenweg gibt, auf welchem auch nach dem Schritt
[6] die Belegungen « und 3 auf allen bislang belegten Variablen iibereinstimmen.
Insbesondere gilt also fiir jedes Atom A x B = C, fiir welches die Werte a(A), a(B) und
a(C) nach Schritt [6] definert sind:

a(A) x a(B) = a(C).

Sei A x B = C ein Atom, sodass fiir mindestens eine der Variablen nach Schritt [6] noch
kein Wert unter « definiert ist. Dann sind a(C') und mindestens einer der zwei Werte a(A)
und «(B) noch nicht definiert: Angenommen, dies wére nicht so, dann wire

e «(C) definiert, wodurch aber nach Schritt [6a] auch «(A) und «a(B) definiert wéren,

oder es wiren

e a(A) und a(B) bereits definiert, wodurch aber nach Schritt [6b| auch a(C') definiert

ware.

Wir erhalten also jeweils einen Widerspruch.
Somit ist « erfiillend, wenn wir fiir jede nach Schritt [6] noch nicht belegte Variable X

a(X)=10

setzen. Dies geschieht in Schritt [7]

Es bleibt
VX € Var, U Const,, : a(X)Q{ H pt | Vit Ogei§§-2n}
pi€Py
zu zeigen. Es seien die Variablen Xi,..., Xjyar,| so indiziert, dass fiir i < j der Wert

a(X;) vor dem Wert a(X;) definiert wird. Induktiv kann man leicht zeigen, dass fiir alle
j=1,...,|Vary|

oz(Xj)g{ Hp?|W: ei§§-2j}

pi€P

gilt. Wegen [Var,| < n folgt die Behauptung.

20Man beachte hier, dass wir einen Teil der Atome der Eingabeformel gelscht haben.
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Das vorausgehende Lemma zeigt, dass es geniigt, eine endliche Menge von Variablen-
belegungen im Hinblick darauf zu testen, ob sie erfiillend sind, um fiir eine gegebene
{x}-Formel zu entscheiden, ob sie wahr ist. Damit folgt direkt die Entscheidbarkeit von

csp (Pﬁn(N), (=, x}).

Das Lemma macht aber auch eine Aussage dariiber, wie grof3 die zu testende Menge
von Variablenbelegungen ist. Damit lassen sich Aussagen iiber die Zugehorigkeit zu einer
konkreten Komplexitétsklasse machen.

Dabei ist der folgende Aspekt wesentlich: Obwohl es sein kann, dass fiir jede erfiillende
Belegung « eine Variable X mit exponentiell langem max(c(X)) existiert, hat nach dem
eben bewiesenen Lemma «(X) fiir alle Variablen X hochstens exponentiell viele Elemente.

Satz 4.19
Es gilt CSP (Pﬁn(N), (=, x}) € NEXP.

Beweis. Geméf Lemma entscheidet der im Folgenden beschriebene Algorithmus das
Problem CSP (Pﬁn(N), (=, x}).

Eingabe: {x }-Formel ¢'.

e Berechne o = f(¢') fiir die FL-Funktion f, die CSP (Pﬁn(N), (=, x}) auf das Pro-

blem CSP’ (Pﬁn(N), {=, x}) reduziert. Es hat ¢ folglich ausschlieflich Atome der
Form A x B =C.

e Bestimme n = || und

¢ =max({e | 3C € Const,Ip € PIc € C: p°|c}).

e Berechne die Menge Py = {p1,...,pp,}-
e Rate fiir jede Variable X von ¢ eine Menge
| P
SQ{HP? | Vi : ogeiggan}u{o}
i=1
und setze a(X) = S. Setze ferner o(C) = C fiir alle C' € Const,,.

e Falls es ein Atom A x B = C in ¢ mit a(A4) x a(B) # a(C) gibt, gib 0 zurtick.
Andernfalls gib 1 zuriick.

Der Algorithmus kann in 2P(") Rechenschritten fiir ein geeignetes Polynom p berechnet
werden, da lediglich |Var,| € O(n) Teilmengen S von

{ TI #1vic e <¢-2"}uo}
pi€P,

fiir ¢ € O(2") zu raten und die einzelnen Atome zu iiberpriifen sind. Man beachte dabei,
dass S zwar exponentiell lange Zahlen enthalten kann, jedoch nur exponentiell viele Zahlen
enthélt. O
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4.2.2 Untere Schranken

Fiir M € {[N], Pan(N)} beweisen wir die <°5-Hirte von CSP <M,{:, x}) fir NP. Fiir
M = Pgn(N) konnte diese Aussage auch iiber eine Reduktion von CSP <Pﬁn(N), {=, —|—}>
gezeigt werden, da bei der Reduktion MSOS <28 CSP(Pﬁn(N),{:,+}> eine Formel

erzeugt wurde, deren Konstanten einelementig oder leer sind. Dies wird an spéterer Stelle
aus dem Beweis von Lemma hervorgehen. Da jedoch [N] beziiglich der Multiplikation
nicht abgeschlossen ist, kann im Fall M = [N] nicht auf diese Weise vorgegangen werden.

Wir zeigen deshalb fiir beide Fille parallel die Aussage MSOS <los csp (M, {=, x}) und
damit:

Satz 4.20
CSP (M (= x}) ist <¢_hart fiir NP.

Beweis. Wir gehen analog zum Beweis von Satz [£.7] vor.
Seien ay, ..., ar, b € N gegeben. Wir konstruieren eine { x }-Formel ¢, sodass die Bedingung

p € CSP (M, {=, x}) genau dann gilt, wenn z1,...,z; € N mit Zle z;a; = b existieren.
Es gilt

k k
> wia; =be [](272%) = 2"
i=1 i=1

Wir verwenden zur kurzen Darstellung der Zahlen 2° fiir s € N in ¢ die Technik Square-
And-Multiply. Sei dazu b, ...by die Bindrdarstellung von s. Dann gilt

. \ b ;
2 =oZlob = T[T (22)'= [ 2%
0<i<m 0<i<m,bi=1

Es sei im Folgenden b; p, . .. b; o die Binérdarstellung von a;, sowie bgy1m,., ---bry1,0 die
Bin&rdarstellung von b.

Wir konstruieren fiir ¢ € {1,...,k + 1} eine Formel v;, welche eine Variable A; enthilt,
die unter jeder erfiillenden Belegung den Wert 2% fiir i € {1,...,k} und den Wert 2° fiir
i = k + 1 zugewiesen bekommt. Sei dazu m = max(mq, ..., Mg41).
Es sei fener
m—1
X=3Y,...3% Yo={2) A N\ (Vi =Y xY))
j=0

und

vi=3A4= [ W)

0<j<m;,bj=1
Sei ¢ die Formel, die aus
k+1 k
dX;...3dX; (X/\ /\ wi/\Ak-i-l :H(AZ X Xz))
i=1 i=1

entsteht, wenn alle existentiellen Quantifizierungen nach vorne gezogen werden.

Sei « eine erfiillende Variablenbelegung von ¢. Offenbar weist « jeder Variable Y; und
jeder Variable A; eine einelementige Menge zu. Gébe es eine Variable X;, der von « eine

o1



nicht einelementige Menge zugewiesen wird, so wére das Atom Ax, = Hle(Ai x X;)
nicht erfiillt. Also gilt W, C {N}.

Es gentigt daher zu zeigen, dass genau dann 1, ..., z, € N mit Hle 27124 = 2V existieren,
wenn es fiir ¢ eine erfiillende Belegung o mit W, C {N} gibt.
,= Seien x1,...,T, € N, sodass Hle 2%i2% = 2% ¢ilt. Dann erfiillt offenbar jede Term-

belegung mit X; — {2%} die Formel ¢.

»,<"“ Unter jeder erfiillenden Termbelegung « gilt a(A;) = {2%} fir ¢ = 1,...,k und
a(Apy1) = {2°}. Wenn wir das eindeutige Element in a(X;) mit 2/ bezeichnen, so gilt
Hle x/2% = 2% Insbesondere sind also die x| Zweierpotenzen und fiir zy,...,z, mit
z; = log, x gilt Hle 2790 — 9b,

Da die in der Eingabe auftretenden Zahlen bereits in Bindrdarstellung vorliegen, kann die
Formel ¢ in logarithmischem Raum berechnet werden. O
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4.3 CSP(Pu(N),{=,+,n})

Im Gegensatz zu der Variante iiber beliebigen endlichen Teilmengen von N, die wir im Ab-
schnitt noch kurz diskutieren werden, lasst sich hier relativ leicht eine obere Schranke
finden: Wir zeigen unter Verwendung von Integer Linear Programs die Zugehorigkeit des

Problems CSP([N], {=+, ﬂ}) zu NP.
Ferner ergibt sich die NP-Hérte aus der NP-Hérte von CSP([N], {=, +}>
Wir definieren eine bekanntlich in NP liegende Variante von Integer Linear Programs:

Definition 4.21
Es sei

ILP = {(A,b)\AeZmX”,beZm, m,n € N*, 3z € N ; Amgb},

wobei (di,...,dp) < (e1,...,€n) genau dann gelte, wenn fir alle i = 1,...,m die Bedin-
gung d; < e; erfiillt ist.

Satz 4.22
Es gilt CSP([N], {:,+,m}) e NP.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Angabe eines nichtdeterministischen Polyno-
mialzeitalgorithmus. Dabei geniigt es geméfl Lemma CSP’([N], {=,+, ﬂ}) € NP zu
zeigen.

Sei also ¢ eine {+,N}-Formel, deren Konstanten Intervalle sind. Das heifit, dass jedes
Atom die Form X @Y = Z fiir X,Y,Z € Var, U Const, und & € {+,N} hat.

Rate nichtdeterministische eine Teilmenge M von Variablen in ¢ und ersetze jedes Auf-
treten einer Variable in M durch (). Losche jedes Atom X @Y = Z fiir @ € {N, +}, falls
Z=0und (X =0VY =0). Bleibt kein Atom iibrig, so gib {0} + {0} = {0} zuriick. Falls
fiir ein Atom X @Y = Z for ® € {N,+} die Bedingung

(X=0VY=0)AZ£0)V(Z=0AX,Y £0ND=+)
gilt, dann gib {0} + {0} = {1} zuriick. In allen anderen Fillen gib die — eventuell modifi-
zierte — Formel zuriick.

Damit gilt ¢ € CSP’ ([N}, {=,+, ﬂ}) genau dann, wenn auf mindestens einem Rechenweg

eine Formel ¢ zuriickgegeben wurde, die den folgenden Bedingungen geniigt:

e Es gibt eine erfiillende Variablenbelegung mit Bildbereich C [N] — {0} fiir ¢’ und,

e wenn es in ¢ ein Atom X @Y = Z gibt, welches die leere Menge als Konstante
enthilt, so gilt @ =N, Z =0 und X,Y # (.

Wir geben einen Algorithmus an, der diese Bedingungen testet.

Wir definieren eine ILP-Instanz durch Angabe einer Reihe von Ungleichungen. Dadurch
werden A, b implizit festgelegt. Fiihre zwecks dessen fiir jedes R € (Var, U Const,) — {0}
zwei ILP-Variablen rg,r; ein. Setze fiir jede nichtleere Konstante R = [l,u] weiterhin
ro =1 und r = u.
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1. Fiir jedes Atom X +Y = Z stellen wir die Gleichungen zg+1y9 = 2o und z1+y1 = 21
auf.

2. Fiir jedes Atom X NY = Z mit Z # () fiihre vier weitere Variablen d, e, d’, ¢’ ein.
Letztlich soll zp = max(xg,yo) und z; = min(z;,y;) ausgedriickt werden.

e 7Zu zp = max(zg,yo): Dies kann durch z¢ < 29, yo < 20, 20 = dzo + ey und
d + e = 1 ausgedriickt werden.

e Zu z; = min(z1,y;): Dies kann durch 1 > 21, y1 > 21, 21 = d'z1 + €'y und
d + ¢ =1 ausgedriickt werden.

3. Fiir jedes Atom X NY = Z mit Z = () moéchten wir y1 < xo V 21 < yo fordern.
Daher raten wir ein Bit b. Wenn b = 0, fiigen wir die Ungleichung y; < x¢ hinzu.
Andernfalls wird z1 < yo hinzugefiigt.

4. Fiihre weiterhin fiir jedes Paar von ILP-Variablen zq, 1, welche die untere und obere
Grenze eines Intervalls beschreiben, die Ungleichung xg < x7 hinzu.

Nach Konstruktion gilt: Genau dann wird auf mindestens einem Rechenweg eine ILP-
Instanz (A, b) mit (A,b) € ILP zuriickgegeben, wenn die Formel ¢ eine erfiillende Varia-
blenbelegung besitzt, von der keine Variable auf die leere Menge abgebildet wird.

Somit entscheidet der Algorithmus CSP([N], {=+, ﬂ})
Wegen ILP € NP arbeitet der Algorithmus in nichtdeterministischer Polynomialzeit. [J

Korollar 4.23
CSP([N], {=+, m}) ist <\ _yollstindig fiir NP.

Beweis. CSP%V], {=+, ﬂ}) € NP folgt aus Satz |4.22, Die Hérte ergibt sich aus Satz

und Lemma (]
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4.4 Untere Schranken fiir CSPs mit einer arithmetischen Operation und
Mengenoperationen

In diesem Abschnitt beweisen wir verschiedene untere Schranken fiir CSPs tiber Pgy(N),
die neben genau einer arithmetischen auch mindestens eine Mengenoperation enthalten.
Genauer werden wir die II5-Hérte fiir

e CSP(Pun(N),{=,+,U})
e CSP(Pun(N),{=, x,U})
und die PSPACE-Hirte fiir
e CSP(Pun(N), {=,+,®}) fiir ® € {n, -}
e CSP(Pun(N), {=, x,®}) fiir ® € {n, -}

zeigen.

Die beiden Schranken folgen beinahe direkt aus der Literatur und sollten zumindest in
manchen Féllen verbessert werden kénnen. Unser Hauptaugenmerk war jedoch auf andere
Fragen, insbesondere auf die Frage nach der Entscheidbarkeit der besagten Probleme,
ausgerichtet. Die genaue Betrachtung der unteren Schranken steht damit noch aus.

Um uns bei dem Beweis der unteren Schranken in einigen Fillen auf die Variante mit der
Addition beschrinken zu kénnen, formulieren und beweisen wir das folgende Lemma.

Lemma 4.24
Es gilt fir O C{N,U,—} mit ON{U,—} #0

CSP(Pan(N), {=,+} U O) <I% CSP(Pga(N), {=, x} UO).
Beweis. Sei ¢ gegeben. Ersetze in ¢ jedes + durch Xx. Ersetze zudem jede Konstante
C=A{ky,....,k}

wie folgt:
Fiir i € {1,...,7} sei b;...by die Bindrdarstellung von k;. Es gilt dann

l
A e || (22j>bj = II #
j=0 5E[0,1],b;=1
wobei
9% — (22j‘1>2

gilt.

Es lisst sich daher {2¥1} wie folgt beschreiben

o; =3X;3Yp...3Y (Yo={2H) A1 =Yo x Yo) A (Ya=Y1 X Y1) A=A

Vi=viaxvi)A (= [ ).
Jj€[0,],b;=1
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Fiir jede a; erfiillende Belegung ~ gilt also v(X;) = {2¥}. Wir benennen nun in «; die
Variablen Y in Y} ; um@ Betrachte die Formel die aus

Ixe N\ aiA<XC: U X)
1<i<r 1<i<r

durch das Ziehen der existentiellen Quantifizierungen nach vorne entsteht und nenne sie

Ye.
Unter einer ¢¢ erfiillenden Belegung « gilt v(X¢) = {2°| c € C}.

Ersetze nun alle Auftreten von C' in ¢ durch X, bilde die Konjunktion aus dieser Formel
und ACEConstLp Yo, ziehe anschlieffend alle existentiellen Quantoren an den Anfang der
Formel und nenne die Formel ¢'.

Wegen
Ve,y,z € N (x+y:z<:>2x~29:2z)

gilt dann, dass eine Belegung ~ fiir ¢ genau dann erfiillend ist, wenn die Variablenbelegung
X — {27 | x € y(X)} erfiillend fiir ¢ ist.

Die Berechnung von ¢’ ist in logarithmischem Raum moglich, da die eingegebenen Zahlen
bereits in Binédrdarstellung vorliegen.

Da wir bei unserer Konstruktion neben der Multiplikation auch die Vereinigung verwenden,
ist

CSP(Pgn(N), {=, +} UO) <198 CSP(Pgiu(N), {=, x,U} UO)
gezeigt. Nach Lemma gilt

CSP(Psn(N), {=, x,U} UO) <18 CSP(Pn(N), {=, x, —}).

Dies vervollstandigt den Beweis. O

Betrachte das folgende Problem.

Definition 4.25

Fiir n € Nist n ein Integer-Ausdruck. Fiir Integer- Ausdriicke o, 8 sind (a+ ) und (U )
Integer- Ausdriicke.

Wir definieren die von einem Integer-Ausdruck o beschriebene Menge L(a) C N:

Fiir n € Nist L(n) = {n}. Fiir (8@ ) und @ € {+,U} gilt L(B D) = L(B) ® L(v).

INEQ =qef {(a, B) | @, 8 sind Integer-Ausdriicke und L(«) # L(B)}.

Meyer und Stockmeyer [SM73] beweisen das folgende Lemma.

Satz 4.26 ([SM73])
INEQ ist <% volistindig fiir 5.

Wir nennen das Problem
CSP(Psn(N), {=,+,U})N{p | ¢ ist eine {+,U}-Formel, in der keine Variablen auftreten}
constCSP (Ps, (N), {=, +,U}).

21Da die Y;’s eigentlich nicht mehrfach auftreten miissten, enthilt die entstehende Formel so einige
redundante Abschnitte, kann aber noch immer in logarithmischem Raum berechnet werden, was fiir unsere
Zwecke hinreichend ist.
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Satz 4.27
constCSP (P (N), {=, +,U}) ist <1o8-hart fiir T15.

Beweis. Nach Lemma ist INEQ <lo¢_hart fiir 1.
Seien «, 8 Integer-Ausdriicke. o, 5 sind somit {+,U}-Terme. Es gilt daher

(o, B) € INEQ < a = 8 € constCSP(Pspn(N), {=,+,U}).
0

Damit ist auch CSP(Pgn(N), {=, +,U}) <it-hart fiir I10. Es sollte aber méglich sein, eine
bessere obere Schranke — wie etwa die S}ﬁg—Hé'Lrte fiir Zg — zu zeigen, da wir bei der Re-
duktion keinen Gebrauch von Variablen gemacht haben, sondern ausschliellich Konstanten
verwendet haben.

Wegen Lemmaist ferner auch CSP(Pgy (N), {=, x,U}) <i8-hart fiir II5. Damit haben
wir das folgende Korollar bewiesen.

Korollar 4.28
FEs gilt:

1. CSP(Pgn(N), {=, +,U}) ist <18-hart fiir 115,

2. CSP(Pgn(N), {=, x,U}) ist <i8-hart fiir TI5.

Sofern neben einer arithmetischen Operation noch eine der Operationen Schnitt und Men-
gendifferenz zur Verfiigung steht, lédsst sich die PSPACE-Héarte zeigen. Wir modifizieren
dazu einen Beweis von McKenzie und Wagner [MWO3] geringfiigig, sodass wir ohne die
Vereinigung auskommen.

Wir benétigen fiir die weitere Argumentation das folgende als S}ﬁg-vollstéindig bekannte
Problem 3KNF-QBF.

Definition 4.29
Es sei

SKNF-QBF =g4¢ {F' |@ ist eine in 3-KNF vorliegende, abgeschlossene,

quantifizierte boolesche Formel mit F' = 1}.

Satz 4.30
Es gelten die folgenden Aussagen:

1. Bs ist CSP(Pﬁn A=, +,N}) <B-hart fiirr PSPACE.

)
) <

( <% _hart fiir PSPACE.
3. Es ist CSP(Pﬁn A=+ -}

2. Es ist CSP( Pan(N), {=, x,N}
<1%¢_hart fiir PSPACE.

4. Bs ist CSP(Pga(N), {=, x —}) <% _hart fiir PSPACE.
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Beweis. Wir zeigen die ersten beiden Aussagen jeweils mittels einer <},- bzw. mittels einer
<'8_Reduktion von 3KNF-QBF.

1.Essei F = Q21 ... QmamH(z1, ..., xy) eine SKNF-QBF-Instanz, wobei H = /\;;1 H;

fiir ein n € N sei, die Formeln Hiy, ..., H, Klauseln mit jeweils drei Literalen seien und
Q1,...,Qm € {3,V} gelte.

Wir konstruieren im Folgenden fiir k = m,m — 1,...,1,0 eine Folge von Konjunktionen
von Atomen ¢y mit Variablen X,,, X;,—1,..., Xy, sodass fiir alle ay,...,a; € {0,1} und

jede Termbelegung I die folgende Bedingung gilt:

Qr1Thy1 - - QmrmH (01, . o O, Thy 1, -+ -, Tin) &
n k m

Y 36+ b+ Y 6T eI(Xy) (%)
j=1 i=1 i=k+1

Die ¢}, werden dabei so aufgebaut, dass fiir je zwei Termbelegungen I, I’
I(Xk) = I'(Xk)

gilt. Aus diesem Grunde werden wir auch einfach Xy, fiir die Menge I(X},) fiir eine beliebige
Termbelegung I schreiben.
Aus (%) erhalten wir fiir £ =0

n m
Q121 QurmH(x1, .. ) & Y 367+ 6" € Xo.
j=1 i=1

Damit ergibt sich fir r = Y27, 367 + Y 6" mit
F—3dX,3Xh—1...3X0: @ A (X() N {7“} = {7’})

eine — wie aus dem Folgenden hervorgehen wird — in polynomieller Zeit berechenbare
Reduktionsfunktion fiir SKNF-QBF <h CSP(Pan(N), {=,+,}).

Wir betrachten zunéchst den Fall £ = m. Definiere

a; =qof 6" + Z 67 und b; =gef Z 67/

T in Hj fiin Hj

fur i = 1,...,m und setze

P =def (Xm => {aibi} +> {0,67,2- 6j}).
j=1

i=1

Man beachte dabei, dass jeder Summand 67 in dem obigen Ausdruck héchstens 5 mal
auftritt.
Wir zeigen, dass dann fiir alle a1, ..., ap, € {0,1}

n m
H(ap,...,0m) &> 367+ a; 6" € X,
j=1 i=1

gilt:
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»= Es sei v; € {a;,b;} mit v; = a; fiir a; = 1 und ; = b; sonst. Da H(ay, ..., a,,) wahr
ist, gibt es fiir jede Klausel H; mindestens ein wahres Literal und somit gibt es ein ;, in
welchem der Summand 67 auftritt. Daher ist

m n m
D =D B 4 ) ai6™
i=1 j=1 i=1

mit §; € {1,2,3}. Dann gilt

Z%+23 B;) -6 = 23 6J+Za 6" e X

“=*: Es sei
n m
D360+ 6" € X
j=1 i=1
Dann ist
n m m n
Y36+ 6" e v+ > {0,67,2:67}
j=1 i=1 i=1 j=1
fir

o a; o; = 1
v bi o; = 0 .
Da fiir jede Klausel H; der Summand 67 in > it vi mindestens einmal auftritt, gilt wegen
der Wahl der ~;
H(ag, ..., o).

Fiir den Schritt von k auf k — 1 setzen wir () voraus. Fiir den Fall Q) = 3 erhalten wir

2k Qkt1 -+ QT H (1, -y 1, Ty Theg 15 - - -+, Tn)
<~ ka—l—lxk’-‘rl cee memH(ala sy Qp—1, Oa Lht1y--- 7xm)\/
\% ka+1l’k+1 QurmH (o, .. o1, 1, 24, fL‘m)

23 6]+Zaz6n+l+ Z 6”+ZEXkVZ3 6]+Za6n+l+26n+Z€Xk

i=k+1
& 23 67 + 20@6”” + 26”“ € X1,
j=1 i=1 i=k

wobel pr_1 =det ¥k N\ (Xk—l = (Xk + {0, 6n+k}>)-

Im Fall Q; =V lésst sich analog argumentieren:

VIrQrtt - QurmH (a1, . o, g1, Th, Ty 15 -+, T
& Qre1Ti41 - QurmH (a1, .. 1,0, 241, ..., ) A
/\Qk+1$k+1---memH(a1,--~ ap—1, 1, Tpy1, -, xm)

23 6J+Za6n+z+ Z 6n+zeXk/\23 6J+Za6n+z+26n+zexk

i=k+1

& 23 6+ Z_:aﬁ"“ + 26"” € Xp_1,
j=1 i=1 i=k
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wobel Pk—1 =def Pk N (Xk—l = (Xk + {6n+k}) N Xk>

Offenbar kann die Reduktionsfunktion in polynomieller Zeit berechnet werden.

2. Es lisst sich 3KNF-QBF <198 CSP (Pﬁn(N), {=, %, ﬁ}) analog zeigen: Es sind lediglich

die Operationen + durch x und die Zahlen 6° fiir 4 = 1,...,n + m durch p; zu ersetzen,
wobei p; die i-te Primzahl ist. Wegen 7 (i) € ©(i/log1) gilt py1m € O((n+m)?) und daher
|pntm| € O(log(n 4+ m)). Die auftretenden Produkte sind nicht innerhalb der Reduktion
auszurechnen, sondern als Produkte in die auszugebende Formel zu schreiben.

Ansonsten lisst sich {iberall wie in Teil 1 argumentieren.

3. Fiir CSP <73ﬁn(N), {=,+, —}) lisst sich wie fiir CSP (Pﬁn(N), {=,+ ﬂ}) vorgehen, der
Schnitt kann gem#f dem Beweis von Lemma durch die Mengendifferenz simuliert
werden. Es kann dabei aber sogar die <1°¢_Hirte fiitr PSPACE gezeigt werden:

Die in der Ausgabeformel auftretenden Konstanten miissen nicht innerhalb der Redukti-
onsfunktion berechnet werden, sondern kénnen mittels der Shift-And-Add-Technik inner-
halb der Ausgabeformel beschrieben werden. Dabei sind lediglich Zahlen der Form 6* fiir
k < n + m zu beschreiben. Da n und m als Anzahl der Klauseln bzw. Variablen in der
Eingabeformel codiert sind, kann die Binédrdarstellung von n + m und kleineren Zahlen in
logarithmischem Raum berechnet werden.

Mehrelementige Mengen kénnen erzeugt werden, da wir mit der Mengendifferenz die Ver-
einigung simulieren koénnen (vgl. dazu den Beweis von Lemma [2.6)).

4. folgt aus 2. mit Lemma [2.6 O

In Abschnitt [3] hatten wir festgestellt, dass es CSPs gibt, fiir welche die Variante iiber
[N] schwerer als die Variante iiber Pg,(N) ist, aber auch bereits angekiindigt, dass es
Situationen gibt, in welchen die umgekehrte Situation vorliegt. An dieser Stelle konnen
wir dieses Versprechen einltsen.

Wir hatten in Korollar |4.23|die <195-Vollstéindigkeit von CSP([N], {=,+, ﬂ}) fiir NP fest-

gestellt. Nach Satz|4.30/ist hingegen CSP (Pﬁn(N), {=+ ﬁ}) <h-hart fiir PSPACE. Unter
der Annahme NP # PSPACE gilt daher

CSP([N], (=, +, m}) <P CSP (Pﬁn(N), {=+, ﬂ})

aber

CSP (P (N), {=, +,1}) 25 CSP(IN], {=,+,M}).
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4.5 Diskussion Zweier Offen Bleibender Fragen

Bei den bislang untersuchten Problemen bleiben einige offene Fragestellungen, von denen
wir an dieser Stelle auf die zwei aus unserer Sicht grundlegendsten eingehen. Wir geben
in diesem Abschnitt Aufschluss dariiber, wie wir versucht haben, diese — zumindest teil-
weise — zu kldren, und versuchen, méglichst genau zu begriinden, wo die wesentlichen
Schwierigkeiten bei den beiden Fragestellungen liegen.

1. Bei den CSPs mit O € {{+},{x}} hatten wir fiir die Variante iiber endlichen In-
tervallen die NP-Vollstdndigkeit bzw. die NP-Hérte und Zugehérigkeit zu 3% fest-
gestellt. Fiir die Variante iiber beliebigen endlichen Mengen konnten wir hingegen
lediglich die Slﬁg—HéLrte fiir NP und die Zugehorigkeit zu NEXP zeigen. Die beiden
Schranken liegen also sehr weit auseinander.

Wir werden hier jedoch lediglich den Fall O = {+} weiter erortern. Teilweise lassen
sich die Erorterungen fiir den zweiten Fall analog téitigen.

2. Fir CSP([N], {=+, ﬁ}) konnten wir wiederum die NP-Vollstandigkeit zeigen, fiir

CSP (Pﬁn(N), {=+, ﬂ}) hingegen nicht einmal die Entscheidbarkeit. Die Zugeho-
rigkeit zu 3 ergibt sich aus Satz [4.1]

Arbeiten von Jez und Okhotin: Jez und Okhotin [JO10a] untersuchten @hnliche Frage-
stellungen wie wir. Sie betrachteten unter anderem Gleichungen iiber Variablen, Konstan-
ten und der Addition, wobei die Variablen beliebige Mengen natiirlicher Zahlen als Werte
annehmen diirfen, wihrend Konstanten ,,ultimately periodic“ Mengen sind, d.h. Mengen
A CN, fiir die es d, p € N gibt, sodass fiir alle x > d

reAsx+pe A

gilt. Unter anderem untersuchten sie die Komplexitéit des Problems, zu testen, ob es fiir
ein derartiges Gleichungssystem eine Losung gibt und stellten dabei die I1;-Vollstédndigkeit
fest.

Fiir unsere Zwecke hilft dieses Resultat nicht direkt weiter, da Jez und Okhotin Probleme
untersuchen, die einerseits aufgrund der zugelassenen unendlichen Mengen als Konstanten
schwerer zu 16sen sind als unsere CSPs, andererseits jedoch in gewissem Sinne einfacher zu
l6sen sind, da Variablen nicht nur mit endlichen Teilmengen von N belegt werden kénnen.

Ferner konnten wir bereits CSP (Pﬁn(N), {:,+}) € NEXP zeigen, was eine wesentlich
bessere obere Schranke darstellt als II;.
In weiteren Arbeiten [JO10b, JOT11l [JO14] erlauben Jez und Okhotin auch weitere Ope-

rationen neben der Addition, ndmlich Schnitt und Vereinigung, aber die Resultate lassen
sich aus den gleichen Griinden nicht auf unsere Situation {ibertragen.

Generell gilt, dass Jez und Okhotin mit ihren Untersuchungen keinen unserer Bereiche
abdecken [Jez15]. Insbesondere sind ihre bisherigen Arbeiten auf Gleichungssysteme be-
schriankt, die kleinste/groBte/eindeutige Losungen haben [Jez15].

Sumsets: Im Folgenden werden wir die Moglichkeit CSP (Pﬁn(N)7 {=, +}) ¢ EXP disku-

tieren.

Definition 4.31
Sei (G, +) eine abelsche Gruppe und S C G endlich. Dann heift S genau dann sumset,
wenn es ein A C G mit A+ A =S gibt.
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Croot und Lev [CL0O7] weisen darauf hin, dass nicht bekannt ist, ob es einen Polynomi-
alzeitalgorithmus gibt, der fiir eine gegebene Menge entscheidet, ob sie ein sumset ist.
Genauer erwahnen sie, dass der beste bekannte Algorithmus fiir jedes s € S und fiir alle
2151 Teilmengen S” der Menge S’ = {s' — s | s’ € S} jeweils S” 4 S” berechnet und mit S’
vergleicht.

Fiir den Fall G = Z ist es notwendig und hinreichend, lediglich die Elemente s € SN2Z zu
betrachten. Fiir einen sumset S sind ndmlich min(.S) und max(S) stets gerade. Weiterhin
ist [1, 3] kein sumset, {s — 1 | s € [1, 3]} hingegen schon.

Zwar formulieren Croot und Lev das Problem allgemein iiber Teilmengen abelscher Grup-
pen, erwéihnen jedoch explizit, dass auch dann, wenn die Gruppe zyklisch ist, kein besserer
Algorithmus bekannt ist. Insbesondere ist also kein besserer Algorithmus zum Testen, ob
eine endliche Menge S C Z ein sumset ist, bekannt.

Lemma 4.32
Sei A CZ und z € Z. Dann ist A genau dann ein sumset, wenn A+ {2z} ein sumset ist.

Beweis. Es gilt fir X CZ

X+X=A (X+{z})+ X +{z}) =4+ {22}

Statt zu testen, ob S C Z ein sumset ist, kann also auch getestet werden, ob

S’:{S—QLHM(S;{O})J |3€S}§N

ein sumset ist.
Daher ist nicht bekannt, ob SUMSET € P gilt, wobei

SUMSET =4ef {S € Pn(N) | S ist ein sumset}.

SUMSET € NP ist hingegen offensichtlich. Weiter gilt offenbar

SUMSET <l CSp (Pﬁn(N), {=, +})'

Mit {+}-Termen der Linge n konnen jedoch sogar Mengen S beschrieben werden, sodass
S| € 297
gilt.
Wir definieren
SUCCINCT-SUMSET =4¢t {(C1,...,Cn) | Ci € Pin(N), > C; € SUMSET}.
i=1
Offenbar gilt dann SUCCINCT-SUMSET <198 CSP ('Pﬁn(N), {=, —|—})

Fiir SAT lésst sich ebenfalls eine Variante SUCCINCT-SAT definieren. Dabei ist SAT
vollstédndig fiir NP und SUCCINCT-SAT vollstéindig fiir NEXP. Mittels Translations-

lemma gilt
SAT € P = SUCCINCT-SAT € EXP.
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Falls also EXP # NEXP gilt, so gilt nach dem Translationslemma auch P # NP. Aus
EXP # NEXP folgt daher SAT ¢ P und SUCCINCT-SAT ¢ EXP.

Nach derzeitigem Kenntnisstand wére es moglich, dass fiir die beiden Probleme SUMSET
und SUCCINCT-SUMSET die gleiche Situation vorliegt, dass also — falls EXP # NEXP
- sowohl SUMSET ¢ P als auch SUCCINCT-SUMSET ¢ EXP gilt.

Obere Schranke fiir CSP ('Pﬁn(N),{Z,-i—,ﬂ}): Wir wissen bereits aus Satz 4.30
dass CSP (Pﬁn(N), {=,+, ﬂ}) <19 hart fiir PSPACE ist. Als obere Schranke konnten wir

bislang lediglich die triviale Eigenschaft CSP (Pﬁn(N), {=,+, ﬂ}) € Y1 zeigen.

Wir versuchen Hinweise darauf zu finden, dass das Beweisen einer besseren oberen Schran-
ke schwer ist:

Wir konnten CSP (Pﬁn(N), {:,—i-}) € NEXP durch einen Algorithmus zeigen, der zu-

néchst notwendige Variablenbelegungen bestimmt bzw. aus einer endlichen Menge rit
und anschliefend die verbliebenen Variablen mit der leeren Menge belegt. Mit Hilfe der
Schnittoperation konnen wir jedoch ausdriicken, dass eine Variable X unter einer erfiil-
lenden Variablenbelegung « nicht mit () belegt werden kann, ohne jedoch damit die Grofe
der Menge a(X) fiir eine giiltige Variablenbelegung « zu beschrénken. Ein Beispiel dafiir
stellt der folgende Satz dar:

IXTY (X NY = {0}) A (X + {1} = X).

Offenbar hat dieser Satz keine erfiillende Belegung iiber Pg,(N). Das Atom X + {1} = X
wiirde nur von einer Belegung o mit «(X) = ) erfiillt werden. Eine derartige Belegung
erfiillt jedoch das erste Atom nicht.
Ein iterativer Algorithmus der Art wie in Lemma [.2] der versucht, sukzessive eine erfiil-
lende Belegung « zu konstruieren, wiirde zunéchst a(X) D {0}, dann «a(X) D {0,1}, usw.
festlegen. In diesem Fall wiirde er nicht terminieren. Falls jedoch eine Abbruchbedingung
der Art wie etwa in
k
IXTY (X nY ={0) A (X +{1}) N> [0,¢] = X)

i=1
vorliegt, findet er eine erfiillende Belegung.
Es bleibt offen, ob fiir einen solchen iterativen Algorithmus eine Schranke existiert, sodass
er stets entweder terminiert, ohne Belegungen oberhalb dieser Schranke vorzunehmen, oder
gar nicht terminiert. Falls eine solche Schranke existiert, wire CSP (Pﬁn(N), {=, —i—,ﬂ})

entscheidbar.
Wir betrachten ein weiteres Beispiel. Seien C1,...,Cy und C1, ..., C}, beliebige Konstan-
ten und ¢(C1, ..., Cy) sowie ¥(C1,...,C},) Terme iiber {+,N}. Betrachte den Satz
XY (X =Y +Y)A (X Ne(CL,...,Ch) =¢(Ch,...,Ck)).
Er formuliert die Frage: Gibt es einen sumset X mit ¢(C1,...,C;) € X und
(e(C1,....,Ch) —(Cy,...,Ck)) N X =07

Es muss also die Frage nach der Existenz eines sumsets S, fiir den exponentiell viele
Forderungen der Form x € S oder = ¢ S fiir polynomiell lange = gegeben sind, beantwortet
werden.

Hier ist zunéchst unklar, ob im Falle der Existenz eines solchen sumsets auch immer ein
»kleiner solcher sumset existiert, oder ob der kleinste derartige sumset ,,sehr groff sein
kann.
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4.6 Addition und Multiplikation

Sobald in einem CSP sowohl die Addition als auch die Multiplikation zugelassen ist, er-
halten wir unentscheidbare, aber aufzihlbare Probleme. Es ist leicht zu sehen, dass wir
beliebige diophantische Gleichungen formulieren kénnen.

Genauer gilt: Wir zeigen die §1ﬁg-Vollstéindigkeit solcher CSPs fiir Z‘l

Satz 4.33
Es sei M € {Pgn(N), [N]}. Dann ist CSP (M, {=, +, x}UO) <% _yollstindig fiir 31, wobei
O C {u,n,-}.

Beweis. Wir zeigen zunéchst:
A) Fiir einen beliebigen {+, x }-Satz ¢ kann in logarithmischem Raum ein {4+, x }-Satz v/
berechnet werden, sodass

Y € CSP (M, {=,+, ><}) & es existiert fiir ¢ eine erfiillende Variablenbelegung
mit Wertebereich {{a} | a € N}

gilt. Wir geben an, wie ¢ aus 1 konstruiert wird:

Hénge fiir jede Variable X in 1 die folgende Konjunktion von Atomen an das Ende von
Y an:
/\<X+X — (2} x X) A (X x {0} = {0}>.

Sei « eine beliebige Termbelegung fiir ¢)'. Wire a(X) = (), so wiire das Atom X x {0} = {0}
nicht erfillt. Wére o(X) = {z1,..., 2} fiir ein r € N—{0,1} und x; < x;41, so enthielte
a(X +X) =aX)+a(X) D {x1 + z1,21 + 22,...,21 + Ty, + =} mindestens r + 1
Elemente, wihrend a({2} x X) = {2} x a(X) lediglich r Elemente enthielte. Es wére
folglich « nicht erfiillend.

Jede erfiillende Termbelegung fiir 1)’ ordnet somit jeder Variable eine einelementige Menge
zu. Ferner ist jede erfiillende Variablenbelegung fiir ¢/ auch erfiillend fiir ).

Existiert umgekehrt eine erfiillende Variablenbelegung fiir ¢, die jeder Variablen eine ein-

elementige Menge zuweist, so ist diese offenbar auch fiir )" erfiillend.

B) Dem Matiyasevich-Robinson-Davis-Putnam-Theorem [Mat70, DPR61] zufolge existiert
ein n € N und ein multivariates Polynom p mit ganzzahligen Koeffizienten, sodass fiir jede
Menge A € ¥ ein a € N existiert, sodass

reAs Jye N pla,z,y) =0

gilt.

Wir kénnen nun in der diophantischen Gleichung p(a, z,y) = 0 die Monome mit negativen
Koeflizienten auf die rechte Seite ziehen. Damit existieren multivariate Polynome [, mit
natiirlichzahligen Koeffizienten, sodass

reAe JyeNl(a,z,y) =r(a,x,y)

gilt.

2Dass wir die <!98-Vollstéindigkeit zeigen, mag auf den ersten Blick etwas seltsam anmuten. Wir tun
dies jedoch aus dem Grunde, dass dadurch die Ubersichtstabelle im Abschnitt »schoner” wird.
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Wegen A) konnen wir die rechte Seite der obigen Aquivalenz als einen {+, x}-Satz ¢
formulieren.

Dabei sind p und a unabhingig von der Eingabe x. Da insbesondere fiir im Polynom
auftretende Terme der Form z¢ der Exponent e konstante Gréfle hat, kann der Satz ¢ in
logarithmischem Raum berechnet werden.

Es gilt CSP (M, {=,+,x}U O) € ¥ wegen Satz O
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4.7 Ubersicht und Fazit

Folgende Tabellen liefern eine Ubersicht iiber die in diesem Kapitel gewonnenen Resultate.
Die erste Tabelle behandelt die CSPs iiber Pg, (N). Hier tritt auch der einzige Fall auf, in
welchem wir eine untere Schranke nicht hinsichtlich der §£g— sondern lediglich hinsichtlich
der <p-Reduktion zeigen konnten.

’ CSP(Pﬁn(N), {=}u O) mit O = ‘ Hirte ‘ enthalten in ‘
{+} <1B-hart fiir NP, 4.7 NEXP, 4.3
{x} <iwé-hart fiir NP, [4.20| NEXP, 4.19)
{+,n} <h-hart fir PSPACE, |4.30] | ¥, 4.1
{+,U} <swE-hart fiir 115, |4.2§] ¥, 41
{+, -} <ié-hart fiir PSPACE, [4.30[ | ¥, 4.1
{+, x} S}rﬁg—hart fiir X4, |4.33| Y1, 4.1

Die nachfolgende Tabelle gibt Aufschluss iiber die CSPs iiber [N].

| CSP(IN], {=} UO) mit O = | <;¥-hat fiir | enthalten in |

{+} NP, 4.7 NP, 4.3
{x} NP, [4.20 x5, [4.13
{+,n} NP, 4.23 NP, [4.22|
{—l—, X} >, |433| 1, I41I

Die Frage nach der Komplexitdt von CSPs, in denen auch arithmetische Operationen
erlaubt sind, konnte in dieser Arbeit nicht erschépfend gekldrt werden. Vielmehr stellt sich
heraus, dass schon beim Zulassen weniger Operationen die Probleme sehr schwer werden.
Insbesondere liegt Unentscheidbarkeit vor, sobald die beiden arithmetischen Operationen
zur Verfiigung stehen.

Die Frage nach der Entscheidbarkeit von Problemen konnte nur fiir einzelne Probleme
beantwortet werden.

Trotz der Unvollstandigkeit der gefundenen Resultate lésst sich fiir die oben aufgefiihrten
Probleme eine Tendenz feststellen: Sofern [N] abgeschlossen beziiglich der zugelassenen
Operationen ist, werden die Probleme durch das Einschrinken der Konstanten und Varia-
blen auf endliche Intervalle iiber N einfacher.

Lésst man die Vereinigung oder die Mengendifferenz zu, unterscheiden sich die Probleme
iiber Py (N) und [N] hinsichtlich der Konstanten nicht mehr. Der einzige Unterschied be-
steht dann darin, ob die Variablen mit beliebigen endlichen Mengen oder nur mit endlichen
Intervallen belegt werden diirfen.

Wenn die Konstanten beliebige endliche Teilmengen von N sind, dann ist es natiirlicher,
auch die Variablen mit Werten aus Pg, (N) zu belegen.

Zusammenfassend lésst sich sagen: Es bleiben vor allem bei den CSPs iiber endlichen Teil-
mengen der natiirlichen Zahlen einige Probleme offen, die weitere intensive Beschéftigung
verlangen.
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