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Motivation

Warum sind U-Bahn-Linienpläne von Interesse?

London Underground:

• 270 Stationen
• 11 Linien
• 402 km Streckenlänge
• 3,2 Millionen Fahrgäste pro Tag

Linienpläne müssen:

• übersichtlich sein
• eine effiziente Routenplanung ermöglichen
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Motivation

Oktilineares Layout weltweit vorherrschend!

Henry Beck (1933): Schematische Darstellung des Londoner U-
Bahn-Netzes
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Modellierung eines Liniennetzwerkes

Grundlegende Bedingungen:

• essentielle Bestandteile eines (radial-konzentrischen) Linien-
planes

• müssen in jedem Linienplan erfüllt sein

Optimierungskriterien:

• definieren ein optimales Ergebnis
• dienen als Qualitätsmaß
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WAnn erkläre ich was eine Kreuzung ist (also definition: radiales
schneidet konzentrisches segment)?
Hier?
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Grundlagen

Hier sachen wie Polarkoordinaten, wie kann eine Kante aus-
schauen (also nur konz.-radial-konz.), vielleicht auch die Ver-
einfachung? und falls noch was einfällt

Globaler Mittelpunkt Polachse

φ

p(r, φ)

r

globaler mittelpunkt ein virtueller punkt, bietet sich hier an we-
gen dem layout =¿ dann auch die polarkoordianten

Polarkoordinaten:
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Konzentrisch - Radial - Konzentrisch

Kante:

q

p



Grundlagen

Kreuzung:

Radiales Liniensegment einer Kante kreuzt ein konzentrisches
Liniensegment einer anderen Kante



Heuristischer Ansatz

Mittelpunkt



Heuristischer Ansatz

Mittelpunkt



Heuristischer Ansatz

Mittelpunkt



Heuristischer Ansatz

Mittelpunkt



Heuristischer Ansatz

Mittelpunkt



Heuristischer Ansatz

Mittelpunkt



Gemischt-Ganzzahliges Programm

Besteht aus:

• Variablen



Gemischt-Ganzzahliges Programm

Besteht aus:

• Nebenbedingungen:

- Lineare Gleichungen und Ungleichungen

- Sind in jeder Lösung des Problems erfüllt
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Gemischt-Ganzzahliges Programm

Besteht aus:

• Nebenbedingungen:

• Zielfunktion:

- Lineare Gleichungen und Ungleichungen

- Sind in jeder Lösung des Problems erfüllt

- Enthält zu optimierende Variablen

- Wird minimiert

Ziel:

Verteilung der Knoten und Darstellung der Kanten erfüllen alle
grundlegenden Bedingungen und sind entsprechend der Opti-
mierungskriterien optimal

• Variablen



Gemischt-Ganzzahliges Programm

(nur sagen: der Verweis auf die bereits aufgestellten Modellie-
rungs Kriterien und dass die hier umgesetzt werden)

Nebenbedingungen:

• Berücksichtigung der Eingabe
• Kreuzungen
• Überlappungen
• Mehrfachabbildungen

Falls ich nur Kreuzungen und Überlappungen mach, dann die
hier zum schluss fett machen/ oder rot oder so



Gemischt-Ganzzahliges Programm

Zielfunktion:

• Berücksichtigung der Ursprungsposition eines Knotens
• Knickminimierung für eine Kante
• Radialer oder konzentrischer Kantenverlauf
• Knickminimierung für eine Linie

Nebenbedingungen:

• Berücksichtigung der Eingabe
• Kreuzungen
• Überlappungen
• Mehrfachabbildungen



Gemischt-Ganzzahliges Programm

p(r, φ)
Radial

Darstellung von Knoten und Kanten:



Gemischt-Ganzzahliges Programm

Berücksichtigung der Eingabe:

Mittelpunkt

v(r′, φ′)
ku · r′

kl · r′

φ′ + c

φ′ − c



Gemischt-Ganzzahliges Programm

Berücksichtigung der Eingabe:

Mittelpunkt

v(r′, φ′)
ku · r′

kl · r′

φ′ + c

φ′ − c

kl · r′ ≤ r ≤ ku · r′
φ′ − c ≤ φ ≤ φ′ + c

0 < c
kl < 1 < ku

Parameter:
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Kreuzungen:

e2

e1
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Kreuzungen:

3)

Radial2

φ

Radial1

γ
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Kreuzungen:

3)

Radial2

γl ≤ φ
γl ≤ Radial1

γl



Gemischt-Ganzzahliges Programm

Kreuzungen:

3)

Radial2

γl ≤ φ
γl ≤ Radial1

Radial2 + ε ≤ γl

r ≤ rl · εr +M(X1 +X2)
ru ≤ r · εr +M((1−X1) +X2)
e2Radial + ε ≤ γl +M(X1 + (1−X2))
γu + ε ≤ e2Radial +M((1−X1) + (1−X2))

0 < εParameter:

γl



Gemischt-Ganzzahliges Programm

Kreuzungen:

1: r ≤ rl · εr +M(X1 +X2)
2: ru ≤ r · εr +M((1−X1) +X2)
3: Radial2 + ε ≤ γl +M(X1 + (1−X2))
4: γu + ε ≤ Radial2 +M((1−X1) + (1−X2))

1)

2)

3)

4)
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M : Konstante
X : Binärvariable
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X = 1 :

a ≤ b +M
b ≤ a
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Kreuzungen:

1: r ≤ rl · εr +M(X1 +X2)
2: ru ≤ r · εr +M((1−X1) +X2)
3: Radial2 + ε ≤ γl +M(X1 + (1−X2))
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1)
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4)
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Überlappungen:

p(r, φ)

e1

e2



Gemischt-Ganzzahliges Programm

Überlappungen:

p(r, φ)

e1

e2



Gemischt-Ganzzahliges Programm
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Gemischt-Ganzzahliges Programm

Wert von XR1<φ Wert von Xφ<R1 Bedingung
1 0 Radial1 < φ
0 1 Radial1 > φ
0 0 Radial1 = φ
1 1 nicht möglich

p(r, φ)

Radial1

Überlappungen:
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Überlappungen:



Gemischt-Ganzzahliges Programm

Wert von XR1<φ Wert von Xφ<R1 Bedingung
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0 1 Radial1 > φ
0 0 Radial1 = φ
1 1 nicht möglich

p(r, φ)

Radial1

Hier vielleicht für jede Möglichkeit oder nur für die eine anstatt der Binärariablen
wirklich mit rot in die Gleichungen werte also 1 und 0 einfügen um das zu erklären
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=1

=1

Überlappungen:
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p(r, φ)

Radial1 < φ
Radial2 < φ

Radial1

Radial2

Überlappungen:



Gemischt-Ganzzahliges Programm

XR1<φ +XR2<φ ≤ 1
Xφ<R1 +Xφ<R2 ≤ 1

p(r, φ)

Radial1 < φ
Radial2 < φ

Radial1

Radial2

Überlappungen:
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p(r, φ)

r1
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Überlappungen:
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p(r, φ)

r1

r2

Überlappungen:



Gemischt-Ganzzahliges Programm

Mehrfachabbildungen:

p1 = (r1, φ1) p2 = (r2, φ2)

φ1 + ε ≤ φ2 +M(G1 +G2)
φ2 + ε ≤ φ1 +M((1−G1) +G2)
r1 ≤ r2 · εr +M(G1 + (1−G2))
r2 ≤ r1 · εr +M((1−G1) + (1−G2))



Gemischt-Ganzzahliges Programm

• Berücksichtigung der Eingabe
• Kreuzungen
• Überlappungen
• Mehrfachabbildungen

Nebenbedingungen:

Zielfunktion:

• Berücksichtigung der Ursprungsposition eines Knotens
• Knickminimierung für eine Kante
• Radialer oder konzentrischer Kantenverlauf
• Knickminimierung für eine Linie

λEingabeKostenEingabe+λKanteKostenKante+λVerlaufKostenVerlauf+
λLinieKostenLinie



Gemischt-Ganzzahliges Programm

Berücksichtigung der Ursprungsposition eines Knotens:

δr
δφ

pu(ru, φu)

p(r, φ)



Gemischt-Ganzzahliges Programm

Berücksichtigung der Ursprungsposition eines Knotens:

δr
δφ

pu(ru, φu)

p(r, φ)

ru − r ≤ δr
r − ru ≤ δr



Gemischt-Ganzzahliges Programm

Berücksichtigung der Ursprungsposition eines Knotens:

δr
δφ

pu(ru, φu)

p(r, φ)

ru − r ≤ δr
r − ru ≤ δr

ru · φu − ru · φ ≤ δφ
ru · φ− ru · φu ≤ δφ



Gemischt-Ganzzahliges Programm

Berücksichtigung der Ursprungsposition eines Knotens:

δr
δφ

pu(ru, φu)

p(r, φ)

KostenEingabe =
∑
v∈V

(δr(v) + δφ(v))



Gemischt-Ganzzahliges Programm

Knickminimierung für eine Kante:

u(ru, φu)

v(rv, φv)

Radialu,v



Gemischt-Ganzzahliges Programm

Knickminimierung für eine Kante:

φv ≤ Radialu,v + M(1−R1)
Radialu,v ≤ φv + M(1−R1)

u(ru, φu)

v(rv, φv)

Radialu,v



Gemischt-Ganzzahliges Programm

Knickminimierung für eine Kante:

φu ≤ Radialu,v + M(1−R2)
Radialu,v ≤ φu + M(1−R2)

u(ru, φu)

v(rv, φv)

Radialu,v

φv ≤ Radialu,v + M(1−R1)
Radialu,v ≤ φv + M(1−R1)



Gemischt-Ganzzahliges Programm

Knickminimierung für eine Kante:

rv ≤ ru + M(1−K)
ru ≤ rv + M(1−K)

u(ru, φu)

v(rv, φv)



Gemischt-Ganzzahliges Programm

Knickminimierung für eine Kante:

KostenKante =
∑
e∈E

(R1(e) +R2(e) + 2K(e))

2K ≤ 2−R1 −R2

Darauf hinweisen, dass lambda hier negativ sein muss



Gemischt-Ganzzahliges Programm

Radialer oder konzentrischer Kantenverlauf:

u

v

Hier auf jedenfall hinweisen, dass wenn ZR = 0 ist die kante radiale verläuft

ZR = 0
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Radialer oder konzentrischer Kantenverlauf:
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Hier auf jedenfall hinweisen, dass wenn ZR = 0 ist die kante radiale verläuft

ZR = 0 u
v

ZK = 0



Gemischt-Ganzzahliges Programm

Radialer oder konzentrischer Kantenverlauf:

u

v

Hier auf jedenfall hinweisen, dass wenn ZR = 0 ist die kante radiale verläuft

ZR = 0 u
v

ZK = 0

KostenVerlauf =
∑
e∈E

Z(e)

ZR = 0 ⊕ ZK = 0 ⇒ Z = 0



Gemischt-Ganzzahliges Programm

Knickminierung für eine Linie:

i

j



Gemischt-Ganzzahliges Programm

Knickminierung für eine Linie:

ZK,i = 0 ZK,j = 0

ZK,i = 0 ∧ ZK,j = 0 ⇒ Xi,j = 0



Gemischt-Ganzzahliges Programm

Knickminierung für eine Linie:

ZR,i = 0

ZR,j = 0

ZR,i = 0 ∧ ZR,j = 0 ⇒ Yi,j = 0



Gemischt-Ganzzahliges Programm

Knickminierung für eine Linie:

KostenLinie =
∑

(i,j)∈J
Zi,j(i, j)

Xi,j = 0 ⊕ Yi,j = 0 ⇒ Zi,j = 0



Gemischt-Ganzzahliges Programm

Zielfunktion:

Minimiere:
λEingabe KostenEingabe

- λKante KostenKante

+ λVerlauf KostenVerlauf

+ λLinie KostenLinie



Gemischt-Ganzzahliges Programm

Laufzeitverbesserung:

• Vereinfachung des Graphen
• Nachträgliches Einfügen von Nebenbedingungen
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Gemischt-Ganzzahliges Programm

Laufzeitverbesserung:

• Vereinfachung des Graphen
• Nachträgliches Einfügen von Nebenbedingungen

Knoten Kanten
Vorher 90 96

Nachher 19 25
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Laufzeitverbesserung:

• Vereinfachung des Graphen
• Nachträgliches Einfügen von Nebenbedingungen

1. Lese Graph G ein und vereinfache G
2. Löse MIP
3. Sind Nebenbedingungen verletzt?

Ja: Füge entsprechende Nebenbedingungen ein

Nein: Erzeuge Zeichnung

Gehe zu



Gemischt-Ganzzahliges Programm

Laufzeitverbesserung:

• Vereinfachung des Graphen
• Nachträgliches Einfügen von Nebenbedingungen

1. Lese Graph G ein und vereinfache G
2. Löse MIP
3. Sind Nebenbedingungen verletzt?

Ja: Füge entsprechende Nebenbedingungen ein

Nein: Erzeuge Zeichnung

Gehe zu



Gemischt-Ganzzahliges Programm

Wien:



Gemischt-Ganzzahliges Programm

Wien:

Laufzeit: 13 Min.



Gemischt-Ganzzahliges Programm

Montréal:



Gemischt-Ganzzahliges Programm

Montréal:

Laufzeit: 10 Min. 59 Sek.

Wichtig sagen: Das ist mit einer anderen Version erstellt worden



Zusammenfassung und Ausblick

• Modell kann qualitativ gute Ergebnisse erzeugen
• Hohe Laufzeit

Ist-Zustand:

Weniger große Variablen
Durch umstrukturierung unnötige oder zuviele Ungleichungen reduzieren

siehe die überflüssigen Variablen/ ungleichungen in der zielfunktion
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Qualität erhöhen:
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Qualität erhöhen:

Knickminimierung für Linien optimieren
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Vielen Dank für Ihre Aufmerksamkeit!
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