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1. Einfithrung

In der heutigen Zeit kommt jeder Mensch téglich, oft ohne es zu merken, mit
Netzwerken in Beriihrung. Die meisten Leser werden nun an das Internet, Intranets
oder Funknetze denken. Ebenso gibt es aber auch Netzwerke im nicht-technischen
Bereich, etwa Verkehrsnetze oder Unternehmensnetzwerke. Abstrakt gesehen, sind
alle Netzwerke gleich aufgebaut. Sie besitzen verkniipfende Stellen, die miteinander
verbunden sind. Aufgrund dieser Gemeinsamkeit kénnen alle Netzwerke iiber so
genannte Graphen modelliert werden (vergleiche Abbildung 1.1). Ein Graph ist
eine Menge von Knoten (angedeutet durch Punkte) und eine Menge von Kanten
(Verbindungen zwischen Knoten). Ein Knoten stellt zum Beispiel einen Computer
oder eine Straflenkreuzung dar. Die Kanten kénnten zum Beispiel als Leitungen
oder Straflenabschnitte interpretiert werden. Eine Kante deutet also in jedem Fall
eine Beziehung zwischen zwei Knoten an.
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Kanten dargestellt sind; abgeschnittene
Straflen werden vernachlafligt

Abb. 1.1.: Von der Straflenkarte zum Graphen.

In vielen praktischen Anwendungen besteht der Wunsch die Anzahl der Bezie-
hungen gering zu halten. Fiir einen Graphen bedeutet das, dass er moéglichst wenig
Kanten enthélt. Dennoch sollen alle Knoten in Verbindung stehen — direkt oder
indirekt. Direkt bedeutet, dass zwei Knoten durch genau eine Kante verbunden
sind. Indirekt bedeutet, dass zwei Knoten iiber einen Umweg iiber andere Kno-
ten miteinander in Verbindung stehen. Abbildung 1.2(b) zeigt fiir das Netzwerk
in Abbildung 1.2(a) eine Teilstruktur mit wenigen Beziehungen. Sie wird Spann-
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baum genannt. Im Allgemeinen gibt es in einem Graphen sehr viele Spannb&dume
(vergleiche Abbildung 1.3).

SR

Abb. 1.2.: Vom Graphen zum Spannbaum.
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e

Abb. 1.3.: Ein Graph (links) und einige seiner Spannbdume (daneben stehend).

Der Grund fiir den Wunsch nach wenigen Beziehungen sind meistens Rationali-
sierungsmafinahmen, das heifit, Senkung von Aufwand, Kosten und anderem.

In dieser Arbeit werden Methoden vorgestellt, die Spannbiéume mit hoher Anzahl
an Blédttern ermitteln. Ein Blatt im graphentheoretischen Zusammenhang ist ein
Knoten, welcher mit nur genau einer Kante verbunden ist. Im Gegensatz dazu
stehen die inneren Knoten. Sie sind mit mindestens zwei Kanten verbunden. Die
Maximierung der Anzahl der Blétter fithrt in vielen Féllen zu weiteren Vorteilen.

Im Folgenden werden drei praktische Probleme vorgestellt, die mit Hilfe von
Graphen modelliert werden kénnen. In allen drei Féllen ist die Losung des Problems
ein Spannbaum, wobei Spannbdume mit maximaler Blattanzahl wiinschenswert
sind.

Intranetdesign Betrachte ein Unternehmen, das ein Intranet aufbauen méchte. Es
soll aus einem Server und mehreren Clients bestehen. Da die Rdumlichkei-
ten schon bestehen und daher auch die Computerstandorte unverédnderlich



Abb.

sind, sind die Mdoglichkeiten die notigen Leitungen zu legen begrenzt. Wiirde
jeder Client direkt mit dem Server verbunden werden, konnten sehr lange
Leitungen entstehen. Diese fithren jedoch zu Leistungsabfall und Stérungen.

Daher méchte das Unternehmen nur Leitungen bis zu einer bestimmten Lénge
verwenden. Da aber alle Computer mit dem Server verbunden werden sollen,
ist ein Netzwerk notig, welches aus zwei Computertypen besteht, ndmlich aus
Clients und Routern. Clients sind Computer, die ausschliellich empfangen
konnen. Router hingegen sind Computer, die senden und empfangen kénnen.
Sie sind notwendig, wenn eine direkte Verbindung zwischen Server und Client
(aufgrund der eingeschrinkten Leitungsléinge) nicht moglich ist.

Router sind jedoch aus verschiedenen Griinden teurer und aufwéndiger als
Clients. Sie benttigen zunéchst eine besondere Hardwarekomponente, die ge-
kauft und eingebaut werden muss. Des Weiteren ist eine spezielle Software
notig, welche Kosten bei der Anschaffung verursacht. Aulerdem muss diese
Software installiert und gewartet werden. Das Unternehmen strebt darum
eine Losung an, bei der moglichst wenig Router und damit viele Clients ver-
wendet werden.

Server Server

1.4.: Modellierung des Intranetdesignproblems als Graph (links) mit zugehoriger
Losung (rechts).

Die linke Seite von Abbildung 1.4 zeigt wie dieses Szenario in der Praxis
aussehen konnte. Sie zeigt einen Grundriss der Réumlichkeiten des Unter-
nehmens inklusive der Stellen, an denen Leitungen durch die Wand verlegt
werden konnen. Auflerdem sind die Standorte des Servers (beschrifteter Kno-
ten) und der Computer (iibrige Knoten) eingezeichnet. Zuletzt wurden al-
le Kanten eingetragen, die einer Leitung entsprechen, welche die maximale
Lénge nicht tiberschreitet. Jeder Spannbaum in diesem Graphen liefert ein
akzeptables Netzwerk, denn jeder Spannbaum minimiert die Anzahl an Lei-
tungen. Jede weitere nicht genutzte Kante wiirde eine Verbindung zwischen
Computer und Server unterbrechen. Hier wird jener Spannbaum gesucht, der
die Anzahl der Bldtter maximiert beziehungsweise die Anzahl der inneren
Knoten minimiert. In diesem Szenario ist das ndmlich gleichbedeutend mit
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der Maximierung der Anzahl der Clients und der Minimierung der Anzahl
der Router.

Die rechte Seite von Abbildung 1.4 zeigt eine Losung des Beispiels.

Unternehmensnetzwerke Betrachte eine Reihe von Unternehmen, die sich ent-
schlossen haben ein gemeinsames Projekt zu realisieren. Ein Unternehmen
wird als Projektmanager bestimmt. Dieses delegiert Auftrige. Ebenso ver-
teilt und sammelt es Informationen iiber den aktuellen Stand des Projekts,
das heifit, es muss die Riickmeldungen der anderen Unternehmen verarbeiten
konnen. Praktisch kann jedes Unternehmen mit jedem anderen kommuni-
zieren. Dies ist jedoch nicht immer gewiinscht, denn Kommunikation wirft
mitunter Probleme auf. Oft werden Informationen fehlerhaft {ibermittelt.
Beispielsweise werden Details hinzuerfunden oder weggelassen. Die sichers-
te Moglichkeit wére natiirlich, dass der Projektmanager mit jedem Unter-
nehmen im Netzwerk personlich in Kontakt tritt. Doch bei entsprechend
groflen Netzwerken mit komplexem Informationsaustausch wiirde der ver-
ursachte Aufwand zu hoch werden. Daher werden die Kommunikationswege
begrenzt, das heift, es soll nicht mehr jeder mit jedem kommunizieren.

Die begrenzten Kommunikationswege implizieren einen Graphen. Damit je-
der die Informationen genau einmal zugetragen bekommt, wird in diesem
Graphen ein Spannbaum gesucht. Da aber das Risiko der Informationsver-
falschung besteht, soll es nur wenige Unternehmen geben, die Informationen
weiterleiten. Also soll es viele Unternehmen geben, die Nachrichten nur emp-
fangen. Fiir den Spannbaum bedeutet das, dass er moglichst viele Blétter
besitzen soll.

Bahnhofsexpansion Betrachte einen Bahnhof, der aktuell eine Expansion plant.
Diese soll im Bau neuer Abstellgleise bestehen. Aufgrund der Unebenheiten
im Terrain kénnen Schienen nicht willkiirlich verlegt werden. Ein Ziel ist
die Kosten fiir die Schienen gering zu halten. Ein anderes ist ein minimaler
Rangieraufwand. Daher soll stets gewahrleistet werden, dass ein Zug direkt
auf seinen Stellplatz fahren oder von seinem Stellplatz wegfahren kann — ohne
dass ein anderer Zug erst den Weg freigeben muss.

Auch dieses Problem ist als Graph modellierbar. Kanten stellen den Verlauf
von Schienen dar, Blatter entsprechen Gleisabschliissen und innere Knoten
sind Weichen. Das Terrain beeinflusst die genaue Ausprigung des Graphen.
Um die Kosten nun gering zu halten, wird in diesem Graphen ein Spann-
baum gesucht. Dieser gewéhrleistet alle Gleisabschliisse zu erreichen. Gleich-
zeitig werden keine unnotigen Schienen verlegt. Eine einfache Moglichkeit
den Rangieraufwand zu minimieren ist jeden Zug vor einem Gleisabschluss
abzustellen. Im Graphen wird also eine Kante, die in ein Blatt fiihrt, als Ab-
stellgleis verwendet. Alle weiteren Kanten dienen als Verbindungsstrecken.
Auf ihnen wird kein Zug abgestellt. Damit aber moglichst viele Ziige abge-



stellt werden konnen, muss die Anzahl der Gleisabschliisse beziehungsweise
der Blatter im Graphen maximiert werden.

Fiir diese Art von Problemen sind bereits viele Losungsansétze bekannt. In die-
ser Arbeit wird eine naheliegende Verallgemeinerung des Problems behandelt. Bei
dieser Verallgemeinerung diirfen manche Kanten nur in eine vorgegebene Richtung
durchlaufen werden. Diese Kanten werden visuell mit Pfeilen dargestellt. Abbil-
dung 1.5 zeigt einen Graph mit solchen Kanten. Er wird gerichteter Graph genannt.
Die Abbildung zeigt aulerdem einige mégliche Spannbaume. Sie sind ebenfalls ge-
richtet.

Fiir diesen verallgemeinerten Fall sind bislang nur deutlich weniger und schwé-
chere Ergebnisse bekannt.

Abb. 1.5.: Ein gerichteter Graph (links) und einige seiner gerichteten Spannbdume (da-
neben stehend).

Die eben beschriebenen praktischen Anwendungen kénnen so erweitert werden,
dass ihre Losung in einem gerichteten Graphen gefunden werden muss. Unterneh-
men konnten zum Beispiel verschiedene Rénge besitzen. Es konnte eine Regel ge-
ben, die besagt, dass Unternehmen mit niedrigerem Rang die Informationen nicht
an privilegierte Unternehmen weiterleiten diirfen. Dann gibt es im Graphen Pfei-
le, die anzeigen, ob ein Unternehmen befugt ist Informationen an ein bestimmtes
anderes Unternehmen weiter zu leiten.

Anstelle von Abstellgleisen kénnen auch Entladestationen betrachtet werden.
Aufgrund des Gefilles im Terrain kénnten bestimmte Streckenabschnitte von voll-
beladenen Ziigen nicht passierbar sein. Nachdem sie entladen worden sind, kénnen
die Ziige die Steigung jedoch iiberwinden. Dann muss der Zug vollbeladen abwirts
und entladen aufwirts fahren. Auf diese Weise ist es gewéhrleistet, dass jeder Zug,
trotz einer eventuellen Steigung, seine Entladestation erreichen und auch wieder
verlassen kann. Im Graphen zeigen Pfeile an, welche Richtung nur entladen pas-
sierbar ist.

Das Problem in einem gerichteten Graphen einen Spannbaum mit maxima-
ler Blattanzahl zu finden wird ROOTED MAXIMUM LEAF OUTBRANCHING (kurz
RMLO-Problem) genannt. Aus géngigen komplexitéitstheoretischen Annahmen
folgt, dass es keine effizienten Algorithmen gibt, die das RMLO-Problem exakt
l16sen. Das bedeutet, dass es keinen Algorithmus gibt, der in angemessener Laufzeit

ot
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eine optimale Losung findet. Aus diesem Grund werden in dieser Arbeit approzima-
tive Algorithmen fiir das RMLO-Problem untersucht. Solche Algorithmen finden
zwar im Allgemeinen keine optimale Losung, jedoch finden sie in angemessener
Laufzeit eine gute Ndherungslosung.

1.1. Mathematische Grundlagen

Nachfolgend werden alle in der Arbeit verwendeten Begriffe, die nicht von der
Standarddefinition abweichen, kurz definiert. Fiir genauere Definitionen sei auf die
Fachliteratur verwiesen.

Ungebriuchliche Begriffe, die diese Arbeit verwendet, werden bei ihrem ersten
Vorkommen definiert. Wiederholt verwendete, ungebréuchlich Begriffe sind zudem
im Anhang A (Glossar) aufgelistet.

Ein Optimierungsproblem P ist gegeben durch eine Menge zuléssiger Instanzen 7.
Auflerdem ist fiir jede Instanz I € Z eine Menge zuléssiger Losungen gegeben.
Die Zulédssigkeit einer Instanz I sowie die Zulédssigkeit einer Losung fiir I ist in
Polynomialzeit entscheidbar. Weiter ist eine Zielfunktion gegeben, die ebenfalls in
Polynomialzeit berechenbar ist. Ziel ist es eine zuléssige Losung zu finden, die den
Wert der Zielfunktion optimiert, das heifit, der Wert soll minimiert oder maximiert
werden.

Viele dieser Optimierungsprobleme sind NP-schwer. (Fiir eine Einfithrung in das
Konzept der NP-Schwere siehe Garey und Johnson [GJ79].) Die NP-Schwere ei-
nes Problems hat zur Folge, dass optimale Losungen wahrscheinlich nicht in po-
lynomieller Laufzeit ermittelbar sind. Darum wird zu Gunsten der Laufzeit auf
Genauigkeit der Losung verzichtet. Die Losung erfolgt iiber so genannte Approxi-
mationsalgorithmen.

Ein Approximationsalgorithmus ist ein Algorithmus, der fiir ein Optimierungs-
problem in Polynomialzeit eine zulédssige, aber nicht notwendigerweise optimale
Losung liefert.

Ein Faktor-a-Approzimationsalgorithmus (kurz a-Approximationsalgorithmus)
ist ein Approximationsalgorithmus, der eine zuldssige Losung liefert, deren Ziel-
funktionswert hochstens um den Faktor o vom Optimum abweicht. Bei einem Ma-
ximierungsproblem bedeutet das, dass mit dem Approximationsalgorithmus fiir je-
de Instanz I des betrachteten Problems eine Losung gefunden wird, die garantiert
mindestens 1/a-mal so gut wie das Optimum fiir I ist. Bei einem Minimierungs-
problem wird fiir jede Instanz I des betrachteten Problems eine Losung gefunden,
die garantiert hochstens a-mal so schlecht wie eine optimale Losung fiir I ist.

Der Faktor a wird auch Gfiite genannt.

Handelt es sich bei der Giite um eine scharfe Schranke, so bedeutet das, dass
Eingabeinstanzen gefunden werden kénnen, die genau diese Giite aufweisen.

Ein Polynomialzeitapproximationschema (auch polynomial time approzimation
scheme, kurz PTAS) fiir ein bestimmtes Optimierungsproblem ist ein Approxima-
tionsalgorithmus mit besonderen Eigenschaften. Er besitzt fiir jedes € > 0 eine Giite
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von (1 + €). AuBlerdem ist die Laufzeit eines PTAS fiir jedes feste € polynomiell in
der Grofe der Eingabeinstanz.

Approximationsalgorithmen basieren hiufig auf einem Greedy-Ansatz. Ein Gree-
dy-Algorithmus startet mit einer leeren Losung. Er wihlt in jedem Schritt immer
die aktuell beste Moglichkeit und fiigt sie zur Losung hinzu. Es wird kein Schritt
revidiert.

Ebenso typisch sind Approximationsalgorithmen, die auf einer lokalen Suche ba-
sieren. Eine lokale Suche startet mit einer beliebigen Losung. Diese wird solange
modifiziert, bis ein lokales Optimum erreicht ist. Das bedeutet, dass eine erneute
Modifikation keine Verbesserung der Losung mehr bewirkt.

Bei einem Entscheidungsproblem soll entschieden werden, ob eine Eingabeinstanz
eine gewiinschte Figenschaft erfiillt.

Parametrisierbare Probleme sind Entscheidungsprobleme bei denen jeder zuléds-
sigen Instanz I ein Parameter k(1) (kurz k) zugeordnet wird.

Ein parametrisierbares Problem heifit fest-parameter-berechenbar (auch fized pa-
rameter tractable, kurz FPT), wenn es einen Algorithmus gibt, der das Problem
in Laufzeit O(f(k) - p(|I])) lost, wobei |I| die Lénge der Eingabeinstanz I, f eine
berechenbare, von I unabhéngige Funktion und p ein beliebiges Polynom ist.

Eine Méglichkeit zur Losung eines fest-parameter-berechenbaren Problems (7, k)
ist die Verwendung eines Kerns (I', k). Genauer gesagt wird (I, k) auf (I’, k) ab-
gebildet, indem die Grofle der Eingabeinstanz verringert (“reduziert”) wird. Die
Grofle der reduzierten Instanz héngt nur noch vom Parameter k ab, das heif}t,
|I'l = f(k). Hierbei ist f eine berechenbare Funktion. Die Instanz I’ muss in Po-
lynomialzeit berechenbar sein. Auflerdem muss der Kern (I, k) die Frage nach der
Eigenschaftserfiillung genau dann mit wahr beantworten, wenn das Eingabepro-
blem (I,k) die Eigenschaft erfiillt. Die Losung der Instanz (I’ k) erlaubt schlief-
lich Riickschliisse auf die Losung des Problems (1, k). Das Problem (I, k) ist damit
insgesamt in O(f’(k)+|I]¢) mit ¢ konstant und f’ geeignete berechenbare Funktion
l6sbar.

Ein ungerichteter Graph G ist ein Paar (V, E), wobei V' # () eine endliche Menge
so genannter Knoten und £ C {{u,v} | u,v € V,u # v} eine endliche Menge
so genannter Kanten ist. Ein Graph, der Pfeile (gerichtete Kanten) enthélt, heifit
auch gerichteter Graph oder Digraph. Seine Kanten sind geordnete Paare e = (u, v).
In den folgenden Kapiteln dieser Arbeit werden jedoch sowohl gerichtete als auch
ungerichtete Kanten vereinfacht mit runden Klammern notiert. Auflerdem wird
bei gegebenen Graphen G die Knotenmenge auch mit V(G) und die Kantenmenge
analog mit F(G) notiert.

Der Grad deg(v) eines Knoten v gibt an, wieviele Kanten zu diesem Knoten v
inzident sind, das heifit, wieviele Kanten mit diesem Knoten in direkter Verbindung
stehen. Fiir gerichtete Kanten kann zwischen dem FEingangsgrad deg™ (v) der in den
Knoten v eingehenden und dem Ausgangsgrad deg™(v) der ausgehenden Kanten
eines Knoten v unterschieden werden. Es gilt deg(v) = deg™ (v) + deg™ (v).

Ein gradbeschrinkter Graph ist ein Graph, dessen Grade durch eine Konstante
nach oben beschrankt sind.
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Die Nachbarschaft N(v) eines Knoten v im Graphen G = (V, E) ist die Menge al-
ler Knoten, die durch eine Kante mit v verbunden sind, in Zeichen
N@w) ={u € V | {v,u} € E}. Gilt {u,v} € E werden die zwei Knoten v und v
benachbart genannt. Falls (u,v) € E, also im gerichteten Fall, heifit der Kno-
ten u Vorgdnger von v und der Knoten v heifit Nachfolger von u. Die Menge aller
Vorgiinger eines Knoten v wird mit N~ (v) notiert. Analog ist N*(v) die Menge
aller Nachfolger eines Knoten v.

Ein einfacher Pfad von v; nach v; ist eine Folge von Knoten v;, viy1,...,vj-1,v;,
sodass zwei aufeinander folgende Knoten vy, vg4+1 fiir k =14,...,75 — 1 jeweils durch
eine Kante (v, vk11) verbunden sind. Knoten des Pfades sind paarweise verschie-
den. In dieser Arbeit werden einfache Pfade kurz als Pfade bezeichnet.

Im Graph G heifit ein Knoten u erreichbar vom Knoten v, falls ein Pfad von
v nach u in G existiert.

Die Wurzel r eines Graphen G = (V, E) ist ein ausgezeichneter Knoten, der alle
Knoten v € V'\ {r} erreicht und Eingangsgrad deg™ (r) = 0 besitzt. Es existieren
also keine in r eingehenden Kanten. Damit kann die Wurzel insbesondere nicht
mit einer bidirektionalen Kante inzidieren. Eine bidirektionale Kante {u, v} ist die
Vereinfachung der zwei unidirektionalen (einfachen) Kanten (u,v) und (v, u). Eine
bidirektionale Kante ist also in zwei Richtungen gerichtet.

Besitzt ein gerichteter Graph eine Wurzel, dann wird dieser auch als Wurzelgraph
oder gewurzelter Graph bezeichnet.

Eine Senke ist ein Knoten v in einem gerichteten Graphen, der keinen Nachfolger
besitzt, das heifit, deg™ (v) = 0.

Ein Blatt ist ein Knoten b mit Grad deg™ (b) = 0 und deg™ (b) = 1. Im ungerich-
teten Fall wird vereinfacht Grad deg(b) = 1 gefordert.

Ein Knoten heifit innerer Knoten, wenn er weder Blatt noch Wurzel ist, falls
diese existiert.

Ein isolierter Knoten x besitzt Knotengrad deg(z) = 0 bezichungsweise
deg™ (z) = deg™(z) = 0.

Ein Kreis ist ein Pfad, dessen Start- und Endknoten gleich ist, das heifit, ein
Pfad der Form (u1,ug,...,u;, u;) mit & > 3 bei ungerichteten und k£ > 2 bei ge-
richteten Graphen. Ein ungerichteter Graph ohne Kreis heifit azyklisch oder Wald.
Ein gerichteter Graph ohne Kreis heifit azyklisch. Ist ein Graph gerichtet und der
zugehorige ungerichtete Graph azyklisch, so heiffit der Graph auch Wald.

Ein ungerichteter Graph G = (V, E) heifit zusammenhdngend, wenn von einem
Knoten v € V alle anderen Knoten u € V \ {v} erreichbar sind. Im gerichte-
ten Fall werden starker und schwacher Zusammenhang unterschieden. Ein Graph
G = (V,E) heifit stark zusammenhéingend, wenn fiir jeden Knoten v € V jeder
andere Knoten u € V' \ {v} erreichbar ist. Ein Graph G heifit schwach zusam-
menhéngend, wenn sein zugehoriger ungerichteter Graph zusammenhéngend ist.
Verkiirzend wird in diesem Fall in der Regel nur vom Zusammenhang gesprochen.

FEin ungerichteter Graph G heifit Baum, wenn der Graph G azyklisch und zu-
sammenhéngend ist. Ein gerichteter Graph G = (V, E) heiit Baum, wenn er eine
Wurzel r besitzt und auerdem jeder Knoten v € V'\{r} nur genau einen Vorfahren,
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das heifit, Eingangsgrad deg™ (v) = 1, besitzt.

In einem ungerichteten Baum T = (V, E) existiert fiir jedes Knotenpaar v;, v;
mit v;,v; € V genau ein Pfad P(v;,v;), wobei v; und v; die Endpunkte des Pfades
sind. Im gerichteten Baum 7" = (V, E) hingegen existiert fiir jedes Knotenpaar v;, v;
mit v;,v; € V hochstens ein Pfad P(v;,v;), wobei der Pfad am Knoten v; startet
und am Knoten v; endet.

Bei einem Bindrbaum handelt es sich um einen Baum 7" = (V, E') mit Wurzel r,
bei dem jeder Knoten v € V maximal zwei ausgehende Kanten und jeder Kno-
ten v € V'\ {r} genau eine eingehende Kante besitzt. Die Kanten kénnen gerichtet
oder ungerichtet sein. Ein Knoten v liegt in Ebene i, wenn der Knoten v End-
punkt des Pfades P(r,v) ist, der genau ¢ Kanten verwendet. Die Wurzel liegt also
in Ebene 0.

Ein wvollstindiger Bindrbaum besitzt in Ebene ¢ 4+ 1 genau doppelt soviele Kno-
ten wie in Ebene i. Alle Blitter liegen in derselben Ebene. Sie sei als Ebene k
bezeichnet. Ein vollstandiger Binirbaum besitzt genau 25! — 1 Knoten und genau
2k Blitter.

Ein Teilgraph G' = (V', E') eines Graphen G = (V, E) enthélt nur Teilmengen
der Knoten- und Kantenmenge von G, also V' C V und E’ C E. Handelt es sich
beim entstandenen Teilgraphen um einen Wald, so wird der Teilgraph auch als
Teilwald bezeichnet.

Ein Spannbaum oder aufspannender Baum ist ein Teilgraph T = (V' E’) von
G = (V,E) mit V' =V und E’ C E, welcher die Baumeigenschaften erfiillt.

Jeder maximale zusammenhéngende Teilgraph eines ungerichteten Graphen heifit
Zusammenhangskomponente. Im gerichteten Fall werden starke und schwache Zu-
sammenhangskomponenten unterschieden. Ihre Unterscheidung wird analog dem
starken und schwachen Zusammenhang getroffen. Da in dieser Arbeit ausschliellich
schwache Zusammenhangskomponenten betrachtet werden, werden sie verkiirzend
als Zusammenhangskomponente bezeichnet.

Ein Gelenkpunkt (auch cut vertex) ist ein Knoten, dessen Entfernung aus Graph G
zur Erhohung der Anzahl der Zusammenhangskomponenten von G fiihrt.

Ein induzierter Teilgraph G[V'] = (V', E') eines Graphs G = (V, E) ergibt sich
durch Loschung der Knoten aus V' \ V' sowie der zu diesen Knoten inzidenten
Kanten aus G.

Eine topologische Sortierung eines gerichteten, kreisfreien Graphen G = (V| F)
ist eine Abbildung der Knotenmenge f:V — {1,2,...,|V|}, sodass fiir jede Kan-
te (u,v) € E f(u) < f(v) gilt.

Eine dominierende Menge D ist eine Menge von Knoten in einem ungerichteten
Graphen G = (V, E), sodass jeder Knoten v € V \ D einen Nachbarn in der
dominierenden Menge D C V besitzt. Eine kleinste dominierende Menge ist eine
dominierende Menge, welche | D| minimiert.

Eine dominierende Menge in einem gerichteten Graphen G dominiert die Knoten
des zu G zugehorigen ungerichteten Graphen.

Eine zusammenhdngende dominierende Menge D in einem Graphen G ist eine
dominierende Menge, sodass G[D] zusammenhéngend ist.



1. Einfithrung

Das Problem STEINER TREE (kurz ST-Problem) ist ein Spannbaumpro-
blem. Gegeben sei ein ungerichteter, zusammenhéngender, kantengewichteter
Graph G = (V, E) und eine Knotenmenge 7' C V| genannt Terminale. Gesucht
ist ein Teilgraph von G, der alle Terminale erreicht und die Summe der Kan-
tengewichte der genutzten Kanten minimiert. Dieser Teilgraph wird Steinerbaum
genannt.

Das ST-Problem in gerichteten Graphen ist analog definiert. Die Wurzel des Stei-
nerbaums ist durch einen ausgezeichneten Knoten der Eingabeinstanz vorgegeben.

1.2. Problemdefinition

Definition 1 (gerichteter Spannbaum). Ein gerichteter Spannbaum in einem ge-
richteten Graphen G = (V, E) ist ein Spannbaum mit einer beliebigen Wurzel r € V'
in G, bei dem jeder Knoten v € V von r aus erreicht werden kann.

Definition 2 (Outbranching). In einem gerichteten Graphen G = (V, E)) mit aus-
gezeichnetem Knoten r € V ist ein Outbranching ein gerichteter Spannbaum mit
Wurzel r.

Im weiteren Verlauf der Arbeit wird auf die explizite Angabe der Wurzel r ver-
zichtet, sofern deren Existenz aus dem Kontext klar ersichtlich ist.

Problem (ROOTED MAXIMUM LEAF OUTBRANCHING). Gegeben sei ein gerich-
teter Graph G = (V, E) und ein ausgezeichneter Knoten r € V, finde unter allen
Outbranchings mit Wurzel r eines mit maximaler Anzahl an Blattern. Solch ein
optimales Outbranching von G mit Wurzel r heifit auch RMLO. Das Problem wird
kurz als RMLO-Problem bezeichnet.

Das dazugehorige Entscheidungsproblem ist NP-vollstandig [BG09).

1.3. Friithere Ergebnisse

Der ungerichtete Fall des RMLO-Problems wurde hiufig untersucht. Unter ande-
rem stellten Lu und Ravi [LR92] einen Approximationsalgorithmus vor, welcher auf
dem Prinzip der lokalen Suche basiert und von einem Parameter k beeinflusst wird.
Fiir £ = 1 haben Lu und Ravi eine Giite von 5, fiir £ = 2 eine Giite von 3 bewiesen.
Solis-Oba [Sol98] verbesserte dieses Ergebnis, indem er einen Greedy-Algorithmus
mit Giite 2 und linearer Laufzeit vorstellte.

Bang-Jensen und Gutin [BG09] haben bewiesen, dass das RMLO-Problem NP-
schwer ist.

Daligault und Thomassé [DT09] haben einen 92-Approximationsalgorithmus fiir
das (gerichtete) RMLO-Problem beschrieben. Dieser ist besser als der einzige zu-
vor bekannte Approximationsalgorithmus fiir das Problem MAXIMUM LEAF SPAN-
NING ARBORESCENCE (kurz MLSA-Problem), wobei beim MLSA-Problems im Un-
terschied zum RMLO-Problem kein ausgezeichneter Knoten als Wurzel vorgeben
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1.4. Verwandte Probleme

ist. Ansonsten sind die Probleme identisch. Der erwéhnte, schlechtere Algorithmus
stammt von Drescher und Vetta [DV10]. Seine Giite betrigt O(vOPT), wobei
OPT die maximale Blattanzahl ist.

Beim MLSA-Problem wurde bislang vorrangig die fest-Parameter-Berechenbar-
keit und exakte Exponentialzeitalgorithmen untersucht. Die Existenz eines FPT-
Algorithmus fiir bestimmte Graphklassen wurde von Alon et al. [AFGT07] ge-
zeigt. Bonsma und Dorn [BDO7] verallgemeinerten den Beweis von Alon et al.
auf beliebige gerichtete Graphen. Daraufhin wurde eine Reihe von fest-Parameter-
Algorithmen mit immer besseren Laufzeiten angegeben. Das momentan besten Re-
sultat ist von Binkele-Raible und Fernau [BF10]. Sie haben einen exakten Algo-
rithmus mit der Laufzeit O*(1,9043™) vorgestellt, wobei n die Anzahl der Knoten
der Eingabeinstanz ist und die O*-Notation polynomielle Faktoren der O-Notation
ignoriert. Der bendétigte Speicherplatz ist polynomiell begrenzt. Sie zeigten auch,
dass mit exponentiell groBem Speicherplatz eine Verbesserung auf O*(1,8139™)
erreicht werden kann.

Aufgrund der Komplexitit des Problems wurden auch spezielle Graphklassen un-
tersucht. Sie fithrten zu besseren Ergebnissen. Dorn et al. [DFL110] erreichten auf
planaren Graphen eine Laufzeit von 20(Vk) +n°M) wobei n die Anzahl der Knoten
der Eingabeinstanz und k der Parameter ist. Fiir azyklische Graphen zeigten Alon
et al. [AFG109] eine Laufzeit von 20(k10gk) . ,0()  Dags azyklische Graphen einen
linearen Kern besitzen, wurde von Daligault et al. [DGKY10] bewiesen.

Allerdings sind keine Approximationsfaktoren fiir spezielle Graphklassen be-
kannt, die besser sind als die Approximationsfaktoren des allgemeinen RMLO-
Problems.

1.4. Verwandte Probleme

Das Problem MAXIMUM LEAF SPANNING TREE (kurz MLST-Problem) ist ein
Spezialfall des RMLO-Problems. In einem gegebenen ungerichteten Graphen soll
ein Spannbaum mit maximaler Anzahl an Bléttern gefunden werden. Das bedeutet,
dass die beiden Anwendungen sich nur in der Eigenschaft des Eingabegraphen
unterscheiden. Dieser ist beim RMLO-Problem gerichtet und beim MLST-Problem
ungerichtet.

Eine Verallgemeinerung des RMLO-Problems ist das Problem MAXIMUM LEAF
SPANNING ARBORESCENCE (kurz MLSA-Problem). Bei diesem wird ein gerichteter
Spannbaum in einem gegebenen gerichteten Graphen gesucht. Der Unterschied liegt
also gerade darin, dass beim MLSA-Problem die Wurzel nicht fest vorgegeben ist.

Ein weiteres Problem ist ROOTED MAXIMUM LEAF OUT-TREE. Ein Out-Tree
ist ein Wurzelbaum mit maximaler Blattanzahl, der im Gegensatz zum Outbran-
ching nicht notwendigerweise aufspannend ist. Jedoch ist aus einem Out-Tree ein
Outbranching mit gleicher Blattanzahl konstruierbar. Dafiir werden die nicht ent-
haltenen Knoten iiber nicht enthaltene Kanten hinzugefiigt. Mit jeder neuen Kante
wird ein Blatt zerstort und ein neues erstellt [KLROS].
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1. Einfithrung

Statt die maximale Anzahl an Bliattern zu bestimmen, kann es auch ein Ziel sein
diese zu minimieren beziehungsweise die Anzahl der inneren Knoten zu maximieren.
Dieses Problem wird als MINIMUM LEAF OUTBRANCHING bezeichnet.

1.5. Forschungsziel

Ziel dieser Arbeit ist es Methoden zu entwickeln, die das RMLO-Problem (verglei-
che Problemdefinition auf Seite 10) approximativ lésen.

Zunéchst soll untersucht werden inwiefern sich bekannte Approximationsalgo-
rithmen mit konstanter Giite, die den ungerichteten Fall des RMLO-Problems (na-
mentlich MLST-Problem) l6sen, auf den gerichteten Fall iibertragen lassen. Dieser
Ansatz ist naheliegend, da fiir das MLST-Problem zahlreiche starke Ergebnisse
bekannt sind. Zweitens sollen Verfahren entworfen werden, die fiir spezielle Graph-
klassen besser sind als der noch nicht ganz zufriedenstellende 92- Approximationsal-
gorithmus fiir das allgemeine RMLO-Problem von Daligault und Thomassé [DT09].

Die entworfenen Algorithmen sollen mit mathematischen Analysemethoden un-
tersucht werden, das heifit, ihre Approximationsfaktoren sollen mathematisch be-
wiesen werden. Es sollen keine experimentellen Evaluierungen durchgefiihrt werden.

1.6. Uberblick

In Kapitel 2 werden zwei bekannte Ansétze zur Losung des RMLO-Problems (ver-
gleiche Problemdefinition auf Seite 10) in ihren Grundziigen beschrieben. Es han-
delt sich um einen fest-parameter-berechenbaren Ansatz und einen 92-Approxi-
mationsalgorithmus von Daligault und Thomassé [DT09]. In Kapitel 3 folgt die
Vorstellung von zwei bekannten Algorithmen, welche den ungerichteten Fall des
RMLO-Problems approximativ losen. Es werden einige Beispiele angefiihrt, die
belegen, dass es nicht ohne Weiteres moglich ist die Algorithmen fiir den ungerich-
teten Fall auf den gerichteten Fall zu iibertragen. Die Beispiele zeigen, dass die
intuitiv iibertragenen Algorithmen keine festen Approximationsfaktoren besitzen
beziehungsweise nicht immer eine zulidssige Losung liefern. Zusétzlich wird eine
Idee skizziert, die Hinweise zur Losung des allgemeinen RMLO-Problems gibt.

Danach werden azyklische Graphen fokussiert. Zunéchst wird in Ab-
schnitt 4.1 und 4.2 gezeigt, dass es selbst in diesem Spezialfall kein PTAS gibt.
Daher gibt es eine konstante untere Schranke fiir den Approximationsfaktor des
azyklischen RMLO-Problems. Auf der positiven Seite werden Approximationsalgo-
rithmen mit konstanter Giite entwickelt. Diese Giite ist substantiell besser als der
92 Faktor von Daligault und Thomassé. Konkret handelt es sich dabei um einen
4- Approximationsalgorithmus und einen 2- Approximationsalgorithmus. Sie werden
in Abschnitt 4.3 und 4.4 vorgestellt und stellen das Hauptergebnis dieser Arbeit
dar.

12



2. Ansdtze nach Daligault und Thomassé

Der beste bisher bekannte Approximationsalgorithmus, der ein Outbranching mit
vielen Blattern in allgemeinen Graphen erstellt, wurde von Daligault und Tho-
massé [DT09] vorgestellt. Dieser hat eine Giite von 92. Er verbessert den einzigen
zuvor bekannten Approximationsalgorithmus, welcher eine Giite von O(vOPT)
besitzt [DV10].

2.1. Fest-Parameter-Berechenbarkeit

Daligault und Thomassé [DT09] untersuchen zuerst das parametrisierte Problem.
Dieses handelt von der Frage, ob in einem gegebenen gerichteten Graphen mit
vorgegebener Wurzel ein Outbranching mit mindestens k Blittern existiert. Dabei
ist die Anzahl k der Blatter Teil der Eingabe und wird als Parameter verwendet.

Daligault und Thomassé beweisen in ihrer Arbeit zunéichst zwei Schranken. Diese
sind in den nachfolgenden Lemmata 2.1 und 2.2 wiedergegeben. Zum Versténdnis
der Lemmata werden zunéchst zwei Begriffe eingefiihrt.

Definition 3 (In-/Out-d(*)-Knoten). Ein Knoten wird In-d-Knoten genannt, wenn
er genau d eingehende Kanten besitzt. Hingegen wird ein Knoten, der mindestens
d eingehende Kanten besitzt, als In-d*-Knoten bezeichnet. Out-d-Knoten bezie-
hungsweise Out-d*-Knoten sind analog fiir ausgehende Kanten definiert.

Ein Wurzelgraph G = (V| E) wird hier als zweifach zusammenhingend bezeich-
net, wenn es fiir jeden Knoten v € V \ (NT(r) U {r}) mindestens zwei knoten-
disjunkte Pfade gibt, die in der Wurzel r starten und im Knoten v enden. Es sei
darauf hingewiesen, dass diese Definition nicht der Standarddefinition des zweifa-
chen Zusammmenhangs entspricht.

Lemma 2.1 (Daligault und Thomassé [DT09]). Sei G ein zweifach zusammen-
hingender Wurzelgraph mit £ In-3*-Knoten, dann hat G ein Outbranching mit
wenigstens /6 Blittern.

Lemma 2.2 (Daligault und Thomassé [DT09]). Sei G ein zweifach zusammen-
héingender Wurzelgraph mit £/ Knoten, die mindestens eine unidirektionale einge-
hende Kante besitzen, dann hat G ein Outbranching mit wenigstens ¢’ /24 Blittern.

Ausgehend von Lemma 2.1 und 2.2 wird in der Arbeit von Daligault und Tho-
massé der Begriff der speziellen Knoten eingefiihrt. Dies sind alle In-3*-Knoten so-
wie Knoten, die mindestens eine unidirektionale eingehende Kante besitzen. Daraus
ergibt sich eine neue Schranke. Diese ist in Lemma 2.3 dargestellt.
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2. Ansétze nach Daligault und Thomassé

Lemma 2.3 (Daligault und Thomassé [DT09]). Ist G ein zweifach zusammen-
hangender Wurzelgraph mit 30k — 1 (= 6k + 24k — 1) speziellen Knoten, dann
besitzt G ein Outbranching mit mindestens k Bldttern.

Weiter stellen Daligault und Thomassé parameterunabhingige Reduktionsregeln
vor. Diese transformieren die Eingabeinstanz G in einen kleineren, dquivalenten
Graphen G’. Der Graph G ist zweifach zusammenhéngend. Auflerdem besitzen der
Eingabegraph G und die reduzierte Instanz G’ dieselbe Anzahl an Blittern. Das
heifit, dass ein allgemeiner Wurzelgraph G auf einen Problemkern reduziert wird.
Aufgrund des zweifachen Zusammenhangs wird die oben angefiihrte Schranke aus
Lemma 2.3 anwendbar. Zur Entscheidungsfindung geniigt damit eine Priifung, ob
der reduzierte Graph mindestens 30k — 1 spezielle Knoten besitzt.

Diese Priifung setzt jedoch Wissen iiber die Anzahl der speziellen Knoten in
der reduzierten Instanz G’ voraus. Daligault und Thomassé schiitzen die Anzahl
der speziellen Knoten in der Instanz G’ mit Hilfe der Anzahl |V (G’)| aller Knoten
ab. Dazu zeigen sie, dass die Instanz G’ insgesamt hochstens (3k — 3)(30k — 2)
Knoten besitzt, falls sie weniger als 30k — 1 spezielle Knoten besitzt. Ist dies der
Fall, dann kann die Frage nach einem Outbranching mit mindestens k Blattern
mit einem Zeitaufwand beantwortet werden, der nur von k abhéngt. Dieser kann
jedoch exponentiell sein.

Umgekehrt bedeutet dies aber auch, dass eine reduzierten Instanz G’ mit ei-
ner Groe von mindestens (3k — 2)(30k — 2) Knoten mindestens 30k — 1 spezielle
Knoten besitzt. Dann kann in der Instanz G’ ein Outbranching mit mindestens
k Blétter gefunden werden. Diese Eigenschaft iibertragt sich auf die unreduzierte
Eingabeinstanz G.

Demnach handelt es sich beim RMLO-Problem um ein fest-parameter-berechen-
bares Problem.

2.2. Approximierbarkeit

Die von Daligault und Thomassé entwickelten Reduktionsregeln (vergleiche Ab-
schnitt 2.1) sind unabhiingig vom Parameter k und umkehrbar. Umkehrbarkeit
bedeutet in diesem Fall, dass aus jedem Outbranching 7’ von der reduzierten In-
stanz G’ ein Outbranching T' von der Eingabeinstanz G gewonnen werden kann.
Dabei ist die Anzahl der Blétter in 7" mindestens so hoch wie die Anzahl der
Blétter in 7”. Aufgrund der beschriebenen Umkehrbarkeit und des konstruktiven
Vorgehens in den Beweisen ist es moglich nicht nur das Entscheidungsproblem zu
l6sen, sondern auch ein approximierendes Outbranching zu ermitteln. Dieses be-
sitzt mindestens 1/92 der Blétter, die ein Outbranching mit maximaler Blattanzahl
besitzt.

Der Approximationsalgorithmus von Daligault und Thomassé verwendet im Ge-
gensatz zum parametrisierten Ansatz nur eine Reduktionsregel. Diese erstellt aus
einem beliebigen Wurzelgraphen G einen zu G dquivalenten zweifach zusammen-
hingenden Graphen G’.
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2.2. Approximierbarkeit

Aufgrund des zweifachen Zusammenhangs stellen schon die konstruktiven Be-
weise zu Lemma 2.1 und 2.2 Methoden zur Erstellung eines Outbranchings bereit.
Daligault und Thomassé stellen noch eine dritte Moglichkeit vor. Diese drei Kon-
struktionen dienen als Beweisgrundlage fiir eine obere und eine untere Schranke fiir
die Blattanzahl im ermittelten Outbranching. Aus diesen beiden Schranken kann
der Approximationsfaktor 92 abgeleitet werden. Daligault und Thomassé schlagen
vor, mit den drei vorgestellten Methoden drei Outbranchings zu erstellen und den
mit der hochsten Blattanzahl als Ausgabe zu wihlen.
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3. Losungsansatze fiir allgemeine
Graphen

Ein naheliegender Ansatz zur Entwicklung eines Approximationsalgorithmus zur
Losung des RMLO-Problems besteht darin die Algorithmen fiir den ungerichte-
ten Fall des RMLO-Problems, also die Algorithmen fiir das MLST-Problem, auf
gerichtete Graphen zu iibertragen.

Unter den Arbeiten iiber das umfassend untersuchte MLST-Problem befinden
sich unter anderem ein Approximationsalgorithmus von Lu und Ravi [LR92], wel-
cher je nach Parameterwahl Giite 5 oder 3 besitzt, und der von Solis-Oba [Sol98|
vorgestellte 2-Approximationsalgorithmus. Die Algorithmen basieren auf einer lo-
kalen Suche beziehungsweise einem Greedy-Verfahren.

In diesem Kapitel soll nun untersucht werden, in wie weit sich die Verfah-
ren fiir die ungerichteten Graphen auf gerichtete Graphen iibertragen lassen. Ab-
schnitt 3.1 und 3.2 behandeln die lokale Suche, Abschnitt 3.3 und 3.4 das Greedy-
Verfahren.

3.1. Lokale Suche in ungerichteten Graphen

Der Approximationsalgorithmus von Lu und Ravi [LR92| ermittelt auf einem zu-
sammenhéngenden und ungerichteten Graphen einen Spannbaum mit hoher Blatt-
anzahl mit Hilfe der so genannten k-Change-Methode (auch k-swap oder Kanten-
tauschverfahren), wobei k > 1 fest ist.

Der Algorithmus ist in Algorithmus 1 dargestellt. Er startet mit der Erstellung
eines beliebigen Spannbaums 7' im Eingabegraphen . Dann wird ein k-Change
durchgefiihrt, das heifit, es werden k& Kanten des Baumes 7' und k& Kanten des
Graphen G, welche nicht in T" verwendet werden, so gewahlt, dass bei einem Tausch
die Baumeigenschaften erhalten bleiben. Der Tausch wird nur dann durchgefiihrt,
wenn die Anzahl der Blétter nach dem Tausch echt hoher ist als vor dem Tausch.
Diese Tauschoperation wird solange durchgefiihrt bis eine erneute Anwendung des
k-Change keine Verbesserung im Hinblick auf die Anzahl der Bldtter mehr bewirkt.
Das Ergebnis ist lokal optimal.

Lu und Ravi haben bewiesen, dass der Algorithmus fiir k£ = 1 eine 5-Approxi-
mation und fiir £ = 2 eine 3-Approximation liefert. Fiir £ > 2 sind keine besseren
Approximationsfaktoren bekannt. Die Laufzeit betrigt O(n3*+1), wobei n die An-
zahl der Knoten im Eingabegraphen ist. Das heifit, mit wachsendem k steigt die
Laufzeit.
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3. Losungsansétze fiir allgemeine Graphen

Algorithmus 1: k-Change-Algorithmus(G, k)

(1) Input : zusammenhéngender, ungerichteter Graph G, Parameter k > 1
(2) Output : Spannbaum 7" mit hoher Blattanzahl

)y finde einen Spannbaum 7' in G

y while ein verbessernder k-Change C' existiert do
5) aktualisiere T durch Anwendung von C

)y end while

(7) return T

3.2. Ubertragung der lokalen Suche auf gerichtete Graphen

Es soll nun untersucht werden, ob sich der in Abschnitt 3.1 angefiihrte k-Change-
Ansatz auch zur Lésung des RMLO-Problems in gerichteten Graphen eignet. Offen-
bar kann Algorithmus 1 nahezu unveréindert fiir den gerichteten Fall {ibernommen
werden. Dabei wird anstelle eines ungerichteten ein gerichteter Graph und anstelle
eines Spannbaums ein Outbranching verwendet. Insbesondere gilt die Analogie fiir
die Definition des k-Change. Die k zu tauschenden Kanten werden nun so gewéhlt,
dass die Eigenschaften eines Outbranchings auch nach dem Tausch erhalten blei-
ben.

Die Korrektheit des Algorithmus ist offensichtlich, denn da stets aus einem Out-
branching ein neues Outbranching konstruiert wird, erfiillt der zuriickgegebene
Graph die Eigenschaften eines Outbranchings.

Drescher und Vetta [DV10] haben bereits gezeigt, dass der k-Change-Ansatz
auf gerichteten Graphen beliebig schlechte Losungen liefert. Ein negatives Beispiel
nach Drescher und Vetta fiir £ = 7 ist in Abbildung 3.1 dargestellt. Der obere
Teil zeigt die Eingabeinstanz, ein lokales Optimum 7' fiir £ = 7 und ein globales
Optimum 7*. Das lokale Optimum T besitzt gerade die zwei Blétter by und bo.
Das globale Optimum 7™ hingegen besitzt die drei Blétter b7, b5 und b3.

Die Teilbilder a-d zeigen im Einzelnen, dass mindestens ein 8-Change benétigt
wird um die Anzahl der Blétter zu erhéhen. Die eingeklammerten Zahlen geben die
Abarbeitungsreihenfolge an. Um vom lokalen Optimum 7" zu einem Outbranching
mit mehr Blédttern zu kommen, miissen die Kanten in der angegebenen Reihen-
folge getauscht werden. Andernfalls wird der Zusammenhang der Initiallésung T°
zerstort. Im Schritt (1) wird das Blatt by zerstort und Blatt o, erstellt. Insgesamt
bleibt bei diesem Tausch die Anzahl der Blitter konstant, weshalb er nicht durch-
gefithrt wird (vergleiche Abbildung 3.1a). Ebenso bleibt die Anzahl der Blétter
in den Schritten (2) bis (6) konstant (vergleiche Abbildung 3.1b). Abbildung 3.1c
zeigt, dass auch Schritt (7) mit Erstellung von Blatt b3 und Zerstérung von Blatt bl
keine Verbesserung bewirkt. Erst im Schritt (8) bewirkt der Tausch die Erstellung
des Blattes b3 ohne ein vorher vorhandenes Blatt zu zerstéren. Damit verbessert
sich die Anzahl der Blétter (vergleiche Abbildung 3.1d). Schritt (9) wird nicht mehr
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3.2. Ubertragung der lokalen Suche auf gerichtete Graphen
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Abb. 3.1.: Eingabe G, ein Spannbaum 7', Optimum 7™ sowie in a-d Einzelschritte um
Initiallosung T zu verbessern.
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3. Losungsansétze fiir allgemeine Graphen

durchgefiihrt, da dieser Tausch keine Verbesserung bewirkt (vergleiche ebenfalls
Abbildung 3.1d). Damit ist 7" lokal optimal fiir 1 < k < 7. Verbesserungen treten
erst ab einem 8-Change auf.

Offensichtlich kann die Anzahl der Knoten im Teilgraph G” (vergleiche Abbil-
dung 3.1 oben) beliebig vergréflert werden. Damit kann der Parameter k beliebig
hoch gewé&hlt werden.

Ebenso kann die Anzahl der Knoten im Teilgraph G’ beliebig erhtht werden.
Dabei bleibt die Anzahl der Blitter des lokalen Optimums konstant, das heifit, die
Losung wird beliebig schlecht.

Damit ist ein Algorithmus, der die k-Change-Methode verwendet, nicht zur
Losung des gerichteten RMLO-Problems geeignet.

3.3. Greedy-Verfahren auf ungerichteten Graphen

Der Algorithmus von Solis-Oba [Sol98] ermittelt auf einem zusammenhéngenden
und ungerichteten Graphen G = (V, E) iiber ein Greedy-Verfahren einen Spann-
baum mit vielen Blédttern. Als Ausgangspunkt wird aus einem Knoten u € V' mit
deg(u) > 3 sowie seiner Nachbarschaft N(u) ein Baum 7" = (V’, E’) erstellt. Die-
ser wird durch die Expansionsregeln R1, R2 und R3 erweitert (siche unten sowie
Abbildung 3.2). Dabei besitzen R1 und R2 eine hohere Prioritét als R3. R1 und R2
sind gleichberechtigt. Die Idee aller Regeln ist sukzessiv Blétter zu zerstoren, aber
gleichzeitig fiir ein zerstortes Blatt mindestens zwei neue Bldtter zu generieren.

R1 ist in Abbildung 3.2 auf der linken Seite skizziert. Sie zeigt einen Knoten b,
welcher ein Blatt des aktuellen Baumes 7" ist. Aulerdem besitze der Knoten b
im Graphen G mindestens zwei Nachbarn, welche selbst noch nicht zu T’
hinzugefiigt wurden. Dann werden diese Nachbarn sowie die Kanten, welche
die Nachbarn mit b verbinden, zu 7" hinzugefiigt, in Zeichen V' <~ V' U N (b),
FE' + F'UK mit K = {(b,v) |ve N(b)\V'}.

R2 ist in Abbildung 3.2 auf der rechten Seite skizziert. Sie zeigt einen Knoten b,
welcher ein Blatt des aktuellen Baums 7" ist. Dieser besitze genau einen
Nachbarn u, welcher noch nicht in 7" enthalten ist. Der Knoten u wiederum
besitze in seiner Nachbarschaft N(u) mindestens drei Knoten, welche eben-
falls noch nicht zu 7" hinzugefiigt wurden. Dann werden der Knoten u, die
beschriebenen Nachbarn von u sowie die benétigten Kanten K zu T hin-
zugefiigt. Benotigt wird die Kante, die den Knoten v mit dem Knoten b
verbindet, und die Kanten, die die noch nicht eingefiigten Nachbarn von u
mit u verbinden. Formal also V' + V' U {u} U N(u), E' + E' U K mit
K = {(b,u)} U{(uv) | v € N(u)\ V'}.

R3 ist analog zur Regel R2 definiert. Der Unterschied liegt in der Anzahl der
Nachbarn von u, welche in Regel R2 mindestens drei betragen, wihrend Re-
gel R3 genau zwei Nachbarn fordert.
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3.4. Ubertragung des Greedy-Verfahren auf gerichteten Graphen

T’ ] __T’

Abb. 3.2.: Expansionsregeln R1 (links) und R2/R3 (rechts).

Diese drei Regeln werden solange angewendet, bis keine Expansion des aktuel-
len Teilbaums 77 = (V’/, E’) mehr moglich ist. Der Baum 7" ist zwar Teilbaum
von G, jedoch nicht notwendigerweise aufspannend. Der Baum 7" wird nun einem
zunéichst leeren Wald F' hinzugefiigt. Auflerdem werden alle Knoten der Menge
V'’ und Kanten der Menge E’ und damit auch alle Kanten, die zu einem Knoten
aus V'’ inzident sind, aus G geloscht. Schliefilich wird im verbleibenden Graphen
ein neuer Baum nach obiger Vorgehensweise erstellt und dem Wald F' hinzugefiigt.
Wenn in G kein Knoten u mit Grad deg(u) > 3 mehr existiert, werden die in G
verbleibenden Knoten dem Wald F' als isolierte Knoten hinzugefiigt. Dann werden
die in F' befindlichen Teilbdume und isolierten Knoten iterativ zu einem Spann-
baum 7' zusammengefiigt. Dazu werden in jeder Iteration zwei geeignete Baume
gewahlt und durch eine Kante aus der Eingabeinstanz G verbunden. Dies wird
wiederholt bis ein Spannbaum entstanden ist.

Der Greedy-Algorithmus ist auch in Algorithmus 2 dargestellt. Abbildung 3.3
zeigt seine Anwendung an einem Beispiel. Hier wird deutlich, dass der Algorith-
mus noch Freiheiten beziiglich der Wahl des ersten Knoten eines Baumes und des
zu expandierenden Blattes lasst. Auflerdem zeigt das Beispiel, dass ein mit dem
Expansionsalgorithmus erstellter Spannbaum nicht zwangsldufig optimal ist.

3.4. Ubertragung des Greedy-Verfahren auf gerichteten
Graphen

In diesem Abschnitt soll gepriift werden, ob der in Abschnitt 3.3 angefiihrte Al-
gorithmus 2 auch fiir gerichtete Graphen verwendet werden kann. Dazu wird Al-
gorithmus 2 in naheliegender Weise auf den gerichteten Fall iibertragen. Fiir die
Expansionsregeln (siehe Seite 20) werden statt der Nachbarn die Nachfolger gezéhlt.
Die Expansionsregeln sind in Abbildung 3.4 dargestellt. Die Prioritdten der Expan-
sionsregeln seien wie im ungerichteten Fall gewéhlt. Die Erstellung eines Baumes
startet mit einem Out-2*-Knoten.

Die Ubertragung des Greedy-Verfahrens ist unter Algorithmus 3 dargestellt.

Offensichtlich wirft die Erstellung des Waldes kaum gréfiere Probleme auf. Im
Gegensatz dazu steht der Zusammenschluss der einzelnen Bdume zu einem Out-
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Abb. 3.3.: Eine beispielhafte Anwendung des Algorithmus 2.
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3.4. Ubertragung des Greedy-Verfahren auf gerichteten Graphen

Algorithmus 2: MLST-Expansionsalgorithmus(G)

(1)
(2)
®3)

(4)
5)

—

(11)
(12)

(13)

Input : zusammenhéngender, ungerichteter Graph G
Output : Spannbaum 7" mit vielen Bldttern

Wald F = (VF,EF), Vi 0
while in G existiert ein Knoten v mit Grad deg(v) > 3 do
wihle v, die Menge seiner Nachbarn N (v) sowie die benétigten Kanten
als 7"
while es existiert ein Blatt in T', das expandiert werden kann do
wende von den Expansionsregeln R1, R2 und R3 diejenige mit
hochster Prioritdat an
end while
F+ FuT
16sche alle in T" verwendeten Knoten und alle zu diesen Knoten
inzidenten Kanten aus G
end while
fiige die Baume aus F' und die in G verbliebenen Knoten mit Grad < 3 zu
einem Spannbaum 71" zusammen

return 7'

Algorithmus 3: RMLO-Expansionsalgorithmus(G)

Input : Wurzelgraph G
Output : Outbranching T mit vielen Bléttern
G+ G
Wald F = (VF,EF), VF — @
while in G’ existiert ein Out-2*-Knoten v do
wiihle v, die Menge seiner Nachfolger N (v) und die ndtigen Kanten als
T/
while in T" existiert ein Blatt, das expandiert werden kann do
wende von den Expansionsregeln R1’, R2’ und R3’ diejenige mit
hochster Prioritét an
end while
F« FUT
16sche alle in T” verwendete Knoten und alle zu diesen Knoten
inzidenten Kanten aus G’
end while
fiige alle in G’ verbleibenden Knoten dem Wald F hinzu.

fiige die Komponenten des Waldes F' mit Prozedur 4 zu einem
Outbranching T' zusammen

return 7’
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3. Losungsansétze fiir allgemeine Graphen

Prozedur 4 : erstelleOutbranching(G, F')

(1) while |F| > 1 do

(2)  wihle Baume 7", 7" € F, sodass v € V(T"),v"” € V(T") und

(e = (V,v") € E(G) oder e = (v",v') € E(Q))

) T+ T UT"U{e}

y  Fe F\(T'UT")
)

)

F+ FUT
end while

(7) return F

branching. Abbildung 3.5 zeigt, dass dies nicht ohne weitere Modifikationen des
Algorithmus moglich ist. Im Beispiel wird zunsichst der Knoten v mit deg™ (v) = 2
gewahlt, expandiert und dem Wald F hinzugefiigt. AnschlieBend wird mit Wurzel r
analog verfahren. Wird fiir die Verbindung der beiden Teilgraphen eine beliebige
Kante verwendet, so kann es passieren, dass Knoten v von der Wurzel r aus nicht
erreichbar ist. Das ist der Fall, wenn Kante (u,w) statt (u,v) fir den Zusam-
menschluss gewéhlt wird.

T/ - _.T/

Abb. 3.5.: Eingabeinstanz G, Wald F'. In Ausgabe T ist v von r nicht erreichbar.

Auch eine zusétzliche Bedingung, die vorschreibt, dass der erste zu expandieren-
de Knoten immer die Wurzel ist, 16st das Problem nicht. Abbildung 3.6 zeigt so
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3.4. Ubertragung des Greedy-Verfahren auf gerichteten Graphen

einen Fall, welcher lediglich eine Erweiterung von Abbildung 3.5 ist. Die Expansi-
onsreihenfolge in diesem Beispiel ist 7, v, t.

G , T ,

Abb. 3.6.: Eingabeinstanz G, Wald F'. In Ausgabe T ist v von r nicht erreichbar, wenn
Wurzel r zuerst expandiert wird.

Zunéchst scheint das Problem des fehlenden Zusammenhangs durch das Hin-
zufiigen einer weiteren Bedingung — wie sie Prozedur 5 verwendet — behoben zu
sein. In dieser wird vorgeschrieben, dass der Zusammenschluss der Baume aus F'
nur mit Kanten durchgefithrt wird, die in einem Baum des Waldes F starten und
in der Wurzel eines anderen Baumes des Waldes F' enden.

Prozedur 5 : erstelleOutbranching®(G, F')
(1) while |F| > 1 do
(2) verbinde zwei Biume 7”7 und T" mittels der Kante e = (v1,v2) € E(G)
zu einem Baum T', wenn vy die Wurzel von T” oder T” ist
(3) F+« F\(T"uT")
4 F« FUT
(5) end while

N

w

(6) return F

Abbildung 3.7 zeigt die Anwendung von Algorithmus 3 unter Verwendung von
Prozedur 5. Als Eingabeinstanz ist hier der Graph G gewihlt. Die Wurzel r besitzt
Ausgangsgrad deg™ () = 3. Sie und ihre Kinder bilden 77. Der Knoten w kann nicht
expandiert werden. Der Baum 7] wird dem Wald F' hinzugefiigt. Mit Knoten o
mit deg™ (r) = 4 wird analog verfahren. Schliefilich werden die Knoten 21 und z»
dem Wald F' als isolierte Knoten hinzugefiigt.
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3. Losungsansétze fiir allgemeine Graphen

Nun wird Prozedur 5 angewendet, wobei fiir die Regel “von Baum in Wurzel” die
Wurzeln z1, zo und 7o zur Verfiigung stehen. Offensichtlich muss 25 iiber die Kan-
te (w,22) und z; iiber die Kante (v, z1) angeschlossen werden, denn degg(z1) =
deg;(z2) = 1. Fiir die verbleibende Wurzel ro gibt es keine sinnvolle Anbin-
dungsmoglichkeit, denn die einzige Kante, die in die Wurzel miindet, stellt keinen
Zusammenhang her und verursacht zusétzlich die Entstehung eines Kreises. Pro-
zedur 5 wiirde nicht terminieren. Es wére |F| > 2, wobei keine Kante existiert, die
den in Prozedur 5 gestellten Bedingungen geniigt.

r F - - r
G Jod
w w
21 22
T2

Abb. 3.7.: Eingabegraph G, Wald F' und teilweise durchgefiihrter Zusammenschluss der
Béume in F’.

Damit zeigt Abbildung 3.7, dass der Expansionsalgorithmus nicht ohne Weiteres
auf gerichtete Graphen iibertragbar ist. In Abschnitt 4.4 wird seine Anwendbarkeit
auf gerichtete azyklische Graphen untersucht.

3.5. Zwischenfazit

Abschnitt 3.2 und 3.4 haben gezeigt, dass die intuitive Ubertragungen von Al-
gorithmen, die das ungerichtete RMLO-Problem losen, auf Algorithmen, die das
gerichtete RMLO-Problem losen, nicht ohne Weiteres moglich ist. Im weiteren Ver-
lauf der Arbeit wird das gerichtete RMLO-Problem nicht weiter behandelt. Die
Frage nach einem Algorithmus zur Losung des gerichteten RMLO-Problems bleibt
in dieser Arbeit also offen. Dennoch ist ein prinzipielles Problem bei der Lésung des
gerichteten RMLO-Problems erkennbar. Dieses wird in Abbildung 3.5 (sieche Ab-
schnitt 3.4) deutlich. Die Schwierigkeit des Problems liegt in der Behandlung von
Kreisen. Das Beispiel in Abbildung 3.5 gibt einen Hinweis darauf, dass bestimmte
Knoten auf Kreisen gesondert behandelt werden sollten. Dabei handelt es sich um
die Gelenkpunkte.

FEine naheliegende Idee ist daher sicher zu stellen, dass ein Gelenkpunkt, der
auf einem Kreis liegt, in der korrekten Richtung durchlaufen wird. Fiir das Bei-
spiel in Abbildung 3.5 wére so die Durchlaufreihenfolge der problematischen Kno-
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3.5. Zwischenfazit

ten 29, v, 21, 1o fiir das Outbranching vorgeben. Damit wére der mit dem bisherigen
Algorithmus nicht vorhandene Zusammenhang des Outbranchings gewéhrleistet.
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4. Losungsansatze fiir azyklische
Graphen

In Kapitel 3 wurde gezeigt, dass die Losung des RMLO-Problems mit den bisher
bekannten Methoden fiir ungerichtete Graphen (iibertragen auf den gerichteten
Fall) nicht ohne Weiteres moglich ist. Daher werden im Folgenden Graphen einer
speziellen Graphklasse untersucht, ndmlich gerichtete azyklische Graphen.

Es konnte die Vermutung aufkommen Azyklizitéit von Graphen sei eine starke
Einschrdnkung, die das Problem entscheidend vereinfachen miisste. Dass dies im
Allgemeinen nicht der Fall ist, lehrt das bekannte Problem STEINER TREE (kurz
ST-Problem). Das ST-Problem gehort wie das RMLO-Problem auch zur Klasse
der Spannbaumprobleme.

Fiir den ungerichteten Fall des ST-Problems sind gute Approximationsalgorith-
men bekannt. Einer der bekanntesten Approximationsalgorithmen besitzt Fak-
tor a < 1,55 [RZ00]. Die Losung des gerichteten ST-Problems ist wesentlich schwe-
rer. Der bislang beste Approximationsalgorithmus besitzt eine Giite von O(nf),
wobei € > 0 und n die Anzahl der Knoten der Eingabeinstanz ist [CCC199]. Zur
Losung des ST-Problems in azyklischen gerichteten Graphen gibt es zwar einen
spezialisierten Approximationsalgorithmus, dieser besitzt jedoch ebenfalls nur eine
Giite von O(n¢) [Zel97]. Es lisst sich sogar zeigen, dass sich das azyklische gerich-
tete ST-Problem nicht besser als mit Faktor Q(logn) approximieren ldsst [Zel97].

Nach derzeitigem Wissensstand ldsst sich das ST-Problem auf azyklischen ge-
richteten Graphen also nicht besser als auf allgemeinen gerichteten Graphen 16sen.
Zweitens ist das azyklische gerichtete ST-Problem wesentlich schwerer als das un-
gerichtete ST-Problem.

Im weiteren Verlauf der Arbeit wird sich herausstellen, dass sich das RMLO-
Problem und das ST-Problem in diesem Punkt unterscheiden. Die Azyklizitit er-
laubt eine signifikante Verbesserung gegeniiber allgemeinen gerichteten Graphen.
In dieser Arbeit wird ein 2-Approximationsalgorithmus entwickelt. Dieser Fak-
tor entspricht dem besten bekannten Approximationsfaktor fiir das ungerichtete
RMLO-Problem von Solis-Oba [Sol98]. Der hier entwickelte Algorithmus und die
verwendeten Beweistechniken sind sogar einfacher als diejenigen von Solis-Oba.
Im Gegensatz zum ST-Problem scheint der azyklische gerichtete Fall des RMLO-
Problems leichter zu sein als der ungerichtete Fall.

AuBerdem bleibt das RMLO-Problem trotz der Kreisfreiheit NP-schwer [AFGT09].
Im Folgenden wird gezeigt, dass fiir dieses Problem auch kein PTAS existiert.
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4. Loésungsansétze fiir azyklische Graphen

4.1. MaxSNP-Schwere des MLST-Problems

Es gibt verschiedene Klassen fiir Probleme, welche nicht beliebig gut approximier-
bar sind. Eine dieser Klassen ist die von Papadimitriou und Yannakakis [PY91]
vorgestellte Klasse MaxSNP. Galbiati, Maffioli und Morzenti [GMM94] haben ge-
zeigt, dass das Problem MAXIMUM LEAF SPANNING TREE (ungerichteter Fall
des RMLO-Problems, kurz auch MLST-Problem) MaxSNP-schwer ist. Um die
MaxSNP-Schwere des MLST-Problems zu beweisen haben Galbiati et al. die so
genannte L-Reduktion verwendet. Im Folgenden wird zunéchst die L-Reduktion
definiert. Danach wird gezeigt wie Galbiati et al. diese verwendet haben um die
MaxSNP-Schwere des MLST-Problems zu beweisen.

Definition 4 (L-Reduktion). Seien P und @ zwei Optimierungsprobleme. Eine
L-Reduktion von P auf @) ist durch die zwei Abbildungen f und g gegeben. Sei I
eine Instanz des Problems P. Diese wird mittels f auf eine Instanz I’ des Pro-
blems @) abgebildet, also f: P — (. Die Abbildung wird auch als Transformation
bezeichnet. Aus jeder giiltigen Losung L’ des Problems @) fiir die Instanz I’ lisst
sich durch die Abbildung g : L' — L (“Riicktransformation”) eine Losung L fiir
die Instanz I des Problems P ermitteln. Die beiden Abbildungen miissen in Poly-
nomialzeit berechenbar sein. Aulerdem muss es zwei konstante Faktoren «, 5 > 0
geben, sodass die Bedingungen 4.1 und 4.2 erfiillt sind.
Es gibt einen konstanten Wert o > 0, sodass fiir alle Instanzen [

OPTo(I') < aOPTp(I). (4.1)

Es gibt einen konstanten Wert 3 > 0, sodass fiir alle zuléissigen Losungen L’ der
Instanz I’

|OPTp(I) — L| < BlOPT(I') — L|. (4.2)

Ausschlaggebend sind hier also Unterschiede zwischen optimalen und allgemeinen
Losungen.

Sind diese Bedingungen erfiillt und ist fiir das Problem @ ein PTAS bekannt,
dann existiert auch fiir das Problem P ein PTAS.

Galbiati et al. verwenden als Problem P das Problem in einem ungerichteten,
gradbeschriankten Graphen G = (V, E) eine kleinste dominierende Menge D C V
zu bestimmen. Fiir das Problem () verwenden sie das MLST-Problem.

Fiir die Transformation sei G = (V| F) als Eingabegraph mit V' = {vy,ve,...,v,}
und |V| = n gewihlt. Sei G’ = (V', E’) der transformierte Graph. Um die Menge
der Knoten V' zu erhalten verdreifache jeden Knoten aus V und fiige aulerdem die
beiden Knoten ag und oy hinzu, das heifit, V' = {ap, a1, 11,12, ..., 15,21, .. ., 2y,
31,...,3,}. Dabei deuten die Indizes 7 an aus welchem Knoten v; € V' der trans-
formierte Knoten entstanden ist.

Fiir die Menge der Kanten E’ wird zuniichst ein Geriist erstellt. Es ist in Ab-
bildung 4.1 dargestellt. Um dieses Geriist zu erhalten verbinde die drei trans-
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4.1. MaxSNP-Schwere des MLST-Problems

formierten Knoten 1;,2;,3; jedes Knoten v; € V sowie o iiber die Kan-
ten (ao, 1;), (14, 2i), (24, 3;). Fiige die Kante (a1, ap) hinzu. AuBerdem sei die Zei-
le, in der die erste Kopie 1; jedes Knoten v; € V steht, mit Ebene I bezeichnet
(vergleiche Abbildung 4.1).

aq

Qo
11 12 1n } Ebene 1
21 2 . e
31 32 3n

Abb. 4.1.: Schematisches Geriist des transformierten Graphen G'.

Abbildung 4.2 zeigt an einem Beispiel den letzten Schritt der Transformation. In
diesem letzten Schritt werden die Kanten des Eingabegraphen G in das Geriist des
transformierten Graphen G’ eingefiigt. Erstelle dazu fiir jede Kante e = (vg, v;) € E
die zwei Kanten (1, 2;) und (1;,2g).

Die Konstruktion des Geriists und die Ubertragung der Kanten entsprechen der
Abbildung f der L-Reduktion.

(3
G/
Qo
G
U1 V2 v3 1 ) 13
2 23
1 2
31 ® 32 33

Abb. 4.2.: Vom Eingabegraphen G zum transformierten Graphen G’ — Abbildung f der
L-Reduktion.

Zur Beschreibung der Abbildung g der L-Reduktion, betrachte im transformier-
ten Graphen G’ einen beliebigen Spannbaum 7. Wihle alle inneren Knoten der
Ebene 1 des Spannbaums T als Menge D’. Diese wird “riicktransformiert”, das
heift, setze D := {vg | 14 € D'}. SchlieBlich wird die Menge D als dominierende
Menge fiir G gewahlt.
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4. Loésungsansétze fiir azyklische Graphen

Um leichter zeigen zu kénnen, dass die gewdhlte Menge D tatséchlich eine do-
minierende Menge in G ist, werden im Spannbaum T’ zun&chst einige Kanten ge-
tauscht. Fiir jeden Knoten v; € V' wird gepriift, ob die Kante (ap,1;) im Spann-
baum 7" enthalten ist. Falls nicht, wird die Kante (ap, 1;) zu T" hinzugefiigt. Im Ge-
genzug wird die angrenzende Kante (1;,2;) mit 1 <[ < n geloscht. Dadurch bleibt
der Spannbaum kreisfrei. Galbiati et al. zeigen auflerdem, dass sich die Blatter
von T durch die Vertauschungen der Kanten nicht &ndern. Sei 7" der neue, zu T
dquivalente Spannbaum.

Falls der Spannbaum 7" ein Blatt 1, mit 1 < k& < n besitzt, dann muss der
Knoten 2; von einem Knoten 1; mit 1 < j < n und k # j erreicht werden. Der
Knoten 1; ist also innerer Knoten der Ebene 1 des Spannbaums 7”. Damit gilt
1; € D’ beziehungsweise v; € D. Aus der Konstruktion des Graphen G’ folgt, dass
die Knoten v; und v;, in G benachbart sind, denn 1; und 2 sind benachbart in G’.
Somit dominiert der Knoten v; den Knoten v, in G. Da der Knoten 2; jedes Kno-
ten v; € V aufgrund der Spannbaumeigenschaft von einem Knoten aus Ebene 1
in T” erreicht wird, werden alle Knoten aus V' dominiert.

Zuletzt zeigen Galbiati et al. die Existenz der beiden Konstanten o und 3, die
den Eigenschaften 4.1 und 4.2 geniigen.

4.2. Das azyklische RMLO-Problem ist MaxSNP-schwer

Galbiati et al. [GMM94] haben gezeigt, dass das MLST-Problem MaxSNP-schwer
ist. Damit existiert fiir das MLST-Problem kein PTAS. Fiir den Beweis wurde
eine so genannte L-Reduktion verwendet. Das grundsétzliche Vorgehen bei einer
L-Reduktion wurde in Abschnitt 4.1 vorgestellt. Dort sind insbesondere auch die
Transformationen dargestellt, die fiir den Beweis der MaxSNP-Schwere des MLST-
Problems verwendet wurden. Nun soll gezeigt werden, dass das RMLO-Problem in
azyklischen Graphen auch MaxSNP-schwer ist. Dazu kann eine L-Reduktion mit
nahezu denselben Transformationen wie beim MLST-Problem verwendet werden.
Infolgedessen brauchen die von Galbiati et al. durchgefiihrten Rechnungen zum
Beweis der MaxSNP-Schwere des MLST-Problems nicht angepasst werden.

Als Ausgangsproblem P wird wieder die Suche nach einer kleinsten dominierende
Menge in einem ungerichteten, gradbeschrankten Graphen verwendet.

Die Transformation des Eingabegraphen G = (V, E) kann nun zunéchst wie beim
Beweis der MaxSNP-Schwere des MLST-Problems durchgefiihrt werden (vergleiche
Seite 30). Ebene 1 enthalte wie in Abschnitt 4.1 die erste Kopie 1; jedes Kno-
ten v; € V (vergleiche Abbildung 4.1). Analog seien die Kopien 2; und 3; mit
Ebene 2 beziehungsweise Ebene 3 bezeichnet. Ebene 0 enthalte den Knoten «y.
Ebene —1 enthalte den Knoten «;.

Die aus Abschnitt 4.1 bekannte Transformation der Eingabeinstanz G wird beim
Beweis der MaxSNP-Schwere des RMLO-Problems um einen Schritt erweitert. Die
Kanten des transformierten Graphen G’ werden so gerichtet, dass sie stets von
Ebene j in Ebene j 4+ 1 fiir j = —1,0,1,2 zeigen. Damit ist der transformierte
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4.3. In-2-Algorithmus

Graph offensichtlich azyklisch. Auflerdem wird der Knoten «y als Wurzel gewéhlt.
Erstelle nun ein beliebiges Outbranching 7" im transformierten Graphen G’. Of-
fensichtlich werden die Knoten einer Ebene j + 1 per Konstruktion nur von ih-
rer vorhergehenden Ebene j fiir j = —1,0,1,2 erreicht. Ebene —1 und Ebene 0
enthalten jeweils nur einen Knoten, ndmlich den Knoten a; beziehungsweise den
Knoten «g. Damit kann weder a1 noch «q ein Blatt in 7" sein. Ebenso kann in Ebe-
ne 2 kein Blatt liegen. Andernfalls wére ein Knoten aus Ebene 3 isoliert. Demnach
konnen die Bldtter des Outbranchings 7' nur in Ebene 1 und Ebene 3 liegen.

Das Outbranching T ist also dquivalent zu dem Spannbaum 7", welcher beim Be-
weis der MaxSNP-Schwere des MLST-Problems durch die Vertauschung der Kanten
entsteht. Damit ist die Argumentation, dass mit den inneren Knoten von Ebene 1
des Spannbaums 7" eine dominierende Menge fiir die Eingabeinstanz G ermittelt
werden kann (vergleiche Seite 31), auch fiir das Outbranching 7" korrekt.

Bei einer L-Reduktion muss stets die Existenz zweier Konstanten o und /3 nach-
gewiesen werden. Beim Beweis der MaxSNP-Schwere des MLST-Problems flossen
beim Existenzbeweis von « und 8 insbesondere zwei Werte mit ein. Der erste Wert
ist die Kardinalitit einer kleinsten dominierenden Menge (im gradbeschrinkten
Graphen) des Eingabegraphen G. Dieser Wert ist offensichtlich nur von der Einga-
beinstanz G abhéingig. Damit kann im Beweis der MaxSNP-Schwere des RMLO-
Problems derselbe Wert wie im Beweis von Galbiati et al. verwendet werden.

Der zweite Wert ist die maximale Blattanzahl im Spannbaum des transformierten
Graphen G'. Ein RMLO von G’ besitzt gerade ein Blatt weniger als ein dquivalenter
MLST von G’, namlich a;. Diese konstante Additive fillt bei den Beweisen von
Galbiati et al. jedoch nicht weiter ins Gewicht.

Insgesamt bleiben damit die von Galbiati et al. durchgefiihrten Rechnungen un-
veréndert korrekt.

Durch die Verwendung einer L-Reduktion kann nun darauf geschlossen werden,
dass fiir das RMLO-Problem kein PTAS existiert. Wiirde fiir das RMLO-Problem
ein PTAS existieren, dann wiirde auch fiir das Problem eine kleinste dominierende
Menge in einem ungerichteten, gradbeschrinkten Graphen zu bestimmen ein PTAS
existieren. Von letzterem Problem ist jedoch bewiesen, dass kein PTAS existiert,
falls P # NP [PY91].

Motiviert von diesem Ergebnis werden im Folgenden zwei Approximationsalgo-
rithmen mit konstantem Approximationsfaktor fiir das azyklische RMLO-Problem
entworfen.

4.3. In-2-Algorithmus

Gegeben sei ein azyklischer Graph G = (V| E) mit Wurzel r. Die Menge aller
In-2*-Knoten (vergleiche Definition 3, Seite 13) in G sei mit Vo und die Menge
aller In-1-Knoten (siehe ebenfalls Definition 3, Seite 13) in G mit V} bezeichnet. Die
beiden Mengen V; und V3 sind offensichtlich disjunkt. Es gilt [Vi| + [V2| = |[V] — 1,
denn die Wurzel besitzt Eingangsgrad deg™ (r) = 0 und damit » ¢ V; U Va.
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4. Loésungsansétze fiir azyklische Graphen

Satz 4.1 (Daligault und Thomassé [DT09]). Sei G ein azyklischer Wurzelgraph
mit |Va| In-2%-Knoten und einer Wurzel mit deg(r) > 2, dann besitzt G ein Out-
branching mit wenigstens (|Va| 4+ deg(r) + 2)/3 Blittern.

Im Folgenden wird untersucht, ob sich Satz 4.1 zur Losung des RMLO-Problems
in azyklischen Graphen nutzen ldsst.

Zunichst ist festzustellen, dass der Beweis zu Satz 4.1 konstruktiv ist. Daher
ldsst er sich leicht zu einem Algorithmus umformen. Dieser ist aus Griinden der
Vollsténdigkeit in Algorithmus 6 dargestellt. Er verwendet die drei Prozeduren 7,
8 und 9, welche ebenfalls nur der Vollstandigkeit halber auf den Seiten 35 und 36
beschrieben sind.

An dieser Stelle sei ausdriicklich darauf hingewiesen, dass sich der Hauptteil von
Prozedur 7 und die gesamte Prozedur 8 unmittelbar aus dem Beweis von Daligault
und Thomassé ergeben. Ein Verstéindnis der Vorgehensweise des Algorithmus ist
zum Verstindnis der Beweise in dieser Arbeit nicht notwendig. Daher wird auf den
Algorithmus und auch auf den Beweis von Daligault und Thomassé hier nicht ndher
eingegangen. Entscheidend ist, dass mit Algorithmus 6 ein Outbranching, welches
Satz 4.1 geniigt, in Polynomialzeit berechnet werden kann (vergleiche Lemma 4.2).

Soll Algorithmus 6 als Approximationsalgorithmus mit konstanter Giite verwen-
den werden, liegt das Problem bei der Abschitzung dieses Approximationsfaktors.
Die angegebene Schranke von mindestens (|V2|+deg(r)+2)/3 Bléittern hiingt insbe-
sondere von der Anzahl V3| der In-2*-Knoten ab. Gibt es viele dieser In-2*-Knoten,
dann liefert Satz 4.1 eine gute untere Schranke.

Existieren hingegen nur wenig In-2*-Knoten, dann gibt es viele In-1-Knoten, das
heifit, Knoten, die genau eine eingehende Kante besitzen. Die besondere Eigenschaft
dieser Knoten ist, dass die eingehende Kante bei der Erstellung eines Outbranchings
in jedem Fall verwendet wird. Andernfalls wére der Baum nicht zusammenhéngend,
da der Vorgénger eines In-1-Knoten eindeutig ist. Gibt es viele Kanten, die sicher
im Qutbranching enthalten sind, dann gibt es verhdltnisméflig wenig Spielrdume
bei der Wahl der iibrigen Kanten. Darum liefert hier intuitiv schon ein beliebiges
Outbranching gute Ergebnisse.

Da Algorithmus 6 in jedem Fall ein Outbranching liefert, kann er fiir beide Falle
verwendet werden.

Lemma 4.1. Algorithmus 6 liefert ein Qutbranching.

Beweis. Die Zeilen 9 bis 14 von Prozedur 7 und die gesamte Prozedur 8 sind eine
Ubertragung des konstruktiven Beweises des Satzes 4.1 von Daligault und Tho-
massé. Daligault und Thomassé konstruieren aus einer Eingabeinstanz ein Out-
branching.

Die Zeilen 1 bis 8 von Prozedur 7 sind eine Vorbereitung, welche den Graphen G
so modifizieren, dass er den Voraussetzungen von Satz 4.1 geniigt. Durch die Modifi-
kation erhilt die Wurzel r in jedem Fall Grad deg(r) > 2. Der Beweis von Daligault
und Thomassé bleibt unveréindert richtig, da auf dem Pfad von der Wurzel r nach v
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4.3. In-2-Algorithmus

Algorithmus 6: In-2-Algorithmus(G)

(1)
(2)
®3)
(4)
()

(6)

Input : azyklischer Wurzelgraph G
Output : Outbranching T'

(G, V5',W,W') + Prozedur 7 // Vorverarbeitung(Q)
T’ < Prozedur 8 // Hauptverarbeitung(G,Vy', W, W’)
T «+ Prozedur 9 // Nachbereitung(7")

return 7'

Prozedur 7 : Vorverarbeitung(G)

—~
[

)

—~
N
~

(14)

(17)

// allgemeine Vorverarbeitung
if Graph G ist ein Pfad P(r,v) von Wurzel r zum Knoten v € V then

return G

end if

if deg(r) = 1 then
sei P(r,v) mit deg®(v) > 2 der Pfad von 7 zum ersten Knoten v mit
mehr als einem Nachfolger
o
r<v
end if

// Vorverarbeitung nach Daligault und Thomassé

losche beliebige Kanten aus Graph G = (V, E), sodass G ausschliefllich

In-1- und In-2-Knoten besitzt

sei V1 die Menge aller In-1-Knoten aus V/

sei Vo die Menge aller In-2-Knoten aus V'

sei W die Menge aller Knoten aus N~ (v) mit v € V

// W ist also die Menge aller Vorginger aller Knoten aus V)

sei VJ die Menge aller Knoten v € N (w) mit w € W und deg™ (v') = 2

// V3 ist also die Menge aller In-2-Knoten, die Nachfolger von
einem Knoten aus W sind

sei Vy/ = Vo \ Vj

// V4’ ist also die Menge aller In-2-Knoten, die nicht
Nachfolger von einem Knoten aus W sind

sei S die Menge aller Senken

sei W=V \ (WUS)

// W' ist also die Menge aller Knoten, die nicht Vorginger
eines In-1-Knoten und keine Senke sind

return (G, Vy', W, W’)
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4. Loésungsansétze fiir azyklische Graphen

Prozedur 8 : Hauptverarbeitung(G, V', W, W')

// Hauptprozess nach Daligault und Thomassé
erstelle einen bipartiten Graphen Gy, = (Vo' W W', Eypip) mit
Enip ={(w, ") | v e VJ, w' € W falls (w',v') € E}
erstelle einen Graphen Ggaom = (Vaom, Fdom), wobel Viom = W’ und
{d1,d2} € Eqom, wenn dy und ds einen gemeinsamen Nachbarn in G
besitzen
D«
// erstelle Menge D', sodass jeder Knoten aus VJ in G mit
einem Knoten aus D’ benachbart ist
while Vy,,, # () do
if in Gaom existiert ein Knoten v mit deg(v) > 2 then
D'+ D' U{v}
l6sche v und die zu v inzidenten Kanten aus Ggom
else
wéhle einen beliebigen, nicht isolierten Knoten v
D'+ D' U{v}
l6sche v und die zu v inzidenten Kanten aus Ggom
end if
end while
D+« D UW
// D ist zusammenhingende dominierende Menge von G
erstelle G[D]
suche einen Spannbaum 7" in G[D]
fiige alle Knoten aus V' \ D als Blitter zu 7" hinzu

return 7"

Prozedur 9 : Nachbereitung(7")

(1)
(2)

®3)
(4)

()

// Nachbereitung
if die Vorbereitung wurde durchgefithrt then
T ist ein Outbranching, das entsteht, indem 7" die in der

Vorverarbeitung iibersprungen Knoten und Kanten wieder hinzugefiigt

werden
r<rinT
end if

return 7'
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4.3. In-2-Algorithmus

keine weiteren In-2*-Knoten liegen. Damit wird kein mogliches Blatt verhindert.
Bei der Abschitzung der Blattanzahl im konstruierten Outbranching wird die neue
Wurzel r mit deg(r) > 2 verwendet.

Zeile 1 von Prozedur 7 stellt einen Sonderfall dar. Er wird ausgeschlossen, damit
in Zeile 4 von Prozedur 7 kein Fehlschlag auftritt.

Die Nachbereitung in Zeile 1 von Prozedur 9 fiigt die in der vorbereitenden
Prozedur 7 iibersprungenen Knoten und Kanten wieder hinzu. Alle Knoten der
Eingabeinstanz werden erreicht. O

Fiir den folgenden Beweis sei |V| = n die Anzahl der Knoten und |F| = m die
Anzahl der Kanten der Eingabeinstanz G = (V, E).

Lemma 4.2. Algorithmus 6 bendtigt Laufzeit O(n +m).

Beweis. Die vorbereitenden Schritte in Zeile 1 und 4 von Prozedur 7, die Vorbe-
reitung von Daligault und Thomassé in den Zeilen 10 bis 14 von Prozedur 7 und
die Nachbereitung in Zeile 1 von Prozedur 9 benétigen jeweils lineare Laufzeit.

Die Kantenloschung in Zeile 9 von Prozedur 7 kann in O(m) Zeit abgearbeitet
werden.

Fiir Prozedur 8 wird eine Laufzeit von O(n + m) benétigt. Die Erstellungen des
bipartiten Graphen in Zeile 1, des Graphen in Zeile 2, des induzierten Teilgraphen
in Zeile 15 inklusive dem Hinzufiigen der Blétter in Zeile 17 sowie die while-Schleife
ab Zeile 4 bendtigen jeweils eine Laufzeit von O(n + m). Die Erstellung des Spann-
baums in Zeile 16 kann mit Tiefensuche durchgefiithrt werden. Dann betriagt die
Laufzeit auch hier O(n + m).

Damit hat der Algorithmus insgesamt eine Laufzeit von O(n + m). O

Lemma 4.3. Algorithmus 6 besitzt eine Giite von 4.

Beweis. Als Eingabe sei der azyklische Graph G = (V, E) mit Wurzel r gegeben.
Sei V3 die Menge aller In-2*-Knoten in G und V; die Menge aller In-1-Knoten in G.
Die beiden Mengen sind offensichtlich disjunkt. Es gilt [Vi| 4 |V2| = |[V| — 1, denn
deg™(r) = 0.

Sei L* die Menge aller Bldtter in einem RMLO und L die Menge aller Blitter,
die Algorithmus 6 liefert. Sei o := |Va|/|L*|. Es existieren zwei mit 4.3 und 4.4
bezeichnete Schranken. Sie werden nachfolgend bewiesen.

izl = S| (4.3)
= |L)(1 - a). (4.4)

Nachstehende Gleichungskette zeigt, dass die Schranke 4.3 aus Satz 4.1, dem
Grad der Wurzel deg(r) > 2, den Satz 4.1 fordert, und der Definition von « folgt.

|Va| + deg(r) + 2 S Vol +2 42 S @ _ alL¥|

>
£ = 3 - 3 -3 3
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4. Loésungsansétze fiir azyklische Graphen

Abbildung 4.3 soll helfen die Schritte des nun folgenden Beweises von Schran-
ke 4.4 besser zu verstehen.

G G’

N, r o

us U4 us U
Eingabegraph G Graph G’ mit Kanten, die RMLO von G
sicher im Outbranching sind

Abb. 4.3.: Beispiel zum Beweis von Schranke 4.4. Es ist Vo = {v1,v9,v3},
L' ={uy,...,ug} und L* = {by,...,bs}.

Zum Beweis von Schranke 4.4 wird ein Graph G’ = (V, E') mit E' = {(u,v) € E |
v € V1 } verwendet. Dieser Graph ist ein Wald, der nur Kanten besitzt, welche in
jedem Outbranching enthalten sind. Sei L’ die Menge der Knoten, die im Graphen
G’ Ausgangsgrad 0 besitzen. L' ist also die Menge aller Blitter und isolierten
Knoten im Graphen G’.

Da der Graph G’ ein Teilgraph eines Optimums 7™ ist und die selbe Knoten-
menge V besitzt, gilt |[L’| > |L*|. G’ kann aufgrund seines eventuell fehlenden Zu-
sammenhangs und der Beriicksichtigung der isolierten Knoten in L’ mehr Blitter
als T™ besitzen.

Weil fiir jedes v € V eine Kante zum Graphen G’ hinzugefiigt wurde, enthilt G’
genau |V7| Kanten. Jedes beliebige Outbranching der Eingabeinstanz G hingegen
besitzt auf Grund seiner Baumeigenschaft genau |V| — 1 = |[V;| + |V2| Kanten.
Um aus G’ ein Outbranching zu konstruieren, miissen demnach noch genau |V3|
Kanten hinzugefiigt werden. Diese werden an maximal |V5| Knoten aus L’ angebun-
den. Dann ist die Anzahl der Blitter jedes beliebigen Outbranchings mindestens
|L'| — |Val|. Also ist

L] = L] = [Vo| = |L7| = [Vo| = [L*| — a|L7|.

Damit gilt die Schranke 4.4.

Abbildung 4.4 zeigt die beiden Schranken 4.3 und 4.4 schematisch. Hier wird
deutlich, dass die Anzahl der Blitter, die durch den Algorithmus ermittelt wird,
immer mindestens so hoch wie die jeweils bessere der beiden Schranken ist. Das
schlechteste Ergebnis tritt ein, wenn die beiden Schranken 4.3 und 4.4 dieselbe
Anzahl an Blittern liefern, also wenn

3
%|L*\:]L*](l—a)@%:1—a<:>4a:3<:>a:1
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untere
Schranke

>
«

(1 —a)|L*| = 5L

Abb. 4.4.: Untere Schranken fiir die Anzahl an Blittern, die Algorithmus 6 liefert.

Mit Schranke 4.3 ergibt sich fiir den Approximationsfaktor f von Algorithmus 6
die Abschitzung
L7
27|

\L*] 3
F=1z = o

<

NI IV

@
3

Aus Lemma 4.1, 4.2 und 4.3 folgt Satz 4.2.

Satz 4.2. Algorithmus 6 ist ein Faktor-4-Approximationsalgorithmus fir den azy-
klischen Fall des RMLO-Problems.

4.4. Expansionsalgorithmus

In Abschnitt 3.3 wurde ein von Solis-Oba entwickelter Expansionsalgorithmus zur
Losung des MLST-Problems vorgestellt. In Abschnitt 3.4 wurde dieser fiir gerich-
tete Graphen modifiziert (vergleiche Algorithmus 3 unter Verwendung von Proze-
dur 5). Es wurde gezeigt, dass der modifizierte Algorithmus fiir allgemeine Graphen
nicht immer eine zuléssige Losung liefert.

In diesem Abschnitt wird ein Faktor-2-Approximationsalgorithmus entwickelt.
Er beruht auf der Expansionstechnik und verwendet Knotenmarkierungen als Sta-
tusindikator. Bei der Anwendung des Algorithmus auf einem Graphen G = (V, E)
mit Wurzel r werden je Expansionsschritt einerseits Knoten der Eingabeinstanz G
in die Losung iibertragen und andererseits bestimmte Knoten in G markiert. Be-
trachte einen Wald F', der durch mehrere aufeinander folgende Expansionsschritte
gewachsen ist. Ein Knoten v € V' \ {r} ist genau dann in G markiert, wenn sein
Eingangsgrad im aktuell gewachsenen Wald F' deg™ (v) = 1 ist. Umgekehrt hat ein
in G unmarkierter Knoten noch keinen Vorgéinger in F' zugewiesen bekommen.

Der Algorithmus ist in Algorithmus 10 dargestellt. Auffallend ist, dass er mit
einer topologischen Sortierung arbeitet. Tatséchlich bleiben alle hier angefiihrten
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4. Loésungsansétze fiir azyklische Graphen

Algorithmus 10: RMLO-Expansionsalgorithmus-azyklisch(G)

(1) Input : azyklischer Wurzelgraph G = (Vg, Eg)
(2) Output : Outbranching T" mit vielen Blattern

(3) Wald F = (VF,EF), Ve 0
(4) markiere die Wurzel r in G

(5) F < Prozedur 11 // Expansion(G)
(6) T <+ Prozedur 12 // erstelleOutbranching(F’)

(1) return T

Prozedur 11 : Expansion(G)

(1) finde eine topologische Sortierung f: Vo — {1,2,...,|Vg|}

2 fori=1,...,[Vg| mit f(v;) <-- < f(vjy|) do

(3) if v; ¢ Vg then

4) Vi < Ve U{vi}

(5) end if

(6) if v; besitzt mindestens zwei unmarkierte Nachfolger in G then

(7) fiige alle in G unmarkierten Nachfolger von v; sowie die Kanten, die
v; und seine Nachfolger verbindet, zu F' hinzu

(8) markiere die zu F' hinzugefiigten Nachfolger in G

(9) end if

(10) end for

(11) return F

Prozedur 12 : erstelleOutbranching(F')

(1) Outbranching T'= (Vp, Er), Vi < Vg, Er < EFp
2) foreach noch unmarkierten Knoten v in G do
(3) wihle e = (u,v) € Eg

(4) Er < Er U{e}

(5) markiere v

(6) end foreach

(7) return T

40



4.4. Expansionsalgorithmus

G F 1

PN /\

P e
Y YL I

. 10 11 .
S Y% P s
Eingabegraph G markiere die Wurzel finde topologische Sortie-
rung, expandiere Wurzel,
markiere Nachfolger

10 11
P Yy 7 8 7 8
expandiere Knoten 2 < 3, Knoten 3 kann nicht ex- Knoten 9 expandiert, Nach-
markiere Nachfolger pandiert werden; expandiere folger markiert; Wald F
Knoten 6 < 9, markiere Nach-  besteht aus drei Zusammen-
folger hangskomponenten

verbinde unmarkierten verbinde unmarkierten Kno-
Knoten 6, markiere ihn ten 4, markiere ihn; Out-
branching gefunden

Abb. 4.5.: Beispielhafte Anwendung des Algorithmus 10.
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Beweise auch ohne die Verwendung einer topologischen Sortierung nahezu un-
verdndert korrekt. Insbesondere &dndert sich die Laufzeit nicht. Dennoch wurde
die topologische Sortierung hier verwendet, da sie das Expansionskonzept entschei-
dend vereinfacht. Expansionen kénnen so nur an Bldttern durchgefiihrt werden.
Baume wachsen nach unten. Andernfalls kénnten Baume auch nach oben wachsen.

Abbildung 4.5 verdeutlicht Algorithmus 10 an einem Beispiel. Die Abbildung
zeigt unter anderem einen Eingabegraphen G und den von Prozedur 11 konstru-
ierten Wald F. Der Wald F' besteht aus zwei nicht-trivialen Bdumen und einem
isolierten Knoten. Insbesondere wird deutlich, dass ein Baum nicht in aufeinan-
der folgenden Schritten vollstéindig expandiert werden muss (im Gegensatz zum
Expansionsalgorithmus von Solis-Oba, der Algorithmus 10 inspiriert hat). Obwohl
Knoten 2 schon expandiert ist, wird vor der Expansion von Knoten 9 zunéchst
Knoten 6 erweitert.

Beobachtung 4.1. Prozedur 11 erstellt einen Wald. Die darin enthaltenen Bdume
konnen auch trivial sein, das heifst, isolierte Knoten.

Lemma 4.4. Algorithmus 10 liefert ein Outbranching.

Beweis. Sei G = (Vg, E¢) mit Wurzel r als Eingabeinstanz gegeben.

Der Algorithmus verwendet die beiden iterativen Prozeduren 11 und 12. In jeder
Iteration von Prozedur 11 wird ein Knoten v betrachtet. Dieser Knoten v € Vg
wird zum Wald F' = (Vp, Er) hinzugefiigt, falls v ¢ Vp. Wenn moglich, wird der
betrachtete Knoten v expandiert. Im Falle einer Expansion werden weitere Knoten
zum Wald F' hinzugefiigt. Diese sind in G bislang unmarkiert. Sie erhalten Kno-
ten v als eindeutigen Vorgénger in F' und werden in G markiert. Knoten v wird
nicht markiert. Einem bereits markierten Knoten kénnen keine weiteren Vorgénger
hinzugefiigt werden. Gesetzte Markierungen kénnen nicht wieder aufgehoben wer-
den.

In jeder Iteration von Prozedur 12 wird genau ein Knoten markiert. Es ist zu
beachten, dass die von Prozedur 12 in Zeile 4 geforderte Kante auf Grund des
Zusammenhangs des Eingabegraphen G immer existiert.

Alle Knoten v € Vi \{r}, die nicht schon in Prozedur 11 markiert werden, werden
in Prozedur 12 markiert.

Der Algorithmus terminiert, weil G nur endlich viele Knoten besitzt.

Bei Terminierung des Algorithmus sind alle Knoten markiert. Das bedeutet,
dass jeder Knoten der Eingabeinstanz auch in der Ausgabeinstanz enthalten ist,
und dass jeder Knoten v € Vi \ {r} genau einen Vorgénger besitzt. Auflerdem
ist die Ausgabe azyklisch, da schon die Eingabe azyklisch ist. Aus diesen drei
Eigenschaften folgt, dass die Ausgabe ein Outbranching ist. O

Fiir den folgenden Beweis sei G = (V, E) die Eingabeinstanz, |V| = n die Anzahl
der Knoten und |E| = m die Anzahl der Kanten.

Lemma 4.5. Algorithmus 10 bendtigt Laufzeit O(n 4+ m).
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Beweis. Die topologische Sortierung in Prozedur 11 bendétigt eine Laufzeit von
O(m +n).

Die Laufzeit der for-Schleife in Zeile 2 von Prozedur 11 benétigt ebenfalls eine
Laufzeit von insgesamt O(m + n). Das Markieren der Knoten, das Einfiigen der
Knoten und das Einfiigen der erforderlichen Kanten benétigt tiber alle n Durchlaufe
lineare Laufzeit. Maximal werden alle n Knoten markiert. Es werden genau n Kno-
ten in den Wald F' iibertragen. Die Anzahl der hinzugefiigten Kanten betréigt auf
Grund der Baumeigenschaft maximal n—1. In jedem Durchlauf ¢ werden auflerdem
alle Nachfolger des aktuell bearbeiteten Knoten v; bestimmt. Weiter wird gepriift,
wieviele dieser Nachfolger in G noch unmarkiert sind. Dazu werden zu jedem Kno-
ten v € V seine Nachfolger gespeichert. Dann kénnen die Nachfolger von v; direkt
abgefragt werden. Fiir jeden Knoten v; € V werden schlieflich deg™ (v;) viele Kno-
ten auf Markierung getestet. Die Summe aller Knotengrade in einem Graphen
betrégt hochstens 2m. Damit wird fiir alle Tests in n Durchldufen insgesamt O(m)
Laufzeit benotigt.

Also benétigt Prozedur 11 eine Laufzeit von O(m + n).

Prozedur 12 besitzt ebenso lineare Laufzeit. Es werden maximal n — 1 Kanten
eingefiigt. Wenn zu jedem Knoten seine Vorgéinger gespeichert werden, kann ein
solcher in konstanter Laufzeit gefunden werden.

Insgesamt hat der Algorithmus demnach eine Laufzeit von O(n + m). O

Fiir die weiteren Beweise werden nun einige Notationen festgelegt. Abbildung 4.6
verdeutlicht sie an einem Beispiel. Sei F' der Wald, der in Prozedur 11 erstellt
wird. Sei FT = {Ty,...,T}} derjenige Wald, der durch Loschung von isolierten
Knoten aus dem Wald F entsteht. Der Wald F” besitzt demnach k + 1 nicht-
triviale Zusammenhangskomponenten. Es sei T; = (V;, E;) fiir alle T; € F T Die
Waurzel von T; € F7 sei mit r; bezeichnet. L(T}) bezeichne die Menge aller Blitter
von T;. Die Menge aller Bléitter eines optimalen Outbranchings sei mit L* notiert.

G F T
Ty To
T
T2. e 13
Ty .
7, *
Eingabe G Prozedur 10 liefert Wald Wald FT = {To, T1}
F={T,T,... Ts} mit 2 Zusammenhangs-
komponenten

Abb. 4.6.: Beispiel, das Unterschied zwischen Wald F und Wald FT aufzeigt.

Abbildung 4.7 motiviert Lemma 4.6. Es zeigt beispielhaft das Wachsen eines Bau-

43



4. Loésungsansétze fiir azyklische Graphen

mes 7; und die Verdnderung der Blattanzahl. Es wird deutlich, dass im schlech-
testen Fall die Anzahl der Blitter in einem Schritt um genau 1 wichst, wobei
die Anzahl der Knoten um genau 2 wichst. Besitzt der expandierte Knoten v
Grad deg(v)t > 2, so ist das Verhiltnis zwischen der Erhéhung der Blattanzahl
und Erhchung der Knotenanzahl noch besser.

+2{/\

Schritt 1 Schritt 2 =

Abb. 4.7.: Baum T; ist in zwei Schritten gewachsen. Die Anzahl der Blatter wéchst jeweils
um mindestens 1.

Lemma 4.6. Algorithmus 10 liefert fiir jeden Baum T; € FT mindestens
|L(T3)| > (|Vi| +1)/2 Blitter.

Beweis. Dies kann per Induktion iiber die Expansionsschritte gezeigt werden. Sei
T! = (V/, EJ) derjenige Teilbaum von T, der nach j in T} durchgefiihrten Expan-
sionsschritten entstanden ist. In j = 1 wird die Wurzel von T; expandiert.

Induktionsanfang. Nach dem ersten Expansionsschritt besitzt der Baum T € FT
genau eine Wurzel und |V;!| — 1 Blitter. Mit |V;!| > 3 folgt die Korrektheit der
Formel fiir den Induktionsanfang. Es gilt

Vii+1
L= -1 > L

Induktionsschluss. Betrachte die Expansion von Tij zu TZJH. TZJH entsteht, in-
dem [ neue Blitter zu 7} hinzugefiigt werden. Dadurch wird genau ein Blatt
zerstort. Das heifit, die Anzahl |L!| der Blitter erhoht sich um [ — 1 > 1 und
die Anzahl [V/| der Knoten um /. Es gilt

[L(T))] =

V41
Vil+1 (Induktionsanfang)
2

+(1-1)

VI 4+1+20—2
_ (W= v+l
N 2 - 2 ‘

; VI +1
e LT+ (-1 2 VT

& LTt >
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Lemma 4.7. Ein RMLO besitzt hichstens |L*| < |V(FT)| — k Blitter.

Beweis. Sei T* ein RMLO der Eingabeinstanz G, also ein Outbranching mit ma-
ximaler Anzahl an Bliattern. Sei F' der Wald, der in Prozedur 11 erstellt wird. Der
Wald FT entspricht dem Wald F' ohne triviale Zusammenhangskomponenten. Oh-
ne Einschrinkung sei Ty mit Wurzel 79 der Baum aus F7, der als erstes expandiert
wird.

Zunichst wird zu jedem T; € FT der induzierte Teilwald T*[V;] von T* gebildet.
Sei F’ die Vereinigung aller induzierten Teilwilder T*[V;]. Abbildung 4.8 zeigt die
Konstruktion eines solchen Teilwaldes F' aus G iiber F und F7T.

G 1 F 1 F

2: :.6 B 3
8 ‘. 9! k 10 11 214

7 8 9 10 11 7
Eingabegraph G und to- von Prozedur 10 erstellter die 4 Zusammenhangskom-
pologische Sortierung Wald F ponenten von Wald F

F //’r“r*[vl]
! |
‘ I
\ U2 USL /
WL e 1
/ //7"; \ Vi 7’3\-\ \
I [ \
\ I /
N LI 4 N ] s
7 8 9 10 11 ~-- ~___ S.o2 22
ein RMLO T* von G Ubertragung der Zusam- Yere1n1gung "der indu-
menhangskomponenten ZIerte/n Teilwélder 7™ [V]
aus F7' = F\ Ty in T* zu F
fiir induzierte Teilwélder
T [vi]

Abb. 4.8.: Von der Eingabe zum induzierten Teilwald iiber die Baume T; des Waldes F'T
wie vom Beweis zu Lemma 4.7 verwendet.

Die Idee des Beweises ist das Optimum 7™ aus dem Teilwald F’ (teilweise) zu
rekonstruieren. Dafiir werden F” einige fehlenden Knoten und Kanten hinzugefiigt.
Es geniigt die Betrachtung der Kanten zur Verbindung der Teilwilder T*[V;] € F’
untereinander, einiger isolierter Knoten aus V'\ V(F’) und Kanten zur Anbindung
dieser Knoten. Im Folgenden wird gezeigt, dass beim Verbinden der Teilwilder
von F’ mindestens k Blitter aus F’ eine ausgehende Kante erhalten, das heifit,
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4. Loésungsansétze fiir azyklische Graphen

diese Knoten kénnen im Optimum 7™ kein Blatt sein. Zum anderen wird gezeigt,
dass die Anbindung jedes Blattes von T*, welches auBerhalb von V(F”) liegt (also
ein isolierter Knoten in F' ist), einen weiteren Knoten als Blatt ausschliefit. Das
heifit, die Anbindung erhoht die Anzahl der Blétter nicht. Aus diesen beiden Fakten
folgt die Behauptung.

Um die Behauptung zu beweisen wird fiir den Knoten r; jedes Teilwaldes
T*[V;] € F'\ T*[Vp] und jeden isolierten Knoten, der Blatt in 7 ist, in eindeutiger
Weise jeweils ein Knoten in F’ identifiziert, der im Optimum 7™ nicht Blatt sein
kann. Formaler ausgedriickt, sei L* die Menge der Blétter von T™. Identifiziere fiir
jeden Knoten z € Z mit Z = {r; | T*[V;] € F/'\ T*[Vo]} U (V \ V(F")) N L*)
einen Knoten NBK(z), der kein Blatt in 7™ ist (Nicht-Blatt-Knoten). Ferner soll
NBK(z) # NBK(Z') fiir z # 2/ mit 2,2’ € Z gelten.

Zur Konstruktion des NBK(z) wird vom Knoten z aus der Pfad im RMLO T™ bis
zum ersten Knoten v # z, der in V(F”) liegt, zuriickverfolgt. Dann ist NBK(z) = v.
Dieses Vorgehen sei als Rickwdrtssuche bezeichnet. In Abbildung 4.8 gilt
NBK(r2) = v2 und NBK(r3) = vs.

Aufgrund der Tatsache, dass der Knoten r¢ im Teilwald T*[V})] keine Vorgénger
besitzt und damit insbesondere auch keinen Vorgénger in V(F’), kann das eben
beschriebene Vorgehen zur Auffindung des NBK(r() nicht verwendet werden. Tat-
séchlich ist dies fiir den Beweis auch nicht notwendig.

Nun soll die paarweise Verschiedenheit der Knoten NBK(z) fiir alle z € Z ge-
zeigt werden. Dazu sei angenommen, dass ein Knoten v € V(F') existiert, sodass
v = NBK(z;) = NBK(z;) mit 2;,2; € Z und z; # z;.

1. Fall: Angenommen die Knoten v,z; und z; liegen auf einem gemeinsamen
Pfad in 7%. Ohne Einschrénkung liege der Knoten z; auf dem Pfad P(v, z;) von
v nach z;. Der Fall ist in Abbildung 4.9a dargestellt. Offensichtlich gilt z; € V(F”).
Dann hitte die Riickwértssuche spétestens bei z; stoppen und NBK(z;) # v gelten
miissen.

2. Fall: Angenommen die Knoten v, z; und z; liegen nicht auf einem gemeinsamen
Pfad in T*. Demnach gibt es zwei Pfade P; = P(v,2;) und P; = P(v, ;) in T*
sowie einen Knoten v,y;¢, an denen sich die beiden Pfade FP; und P; trennen. Sei v;
der Nachfolger von vy in P; und v; der Nachfolger von vy in Pj. Der Fall ist in
Abbildung 4.9b dargestellt. Da vg,;; nicht expandiert wurde, ist mindestens einer
seiner Nachfolger markiert. Sei ohne Einschrinkung v; der markierte Knoten. Es ist
v; # 2, da z; in FT nicht markiert ist. Es gilt aber v; € V(FT), das heifit, v; wire
auf der Riickwértssuche von z; vor v erreicht worden und demnach NBK(z;) # v.

Da alle NBK(z) fir z € Z paarweise verschieden sind und es mindestens
k Zusammenhangskomponenten in F7 gibt, folgt die Behauptung. O

Korollar 4.1. Algorithmus 10 besitzt eine Giite von 2.

Beweis. Sei OPT die optimale Anzahl der Blatter einer Eingabeinstanz G und
LSG die Anzahl der Bléatter der Losung, die der Expansionsalgorithmus ausgibt,
wenn er auf G angewendet wird.
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Mit Lemma 4.6 und 4.7 gilt

Vil+1

k.
2

k
OPT < |V(FT)|—k sowie LSG>)_
=0

Die Subtraktion von k ergibt sich aus der Tatsache, dass fiir £+ 1 Zusammenhangs-
komponenten genau k Pfade benttigt werden, um diese von einem Wald zu einem
Baum zusammenzufiigen. Dabei werden maximal k Blétter zerstort.

0PT<\V@TM—k

PO s,
1=0
 a(V(ED - B)
SVl + 1) — 2%
=0
2|V (FT)] — k)

T V(FT) +k+1-2k

_2(V(ET) k)
V(EDY — k+1
AV ~K)

= TVFT) <k

Aus Lemma 4.4, 4.5 und Korollar 4.1 folgt Satz 4.3.

Satz 4.3. Algorithmus 10 ist ein Faktor-2-Approzimationsalgorithmus fir den azy-
klischen Fall des RMLO-Problems.

Abbildung 4.10 zeigt ein scharfes Beispiel fiir die 2-Approximation, welches be-
liebig erweiterbar ist. Der Graph ist so aufgebaut, dass der Teilbaum, der an Kno-
ten 2 hingt, ein vollstdndiger Bindrbaum ist. Jeder Knoten in diesem vollstdndigen
Bindrbaum (ausgenommen der Wurzel) besitzt genau zwei eingehende Kanten. Al-
le Kanten, die in verschiedene Knoten derselben Ebene des Bindrbaums eingehen
und nicht selbst Teil des Binérbaums sind, besitzen denselben Startknoten. Diese
Vorgénger sind fiir jede Ebene unterschiedlich. Sie seien als Seitenknoten bezeich-
net. Abbildung 4.10 zeigt den Baum fiir £ = 3. Dann besitzt der Bindrbaum vier
Ebenen (die Wurzel liegt auf Ebene 0).
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4. Loésungsansétze fiir azyklische Graphen

Abb. 4.9.: Es gibt zwei verschiedene Moglichkeiten der Lage der Knoten v, 2;, z;.

Die topologische Sortierung ist so gewéhlt, dass der Bindrbaum als Teilbaum in
der approximierten Lésung enthalten ist.

Der Bindrbaum besitzt auf unterster Ebene 2F Blitter. Diese sind auch Blétter
der Losung. AuBerdem sind die k Seitenknoten ebenfalls Blétter. Algorithmus 10
liefert also 2F + k Blitter.

Im Optimum hingegen ist jeder Knoten des Bindrbaumes ein Blatt. Ein vollstén-
diger Bindrbaum besitzt genau 2t — 1 Knoten.

Sei OPT die optimale Anzahl an Bldttern und LSG die Anzahl der Blitter,
welche Algorithmus 10 generiert. Dann gilt fiir beliebig grofie k

orT . 2kl i 2! — %
m — = JIm ———— = l1Im —
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Eingabeinstanz G mit topolo-
gischer Sortierung, k = 3 Ebe-
nen im Bindrbaum

11

12 13 14 15 16 17 18 19 12 13 14 15 16 17 18 19

Losung LSG mittels Algo- optimale Losung OPT,
rithmus, 11 Bléatter 15 Blatter

Abb. 4.10.: Scharfes Beispiel fiir Algorithmus 10.

49






5. Fazit

In diesem abschlieenden Kapitel sollen die wesentlichen Ergebnisse dieser Arbeit
zusammengefasst werden. Zudem wird als Ausblick eine kleine Sammlung offener
Probleme gegeben.

5.1. Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde das Problems ROOTED MAXIMUM LEAF OUTBRANCHING
(kurz RMLO-Problem) behandelt. Das heifit, in einem gerichteten Graphen mit
ausgezeichneter Wurzel r soll ein gerichteter Spannbaum mit Wurzel r (genannt
Outbranching) gefunden werden, welcher die Anzahl der Bldtter maximiert (fiir
eine genauere Definition siehe Abschnitt 1.2). Das RMLO-Problem auf allgemei-
nen Graphen ist NP-schwer [BG09]. Damit kann davon ausgegangen werden, dass
fiir das RMLO-Problem kein exakter effizienter Algorithmus existiert. Aus diesem
Grund wurde der Fokus dieser Arbeit auf Approximationsalgorithmen mit beweis-
barer Giite gelegt. Der bisher beste bekannte Approximationsalgorithmus, der das
allgemeine RMLO-Problem 16st, besitzt eine Giite von 92 [DT09]. Fiir spezielle
Graphklassen sind bisher keine Approximationsalgorithmen vorgestellt worden.

Das Forschungsziel (vergleiche Abschnitt 1.5) war einerseits herauszufinden, ob
bekannte Approximationsalgorithmen, die das RMLO-Problem in ungerichteten
Graphen 16sen, auch fiir das allgemeine RMLO-Problem anwendbar sind. Zudem
sollten Algorithmen entworfen werden, die das RMLO-Problem in speziellen Graph-
klassen approximieren. Andererseits sollten die Algorithmen fiir diese Klasse bes-
sere Ergebnisse als Faktor 92 liefern.

In Kapitel 3 wurden bekannte Algorithmen zur Losung des RMLO-Problems im
ungerichteten Fall vorgestellt. AnschlieBend wurde versucht diese auf den gerich-
teten Fall anzuwenden. Sie haben sich als nicht zielfiihrend erwiesen. Verschiede-
ne Beispiele zeigten, dass eine Ubertragung der Algorithmen nicht ohne Weiteres
moglich ist. Die ausgegebenen Losungen sind beliebig schlechte Approximationen
oder sogar nicht zuléssig.

Als spezielle Graphklasse wurden azyklische Graphen betrachtet. Auch fiir azy-
klische Graphen ist das RMLO-Problem NP-schwer [AFGT09]. Auflerdem existiert
kein PTAS (vergleiche Abschnitt 4.1 und 4.2).

Es wurden zwei Algorithmen mit Faktor 4 beziehungsweise Faktor 2 entworfen.
Diese sind damit signifikant besser als der bisher beste bekannte Algorithmus zur
Losung des allgemeinen RMLO-Problems mit Giite 92.

In Abschnitt 4.3 wurde der 4- Approximationsalgorithmus vorgestellt. Der Algo-
rithmus geht von einem Lemma von Daligault und Thomassé [DT09] aus. Seine
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5. Fazit

Kernaussage ist, dass Graphen, die viele Knoten mit mindestens zwei eingehenden
Kanten besitzen, Outbranchings mit vielen Blédttern besitzen. Der zugehorige Be-
weis von Daligault und Thomassé kann in einen Greedy-Algorithmus umgeformt
werden.

Die zweite Komponente des Algorithmus besteht in der Beobachtung, dass fiir
Outbranchings von Graphen, die viele Knoten mit nur genau einer eingehenden
Kante besitzen, die Struktur des Outbranchings in weiten Teilen schon festgelegt
ist. In diesem Fall fithren schon beliebige Outbranchings zu guten Ergebnissen.

Der 2-Approximationsalgorithmus in Abschnitt 4.4 ist vom Approximationsal-
gorithmus zur Losung des ungerichteten RMLO-Problems von Solis-Oba inspiriert.
Der Algorithmus von Solis-Oba wurde bereits in Abschnitt 3.3 vorgestellt und in
Abschnitt 3.4 auf den allgemeinen Fall des RMLO-Problems iibertragen. Es stellte
sich aber heraus, dass diese intuitive Losung nicht zielfithrend ist. Zur Losung des
azyklischen RMLO-Problems wurden daher noch einige Anderungen vorgenommen.
Die grundlegende Anderung im Vergleich zum Algorithmus aus Abschnitt 3.4 ist die
Verwendung von Knotenmarkierungen als Statusindikator. Des Weiteren wurden
noch einige wenige Vereinfachungen vorgenommen. Zum Abschluss des Abschnitts
wird gezeigt, dass die Giite von 2 eine scharfe Schranke darstellt.

Der Abschnitt 4.4 stellt damit den Kern der Arbeit dar. Der neue Expansions-
algorithmus besitzt dieselbe Giite wie der Expansionsalgorithmus von Solis-Oba.
Tatséchlich ist der hier vorgestellte Expansionsalgorithmus einfacher als der von
Solis-Oba. Der neue Expansionsalgorithmus verwendet nur eine der drei von Solis-
Oba verwendeten Regeln.

Der Algorithmus von Solis-Oba hat nicht nur die Entwicklung von Algorith-
mus 3 inspiriert, sondern auch den Beweis des Approximationsfaktors. Im direkten
Vergleich stellt sich auch hier heraus, dass sich der Beweis der Giite des neuen
Expansionsalgorithmus weitaus einfacher gestaltet.

Es ist nicht selbstverstédndlich, dass ein Problem im azyklischen gerichteten Gra-
phen einfacher zu 16sen ist als dasselbe Problem im ungerichteten Graphen. Zum
Vergleich wurde schon in der Einfiihrung zu Kapitel 4 das Problem STEINER TREE
(kurz ST-Problem) betrachtet. Dieses besitzt einen konstanten Approximations-
faktor o < 2 im ungerichteten Fall [RZ00]. Der azyklische gerichtete Fall hingegen
ist nicht besser als mit Faktor (logn) approximierbar, wobei n die Anzahl der
Knoten der Eingabeinstanz ist [Zel97]. Das azyklische gerichtete ST-Problem ist
damit komplizierter als das ungerichtette.

Diese Arbeit belegt also, dass es auch Spannbaumprobleme gibt, bei denen der
azyklische gerichtete Fall sowohl einfacher als der allgemeine gerichtete Fall als
auch einfacher als der ungerichtete Fall ist.

5.2. Offene Probleme

Diese Arbeit stellt keinen Algorithmus zur Lésung des RMLO-Problems in allge-
meinen Graphen vor. Dies ist damit ein offenes Problem. Jedoch wurde bereits
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in Abschnitt 3.5 eine weitere Idee zur Losung des Problems skizziert. Bei diesem
Algorithmus ist die korrekte Behandlung von Gelenkpunkten essentiell.

Die Expansion in Algorithmus 10 wird vorgenommen, wenn die Blattanzahl min-
destens um 1 wichst. Eine offene Frage ist wie sich der Approximationsfaktor ver-
bessert, wenn der Algorithmus in £ > 1 Phasen ablduft. In der ersten Phase werden
nur diejenigen Expansionen durchgefiihrt, die mindestens k neue Blétter liefern. In
der k-ten Phase werden schliellich die Expansionen durchgefiihrt, die genau ein
Blatt liefern.

Wie schon in Abschnitt 1.3 erwédhnt, waren bisher keine Approximationsalgorith-
men fiir das RMLO-Problem in speziellen Graphklassen bekannt. In dieser Arbeit
wurden zwei Approximationsalgorithmen entwickelt, die das azyklische RMLO-
Problem 16sen. Auch planare Graphen liefern hiufig interessante Ergebnisse. Eine
Untersuchung dieser Graphklasse wiirde sich anbieten.

Abschnitt 4.2 zeigt zwar, dass das azyklische RMLO-Problem nicht beliebig
gut approximierbar ist, gibt jedoch keine Antwort auf die Frage nach der unte-
ren Schranke der Giite. Insbesondere ist nichts iiber die Approximierbarkeit des
allgemeinen RMLO-Problems bekannt.

Zuletzt ware eine experimentelle Evaluierung der gefundenen theoretischen Er-
gebnisse erstrebenswert. Insbesondere fiir Algorithmus 6 konnte keine scharfe
Schranke nachgewiesen werden. Es besteht Hoffnung, dass dieser eine bessere Giite
als 4 aufweist. Auch eine neue theoretische Analyse des Approximationsfaktors
wére denkbar — oder die Konstruktion eines scharfen Beispiels.
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A. Glossar

In dieser Arbeit werden einige spezielle, in der Praxis selten genutzte oder un-
bekannte Begriffe, verwendet. Diese werden stets bei ihrem ersten Vorkommen
definiert. Um unnétigen Suchaufwand zu vermeiden, ist hier eine Ubersicht al-
ler speziellen Definitionen sowie ihr erstes Auftreten aufgelistet. Alle Begriffe, die
nicht vom allgemeinen Gebrauch abweichen, sind in Abschnitt 1.1 aufgelistet.

Prozedur 11 des Algorithmus 10 (vergleiche Seite 40) erstellt aus dem Graphen G
einen Wald F' aus trivialen und nicht-trivialen Komponenten, das heifit, aus
isolierten Knoten und B#umen 7Tj. Der Wald F7T ist der Wald, der aus den
nicht-trivialen Komponenten Ty, ..., T, von F besteht.

In-d-Knoten. ... ... e 13
Ein In-d-Knoten ist ein Knoten, der genau d eingehende Kanten besitzt. Ein
Out-d-Knoten ist analog definiert.

In-d*-Knoten . ........ ... 13
Ein Knoten wird In-d*-Knoten genannt, wenn er mindestens d eingehende Kan-

ten besitzt. Analog werden Knoten mit mindestens d ausgehenden Kanten als
Out-d*-Knoten bezeichnet.

E-Change . . ... 17
Gegeben sei ein Graph G und ein Spannbaum 7" von G. Ein k-Change tibertragt
genau k Kanten vom Graphen G, welche bisher nicht in 7" enthalten sind, in
den Spannbaum 7. Gleichzeitig 16scht er genau k Kanten aus T, sodass wieder
ein Spannbaum entsteht. Der Tausch wird nur durchgefiihrt, wenn die Anzahl
der Blatter durch ihn wéchst.

Ein k-Change im Outbranching ist analog definiert.

In einem ungerichteten Graphen G, heifit ein Spannbaum mit maximaler Blat-
tanzahl auch MLST (kurz fiir Mazimum Leaf Spanning Tree) von G.

MLST-Problem. ... ... e e 11
Beim MAXIMUM LEAF SPANNING TREE (kurz MLST-Problem) handelt es sich
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um das Problem einen MLST in einem gegebenen ungerichteten Graphen zu
bestimmen.

Outbranching ......... ... . 10
In einem gerichteten Graphen G mit Wurzel r, heiflt ein gerichteter Spannbaum
mit Wurzel r auch Outbranching von G.

Ein Out-d-Knoten ist ein Knoten, der genau d ausgehende Kanten besitzt. Ein
In-d-Knoten ist analog definiert.

Out-d*-Knoten . ........ .o 13
Ein Knoten wird Out-d*-Knoten genannt, wenn er mindestens d ausgehende
Kanten besitzt. Analog werden Knoten mit mindestens d eingehenden Kanten
als In-d*-Knoten bezeichnet.

Ein RMLO (kurz fiir Rooted Mazximum Leaf Outbranching) ist ein Outbranching
mit maximaler Blattanzahl.

RMLO-Problem . ....... ... e 10
Beim ROOTED MAXIMUM LEAF OUTBRANCHING (kurz RMLO-Problem) han-
delt es sich um das Problem ein Outbranching mit maximaler Anzahl an Blédttern
in einem gerichteten Graphen zu bestimmen.
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