Logik fur Informatiker Wintersemester 2012/13

1 Aussagenlogik

1.1 Grundbegriffe der Aussagenlogik

atomare/elementare sprachliche Gebilde:
A = ,Borussia Dortmund ist deutscher Ful3ballmeister*
B =,Wdrzburg ist eine grof3e Stadt®
C = ,Wirzburg hat tiber 300.000 Einwohner*

Man nennt diese Gebilde auatomare FormelroderAtome
Atome konnen — je nach Interpretation — wahr oder falsch sein

In der Praxis hat man oft eine Standard—Interpretation mmé&ivon der wir
In der Logik aber absehen.

Prof. Dr. Dietmar Seipel 1



Logik fur Informatiker Wintersemester 2012/13

Wir bezeichnen alle denkbaren Atome mit Buchstade®, C, . . .,
oder durchnummeriert mi;, Ao, ..., oder mit allgemeinen Zeichenketten
(Erkaltung’), ohne ihnen eine inhaltliche Interpretatiou geben.

Wir interessieren uns dafur, wie sich die Wahrheitswerte kamplexeren
Formeln aus den Wahrheitswerten der atomaren Formeln mensetzen:

F=AvV-B

Baumdarstellung:

A B

e
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Wahrheitswerte:
e O (falsch),
e 1 (wahr)

4 mogliche Interpretationen:

A B |F
Ii | 0 011
I 1 0]1
Is| 0 1|0
Iy |1 1|1

Fur jede Belegund (Interpretation) der beteiligten Atom# und B mit
Wahrheitswerten, ergibt sich der Wahrheitswiit') fiir die FormelF..
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Definition (Syntax der Aussagenlogik)

Aufbau (komplexer) Formeln

1. Alle atomaren Formeln sind Formeln.
Die Menge der atomaren Formeln bezeichnen wirAnit

2. Fur alle FormelF und G sind auch
e die Konjunktion(F' A G) und
e die Disjunktion(F' Vv G)

Formeln. Die Klammen kann man meist weglassen.
3. Fur jede Formel' ist auch die Negatior /' wieder eine Formel.

Die Menge aller Formeln bezeichnen wir MiltEs giltA C F.

Eine FormelF', die als Teil einer Formel auftritt, heif$t Tellformel vord.
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Beispiel (Formeln, Teilformeln)

e G=(AV-B)
hat die Teilformeln4, B, =B, (¢

e F=((AANB)V (-AAN-B))
hat die Teilformelnd, B, —-A, =B, (AN B), (FAA-B), F

Abklrzende Schreibweisen:

(F1y — Fy) fur (—=Fy V Fy) (Implikation)
(F1 < Fo) fUr ((Fy A Fo) V (=Fy A —Fy)) (Aquivalenz)
(Vi ) fur (.. (FLV Fa)VF5) V...V F,)
(N E) fur (.. (FL ANFo) NF) AL A F)

1=
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Wegen deKommutativitdtund derAssoziativitader Junktorem undV,
kommt es auf die Reihenfolge und Klammerung in den folgertd@meln

nicht an:

(F1 A Fy) ist gleichwertig zu F> A FY),

(F1 V Fb) ist gleichwertig zu F; Vv FY),

((F1 A Fy) A F3) ist gleichwertig zu F1 A (Fy A F3)),

((F1V Fy) V F3) ist gleichwertig zu Fy V (Fy V F3)).
Es wird sich spater zeigen, dal’ folgende Formeln unter gelgkbaren
Interpretation | wahr sind; man nennt Jiautologien

((F1 A Fy) < (Fy A FY)),

((F1V Fy) V F3) <> (Fy V (Fo V F3)),

(—(Fy A Fy) < (=Fy V - Fy)).

Die letzte Formel entspricht einer der beiden RegelnerMorgan
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Wir schreibenF = Fy, falls I(Fy) = I(F3y), fur alle passenden
Interpretationer. Dann gilt fir® € {A, V}:

e Kommutatitvitat: F; ® F> = F5 ® Fy,
° ASSOZiatiVitét:(Fl X Fg) (9 F3 = F1 9 (F2 X Fg)

Die beiden arithmetischen Operatoren Multiplikation urab#fion sind
ebenfalls kommutativ und assoziativ, die Division allegs nicht:

8+4=2=+£05=4-=+8,
(8+4)+2=1#4=8~+(4+2).

Es gilt wie in der Arithmetik die Regel “Punkt vor Strich”.
Dabei entspricht die Konjunktion der Multiplikation (Punkt),
und die Disjunktionv entspricht der Addition (Strich). Also gilt:

o 1 NF5V Fj entspricht(Fl A FQ) V F3.

e Die andere Bindund’ A (Fy V F3) erreicht man durch Klammerung.
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Wahrheitswerte0,1
Boolesche Operatorens, Vv, —

Verknipfungstafeln:

Aot vior —loo
00 0 o]0 1 10
110 1 111 1
abgeleitete Verkntipungstafeln:
F—-G|0 1 F&G |0 1
0 1 1 0 1 0
1 0 1 1 0 1
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Definition (Semantik der Aussagenlogik)
Eine Interpretation ist eine Abbildung
I: D—{0,1},

die zunéachst fur eine Teilmende C A der atomaren Formeln definiert ist
(Belegung). Sie kann wie folgt zu einer Abbildung

I:F— {01}
auf der Mengédr aller Formeln erweitert werden:
1. FUr atomare Formeld € D ist I bereits definiert.

2. FUr Konjunktionen und Disjunktionen gilt
I(F®QG) =IF)®I1(G),
fir ® € {A, v} (Homomorphismus).
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D.h.
)
1, fallsi(F)=1undl(G)=1
I(FANG) = K () (@)
0, sonst
\
(
1, fallsI(F)=1oderl(G)=1
I(FVG) = K () (@)
0, sonst
\

3. FuUr FormekF qilt I(—F) = —=I(F).
D.h.
1 fallsI(F)=0

0, sonst

[(~F) =

Induktive Definition:
,won einfachen Formeln auf komplexere Formeln gehen®
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Eine Interpretation heil3t zu einer Formel’ passengfalls I fur alle in
vorkommenden atomaren Formelndefiniert ist (d.h.A € D).

Dabei ist die Erweiterung vohauch aufF' definiert, d.hJ(F) € {0, 1}.
Ansonsten erklaren wif auf F' als undefiniert.

Beispiel (Interpretationen)
Zur Formel
F==-(AANB)VvVC(C)
sind die folgenden beiden Interpretatibmind J passend:
/A B C JlA B C D
110 11 0 1

I undJ definieren alle i’ vorkommenden Atome, namlich, B undC.
J definiert sogar noch ein weiteres Atabn
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Formel:

F:—l((A/\B)\/C)

Baumdarstellung:

A\ /B
@
e

7
)
y
F
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Interpretation/:

/A B C
110

Auswertung der Formel:

I(=((ANB)VC)) = I(Ay=1 I(B)=1 I(C)=0
~I((AANB)VC) = \@,1/
~(I(ANB)VI(C)) = \
= ((I(A)ANI(B))VI(C)) = 0. (?1

—~ =~ =~
o 1 - 1 0 or
) : 1 7 I(F)¢:0
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Boolesche Funktion

Wenn man eine Formdl als boolesche Funktiof auffalit, die zu
gegebenen Wahrheitswerten= I1(A;) fur die in F' vorkommenden Atome

A; einen Wahrheitswert berechnet, dann gilt
flay,...,a,) =1(F).
Also kann man z.B. fu#" = - ((A A B) v C) schreiben:

fla,b,c) = = ((aAb)Ve),
f(1,1,0) = = ((1A1)VO0) = 0.

Die Interpretation/ wird also zu einer Variablenbeleguig, 1, 0):

1lA B C
110
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Exkurs: Auswertung in PROLOG

In der Logikprogrammierung werden auch die Ruckgabeweante v
Berechnungen als Parameter der zugehdorigen Pradikatadedha

/* bool ean_and(U, V, W <-
Wis derived as the bool ean conjunction
of the truth values U and V. */

bool ean_and(0, 0, 0).
bool ean_and(0, 1, 0).
bool ean_and(1, 0, 0).
bool ean_and(1, 1, 1).

Das Pradikabool ean_and/ 3 ist hier als Wahrheitswertetabelle
realisiert.
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Berechnungsbeispiel:

2.

bool ean_and(1, 0, W.

W= 0 .

Man kann die Berechnung sogar umkehren, und nach allenrPaamne

Wahrheitswertetd undV fragen, deren Konjunktiof ist:

2.
U
U

U =

bool ean_and(U, V, 0).
O .

0, V
0, V
1, V

1 .

0

Dabei wird durch die Eingabe vagnhinter einer Losung die Berechnung

der nachsten LOsung angestol3en.
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Seidie ListeAssi gnnment =[ Aj=v4, ..., A,=v,] eine Zuweisung
von Wahrheitswertem; an die atomaren Formel.

Der Wahrheitswert einer KonjunktignA, B) ergibt sich durch
Konjunktion der Wahrheitswerte der beiden GliedarndB:

eval uat e _bool ean_fornmul a(
Assi gnnent, (A B), Value) :-
eval uate_bool ean_formul a( Assi gnnent, A V_A),
eval uat e_bool ean_forml a( Assi gnnent, B, V_B),
bool ean_and(V_A, V_B, Val ue).

Zunachst werden die WahrheitswexteA undV_B der beiden Gliedef
undB berechnet, danach deren Konjunktion.
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Im DDK ist auch folgendéunktionaleSchreibweise moglich:

eval uat e _bool ean_f or mul a(
Assi gnnent, (A, B), Value) :-
Val ue <= bool ean_and(
eval uat e _bool ean_fornmul a( Assi gnnent, A),
eval uat e_bool ean_formul a( Assi gnnent, B) ).

Jetzt wird direkt ein verschachtelter Ausdruck ausgeweatestelle mittels
eval uat e_bool ean_f or mul a/ 3 (unten abgektrztval) vorher die
Zwischenresultaty AundV_B zu erzeugen. Zugehdrige Umformung:

eval(I, A, Va), eval(I,B,Vg), and(Va,Vp,V)
Va<= eval(l,A), Vg <= eval(I,B), V <= and(Va,Vg) —
V <= and(eval(I, A), eval(I, B)).

I steht furAssi gnnent undV flr Val ue.
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Der Wahrheitswert einer DisjunktiqrA; B) ist 1, falls der Wahrheitswert
von mindestens einem der beiden GliedamdB gleich1 ist, sonst ist
erQ:

eval uat e _bool ean_f or mul a(
Assi gnnent, (A; B), Value) :-
eval uat e _bool ean_formul a( Assi gnnent, A V_A),
eval uat e_bool ean_formml a( Assi gnnent, B, V_B),
bool ean_or(V_A, V_B, Val ue).

bool ean_or (0, 0, 0).
bool ean _or (0, 1, 1).
bool ean or(1, 0, 1).
boolean or(1, 1, 1).
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Der Wahrheitswert einer NegatiorA ergibt sich aus dem Wahrheitswert
von A; fur eine atomare Formé wird der Wahrheitsweral ue mittels
menber ( A=Val ue, Assi gnnent) in Assi gnnent nachgeschaut:

eval uat e_bool ean_f ornul a( Assi gnnent, -A, Value) :-
eval uat e_bool ean_forml a( Assi gnnent, A V_A),
bool ean_not (V_A, Val ue).

eval uat e _bool ean _fornul a(Assi gnnent, A, Value) :-
bool ean formula is atom c(A),
menber ( A=Val ue, Assi gnnent).

bool ean_not (0, 1).
bool ean_not (1, O0).

Mittels bool ean _fornula i s _atom c(A) wird getestet, olA eine
atomare Formel ist, d.h. ohne Konjunktion, Disjunktion bxggation.
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Berechnungsbeispiel:

?- Formula = -((a, b;c)),
Assi gnment = [a=1, b=1, c=0],
eval uat e _bool ean_f or nul a(
Assi gnnent, Formul a, Val ue).
Value = 0

Es qgilt “Punkt vor Strich”, d.h.
-((a, b;c)) bedeutet-((a, b);c) bzw. =((aAb)Vc).
Die zuséatzliche aul3ere Klammerung-iQi( a, b; c) ) ist erforderlich.

In der ungeklammerten Forme( a, b; c) faldst RRoLoG das- als binaren
Operator mit den zwei Argumentenundb; ¢ auf.
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Trace in RROLOG.
?- trace.
true.
[trace] 7?- eval ([a=1, b=1, c=0], -((a,b;c)), Value).
Call: (7) eval(..., - (a,b;c), (402) ? creep
Call: (8) eval(..., (a,b;c), G73) ? creep
Call: (9) eval(..., (a,b), _G73) ? skip
Exit: (9) eval(..., (a,b), 1) ? creep
Call: (9) eval(..., ¢, @&79) ? skip
Exit: (9) eval(..., c, 0) ? creep
Call: (9) or(1, 0, Gb82) ? skip
Exit: (9) or(1, 0, 1) ? creep
Exit: (8) eval(..., (a,b;c), 1) ? creep
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Call: (8) not(1, _(402) ? skip

Exit: (8) not(1l, 0) ? creep

Exit: (7) eval(..., - (a,b;c), 0) ? creep
Value = 0 .

[trace] ?-

Aus Platzgrinden haben wir die Pradikatensymbole abgeuidzdie
Variablenbelegun§a=1, b=1, c¢=0] ineval /3 mittels. ..
angedeutet.
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Modelle

Definition (Modelle)

Sei ' eine Formelund : D — {0, 1} eine Interpretation.

1. I ist einModellvon (ftr) F, falls
e [ zu F passend ist und
o /[(F)=1qil.
Schreibweisef = F.
Dann sagen wir aucl’ gilt unter (in, bezuglich).

2. Andernfalls istl kein Modellvon (flr) F.
Schreibweisef [~ F.
Dann sagen wir aucl’ gilt unter I nicht.
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Beispiel (Modelle)

Die folgende FormeF' reprasentiert des exklusive Oder:
F = (AVB)A(~AV-B) = A® B.

Interpretationen:

L|A4 B L|A B
0 1 11

I, und I, sind passend z#', aber nutl; ist ein Modell fUr F':
LEF LEF.
Es gibt hier noch ein weiteres Modéd} fur F:
I,| A B
10
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Man kann alle mdglichen passenden Interpretationen Glreinde
vorkommenden atomaren Formeln in einer Wahrheitswedketaf
zusammenstellen:

A B | F
I, 10 010
L0 1)1
Is|1 0|1
Ib|1 1710

In der Spalte fuF wird der Wahrheitswerf (F') angegeben.
I ist ein Modell furF’, g.d.w.I(F') = 1 ist.
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Definition (Erftllbarkeit, Gultigkeit)

1. Eine FormelF' heil3terfullbar, falls F' mindestens ein Modell besitzt,
andernfallaunerfullbar.

2. Eine Mengell von Formeln heil3¢rfullbar, falls es eine Interpretation
I gibt, welche fur alle Formel’ € M ein Modell ist:
AI: D—{0,1}):VFe M :IFF
Insbesondere mul3nattrlich auch passend sein zu allére M.
3. Eine FormelF' heil3tgultig (oderTautologig, falls jede zuF' passende
Interpretation ein Modell fUF' ist.
Dann schreiben wir audh F'; anderenfall$ F'.
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Beispiel (Erfullbarkeit, Gultigkeit)

1. Die FormelF' = A v B isterflullbar:

A B | F
0 0]0
0 1|1
1 01
I 111

2. Die FormelG = A VvV —A ist gultig (Tautologie);
die FormelH = -G = —(A VvV —A) istunerfillbar:

AlG|H
010
11110

Prof. Dr. Dietmar Seipel

28



Logik fur Informatiker Wintersemester 2012/13

Die beiden passenden Interpretatiodemind I, erflllenG:

LEG. LEG.
Il‘A IQ\A
KRE

3. Die zuH aquivalente Formell’ = - A A A ist ebenfalls unerflllbar.

4. Die FormelF = (AV B) A (—A V =B) zum exklusiven Oder ist
erfullbar, aber keine Tautologie:

A B |F
0 0

0 1|1
1 01
1 110
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Zum Feststellen der Erflullbarkeit bzw. Gultigkeit einerfrel F' gentigt es,
die endlich vielen Interpretationen, die genau auf defA vorkommenden
atomaren Formeln definiert sind, zu testen.

Falls die Formeh verschiedene atomare Formeln enthallt, so sind dies
genaw” Interpretationen.

Wahrheitswertetafeln:

Fy = A—)B,
Fr» = (AN(A— B)) — B,
F3s = AV A,

Fy = (AAB)V (AA-O).

F> und F3 sind offenbar Tautologien.
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A B | F, | ANF | Fy A B C|Fy
0 0] 1 0 1 0O 0 0] 0
0 1] 1 1 0O 0 17]0
I 010 0 1 0O 1 0] 0
I 1|1 1 1 0O 1 1|0

1 0 0] 1
A | Fj 1 0 110
0] 1 1 1 01
1] 1 1 1 1|1

Offenbar gilt:/(Fy) = I(A — B) = 1, genau dann, wenh( A) < I(B).
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Exkurs: Berechnung von Wahrheitswertetafeln inPROLOG

?- Formula = -((a, b;c)),
Atons = [a, b, c],
bool ean fornmula to truth tabl e(Formula, Atons).

e e = = T = T = B 1
= = e e = = T - §
- O = O = O = & 0
D O O = O = O == M

Mittels bool ean _fornul a to nodel s( Fornmul a, Atons,
Model s) werden nur die Modelle ausgegeben.
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Satz (Tautologie, Erfillbarkeit)

Eine FormelF’ ist genau dann ein&autologie wenn—F' unerflllbarist.

Beweis:

F ist eine Tautologie:

& jede zuF passende Interpretation ist ein Modell fir

& jede zu—F passende Interpretation ist kein Modell faf
< —F besitzt kein Modell

& —F st unerfullbar ]
[
[
| F (alle aussagenlogischen Formeln)
B
. | S
gilltige Erfullbar, atqler nicht glltige ungiiltige \

( Formeln Formeln Formeln \
"\\ l //I
\\\\\\ G F _l F -T G///’//'

“‘-—.._q__H-H_h_- _—___,.-'" -

Spiegelungsprinzip
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1.2 Aquivalenz und Normalformen

Im folgenden lassen wir — falls mdglich — die aul3ersten Klammeiner
Formel meist weg.
Definition (F' = G)

Zwei FormelnF und G heil3en (semantisch) aquivalent, falls fir alle
Interpretationt,

e die sowohl furF" als auch fliG passend sind,
e [(F)=1I(G)qil.
Beispiel (Aquivalenz)
1. A VB=BVA (Kommutativitat)
2. AV-A=(ANA—B))— B (beides Tautologien)
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Ersetzbarkeit

SeiF = F’, und H eine Formel, in deF’ als Teilformel auftritt.
Sei H’ die Formel, welche man durch Ersetzen aller VorkommenA/on

H durchF’ erhalt.
Dann giltH = H'.

Beispiel (Ersetzbarkeit)
Aus F' = F' folgt

FANG=F NG,
(FANG)—- K=(F'ANG) > K.
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Satz (Aquivalenz)

Indempotenz F @ F = F,fur® € {A, V},
Absorption FA(FVG)=F=FV (FAG),
Kommutativitdt FR G=G® F,fur® € {A, vV},
Assoziativitat (FRG)@H=F® (G® H),fir® € {A,V},

Distributivitat FA(GVH)=(FAG)V (FANH),
FV(GNH)=(FVG)N(FV H),
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Doppelnegation —(—F) = F,

De Morgan—Regeln —(F A G) = —-F V G,
—l(F\/ G) = -F NG,

Resolution F = (FVG)A(FV-G),
Tautologie-Regeln FVG =F, FNG =G,

falls F' eine Tautologie ist.

Unerflllbarkeits—Regeln VG =G, FAG = F,

falls ' unerftllbar ist.

Prof. Dr. Dietmar Seipel
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Beweis:

Alle Aquivalenzen kdnnen leicht mittels Wahrheitstafelchgepriift

werden:
F G|FAG —(FAG) —-F -G —-FV-G --F
0 0 1 1 1 1 0
0 1 0 1 1 0 1 0
1 0 0 1 0 1 1 1
1 1 1 0 0 0 0 1

Man erkennt:
(DM) =(F ANG) =-FV -G,
(DN) —(—F) = F.

Die duale Aussage von (DM) zeigen wir durch Einsetzen vwét fur I
und von—G’ fir G und anschlie3ende Doppelnegation.
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Aufgrund
e der ersten De Morgan—Regel (DM),

e der Regel flr Doppelnegation (DN), und
e der Regel zur Ersetzbarkeit (E)

erhalten wir nun folgendes:

—FA-G E = (=F" A =G
DM
— _I(_I_IF, \/ —|—|G/)
S—— =
= I =G’
DN DN
E
= (VG
u.s.w.
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Bemerkungen:
(i) Das Assoziativgesetz erlaubt es bei mehrgliedrigenjtitionen
bzw. Disjunktionen auf die Klammerung zu verzichten: ziB.A:
ANBANCAD=(ANB)AN(CAD)=AN(BANC)AND =
AN(BAN(CAD))=((ANB)ANCYAND = (AN(BAC))AD
(i) Aufgrund der Kommutativitat waren sogar beliebige faatationen
von A, B, C, D mdglich:
ANBANCAND=BANDANCANA=...
(i) Die Distributivitat gilt hier symmetrisch fun undv, im Gegensatz zu
, o ound 4+
a-(b+c)=a-b+a-c.

Vertauscht mannund+, so gilt die arithmetische Regel nicht.
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Definition (Literal)
Seil A eine atomare Formel.

1. Dann sindA (positives Literal) und seine Negatiomd (negatives
Literal) Literale.

2. Man nennt die beiden Literalé¢ und—A komplementar

Seien dieL;, mit1 < ¢ < m, Literale.

1. Die KonjunktionA;" , L; ist unerfillbar,
falls sie zwei komplementare Literale enthalt.

2. Dieleere Konjunktiorix = A;_, L, ist eine Tautologie.

3. Die Disjunktion\/;" , L; ist eine Tautologie,
falls sie zwei komplementare Literale enthalt.

4. Dieleere Disjunktiorilp = \/,_, L; ist unerfilllbar.
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Normalformen

Definition (Normalformen)
Gegeben seien Literale;;, fir1 <¢ <m,1 < j < n,.

1. Eine FormelF' ist in konjunktiver Normalform (KNF)alls sie eine
Konjunktion von Disjunktionen ist:

F = /\:11(\/?@:1 Lij)-
2. Eine FormelF' ist in disjunktiver Normalform (DNF)talls sie eine
Disjunktion von Konjunktionen ist:

F = \/:11(/\;%:1 Lij)°

Falls F' eine Formel Gben Atomen ist, so genlgt es < n zu wahlen.
Andernfalls sind die Teil-Disjunktionen/Konjunktionesdundant,

da sie komplementére Literale enthalten.
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Falls zwei Literale innerhalb derselben

1. DisjunktionD; = \/?;1 L;; komplementar sind, so kann man die
TautologieD; ausF = \;Z, (\/;Z, L;;) entfernen.

2. KonjunktionK,; = /\?;1 L;; komplementar sind, so kann man die
unerfiillbare Teilformel(; ausF” = \/; | (AL, Li;) entfernen.

In beiden Féallen erhalt man eine aquivalente, kiirzere Hofthe

Beispiel (Komplementare Literale in Normalform)

(AVB)A(BV-B) = (AV B).
(AANB)V (BA-B) = (AAB).

Prof. Dr. Dietmar Seipel 43



Logik fur Informatiker Wintersemester 2012/13

Beispiel (Normalformen)

F = —I(A/\(B\/C))

ABC|F
000 |1
001||1 o in DNF: =AAN-BAC
010 |1
011 |1
100 |1
101}]0 — In KNF: =AvVvV BV -=C
110 |0
111 |0
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KNF:

Fgk = (HFAVBV-C)AN(-AV-BVC)AN(—mAV-BV-C)

DNF:

Fp = (FAN-BA-C)V(mAN-BANC)V(mAANBA-C)V
(mFAANBAC)V(AN-BA-C)

DNF und KNF sind nicht eindeutig:
Durch Umformung vorF' erhalten wir hier eine weitere, kompaktere Zu
aquivalente DNF und KNF:
= =2(ANBVC)) = -AVv~(BVC)
= AV (-BA-C) = (mAV-B)A(mAV -CO)

DNF KNF
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Die KNF-Darstellung aufgrund der Nullstellen erinnert a& d
Polynomdarstellung aus der Analysis.

Ein Polynom vom Grad 2 mit den zwei Nullstell@rund 3 und dem
fihrenden Koeffizientem hat die Darstellung
p(X) = (X -2)- (X -3).

Durch die Produktdarstellung wird erreicht, dal3 das Patygenau flr die
beiden Nullstellen den We@that, denn ein Produkt ist genau danmwenn
einer der beiden Faktorenist.

Auch wenn das Polynom keine zwei Nullstellen hat, kann maa ei
ahnliche Uberlegung anstellen.

Eine Analogie zur DNF-Darstellung kann man nicht so leicéihen.

Prof. Dr. Dietmar Seipel 46



Logik fur Informatiker Wintersemester 2012/13

Wahrheitswertetabelle — Normalformen

Zwei FormelnF' und G sind (semantisch) aquivalent genau dann, wenn sie
dieselben Wahrheitswertetabellen haben.

Da es nur zwei Wahrheitswerte gibt, genigt es bereits, weand G
dieselben Einsstellen haben:

I(F)=1 <<= I(G) =1.
Ebenso genigt es, werdiund G dieselben Nullstellen haben:
I(F)=0 <= I(G)=0.

Dies mulf3 fir alle zu beiden Formeln passenden Interpra&tibgelten.
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Gegeben sei eine FormelGbern AtomenA,, ..., A,.

DNF:
Ist I eine Interpretation mif (F') = 1, so bilden wir eine Konjunktion

af = af AagA...ANa?

der LAngen mit

Ai7 falls I(AZ)
_lAZ', falls I(AZ)
Dann istF'p eine DNF furF":

FD — \/ ar.
I: I(F)=1

1
OéI:
0

Flr eine Interpretatiod ist J(«;) = 1 genau dann, wen# = I ist.
Also habenF' und ', dieselben Einsstellen, und es dgilt= Fpp.
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Aus den Einsstellen voRA' bildet man die Konjunktionen;; der DNF:

0(0,0,0) = -AN-BA-C,
(0,0,1) = -AN-BAC,
Q(0,1,0) = -ANBA-C,
a,1,1) = -ANBANC,
(1,000 = AN-BA=C.

Wir reprasentieren hier eine Interpretatibdurch ein Tupel von
Wahrheitswerten.

DNF:

Fp = @0,0,00 vV ®0,0,1) YV @0,1,0) V ®(0,1,1) V (1,0,0)
(FAAN-BA-C)V(mAN-BAC)V (mAANBA-C)V
(FAANBAC)V(AN=BA-C)
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KNF:
Ist I eine Interpretation mif (£') = 0, so bilden wir eine Disjunktion

Br = BV BIV...V (7

der Langen mit

_‘Ai7 falls I(AZ)
Az’; falls I(AZ)
Dann istFx eine KNF flr F":

FK = /\ ﬁ[.

I: I(F)=0

B =

1
0

Flr eine Interpretatiod ist J(8;) = 0 genau dann, wen# = 1 ist.
Also habenF und F' dieselben Nullstellen, und es giit = Fk.
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Aus den Nullstellen vor#’ bildet man die Disjunktionefd; der KNF:

6(17071) — _'A V B V _'C,
6(17170) — _'A V _IB V C,
6(17171) — _'A V -B V _'C.

Wir reprasentieren hier eine Interpretatibdurch ein Tupel von
Wahrheitswerten.

KNF:

Frx = Ba,0,1) NBa,i0) NBai
= (FAVBV-C)AN(mAV-BVC)A(—mAV-BV-C)
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Eindeutigkeit

Die DNF/KNF, in der jede Konjunktion/Disjunktion die Langehat und
jedes AtomA,; genau einmal (algl; oder als—A;) enthalt, ist eindeutig —
abgesehen von der Reihenfolge der Teilformeln (Kommutat)v

Fp = (RAAN-BA-C)V(mAAN-BAC)V(-ANBA-C)V
(mFAANBAC)V(AAN-BA-C)
= (RANCA-B)V(mAAN-BA-C)V(-AANBA-C)V
(mAANBAC)V(AN-BA-C),
Fgk = (FAVBV-C)AN(mAV-BVC)AN(—mAV-BV-C)
(

—AVCV-B)A(mAV BV -C)A(=mAV-BV-=0).

Konjunktionen/Disjunktionen mit mehr alsAtomen mussen eines der
Atome entweder doppelt oder komplementar enthalten. Saimiten sie
verkurzt bzw. ganz weggelassen werden.
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Aus einer KNFG i fur eine FormelG kann man eine DNF fur die Formel
F' = =G bilden:

G = /\z— \/mz L

Dann erhalten wir au& i mittels De Morgan (DM) eine DNF fUF:

Ak, falls Lij = -Ag
_lAk, falls Lij = A

Analog erhalt man aus einer DNFp, fur G eine KNF furF = —G.
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Fur die boolesche Formel
F = =(AV B)

zum NOR ist G = A V B bereits in DNF.

Mittels De Morgan (DM) kann man daraus eine KNF ftigewinnen:
F=-G"2 -AAr-B.

Diese kann man aufgrund der Resolutions—Regel noch erwgede dal3
jedes Atom in jeder Disjunktion vorkommt:

e Aus—A erhalt man durch Erweiterung um bzw. —B die beiden
Disjunktionen—A vV B und—-A V —-B.

e Aus—B erhalt man durch Erweiterung umbzw. — A die beiden
DisjunktionenA v =B und—A V —-B.
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Aufgrund der Idempotenz kénnen wir eine der beiden doppelte
Disjunktionen—A Vv — B eliminieren und erhalten folgende weitere KNF:

F = (mAVB)A(=AV-B)A(AV -B).

Man erkennt, dal? diese genau die drei Nullstellen Komiderspiegelt:

A B|G F
0O 0]0 1
0O 1|1 O
I 01 O
I 111 O

Wir haben also dasselbe Resultat erhalten wie bei der Kdigin
aufgrund der Wahrheitswertetabelle. Es gilt oy = -A V B,
5(1,1) =-AV-B Undﬁ(()’l) = AV —-B.
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Existenz und Konstruktion der Normalformen

Durch die obige Konstruktion aus den Konjunktionenbzw. den
Disjunktioneng; ist die Existenz einer DNF bzw. KNF fur jede Forniel
eigentlich bereits gezeigt.

Der folgende Satz zeigt dies noch einmal, und zwar durclktstrelle
Induktion Uber den Aufbau der Formel

Dabei wird gezeigt, wie man die Normalformen flr
1. Negationen,
2. Disjunktionen und
3. Konjunktionen

aus den Normalformen ihrer Bestandteile konstruieren kann
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Satz (Normalformen)

Fur jede FormeF gibt es eine dquivalente Formgl in KNF bzw. DNF.

Bewels:Strukturelle Induktion Uber den Aufbau der Forntel

Induktionsanfang:
Falls F' eineatomareFormel ist, so istt’ bereits in KNF bzw. in DNF.

Induktionsschritt;

1. SeiF = =G eine Negation:
Nach Induktionsannahme gibt es @laquivalente Formelar  in
KNF undGp in DNF.

Wie bereits gezeigt kann man atisc / G eine zuF' aquivalente
Formel in DNF / KNF bilden.
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2. Sell' = G vV H eine Disjunktion:
Nach Induktionsannahme gibt es @y H aquivalente Formeln

e G undHyg in KNF und
e GpundHp in DNF
der folgenden Form:
Gxk = Ni1Bin Gp = Vi, a,
Hi = N/, 8}, Hp =\ o
Dabei sind
e (3;, 8; Disjunktionen und
o ai,a; Konjunktionen

von Literalen.
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Wir erhalten nach dem Distributivgesetz (D) eine KNF:

F

GVH = GgV Hg
Gr VN B,

N1 (Gx vV B))

N (N, Bi) V B))
Aoy Ny (B V B))

Dies ist eine KNF, da dig; v 3’ Disjunktionen von Literalen sind.

Ilk~

Ilk~

Diese KNF enthaltn - n Disjunktionen von Literalen. In der Praxis
kann man diese Darstellung oft vereinfachen.
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Wir erhalten durch disjunktive Verkettung eine DNF:

I = GVH = GpV Hp
= (ViZy i) v (Vi a))

Dabei setzen wit,, ; = o, fur1 < j < m/.

Dies eine DNF, da die;; Konjunktionen von Literalen sind.

3. Der Induktionsschritt fir eine Konjunktiohi = G A H erfolgt analog
zur Disjunktion. ]
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Beispiel (DNF, KNF)
Fur die folgende Formdl istG = AundH = B A C".
F=AV(BAC).

F'ist bereits in DNF. Nach unserem Schema erhalten wir gerese ddNF
durch disjunktive Verkettung der zwei DNFs

e Gp=a; =A und
® HD:OéllzB/\C.

Eine KNF fir F' erhalten wir nach dem Distributivgesetz durch
Kombination der zwei KNFs

° GK:61:A und
o Hyi =p NG5, mit g7 = B und g5 = C.
Die KNFist(81 vV B1) A (B1V B3) = (AV B) AN (AV C).
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Flr die folgende Formet' istG = AV (D A E)undH = B AC:
F=(AV(DANE))V(BAC).

Eine DNF furF' erhalten wir durch Weglassen der Klammerung@m
AV (DNE)V (BACQC).

Eine KNF fir F' erhalten wir nach dem Distributivgesetz durch
Kombination der zwei KNFs

® GK:ﬁl/\ﬁQ,mit 61:AVD und /BQZAVE, und
e Hyi =1 NG5 mit 51 =B und g, =C.
Die KNF ist

(BLV BN (BLV By) A (B2V 1) A (B2 V Bs) =
(AVDVB)AN(AVDVCYNAVENV B)N(AV EVO).
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Exkurs: Berechnung von Normalformen

Aus dem Beweis ergeben sicR®LoG-Regeln zur Berechnung von
Normalformen knf , dnf):

bool ean_nornal i ze(knf, (A B), Cs) :-
bool ean_nornmal i ze(knf, A As),
bool ean_normal i ze(knf, B, Bs),
findall ( C,
( menmber (Cl, As),
menber (C2, Bs),
append(Cl1, C2, O ),
Cs ).
bool ean_nornal i ze(dnf, (A B), Cs) :-
bool ean_nornmal i ze(dnf, A As),
bool ean_nornmal i ze(dnf, B, Bs),
append(As, Bs, Cs).
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bool ean_nornmal i ze(knf, (A B),

bool ean_normal i ze(knf, A,
bool ean_nornmal i ze(knf, B,
append(As, Bs, Cs).

bool ean_nornmal i ze(dnf, (A B),

bool ean_normal i ze(dnf, A,
bool ean_nornmal i ze(dnf, B,
findall ( C,

( menmber (Cl, As),
menber (C2, Bs),
append(Cl1, C2, O ),

Cs ).

Cs)
As),
Bs),

Cs)
As),
Bs),

Prof. Dr. Dietmar Seipel

64



Logik fur Informatiker Wintersemester 2012/13

Zur Berechnung einer KNF fir eine FormeH braucht man eine DNF flr
die FormelA; analoges qilt flr die DNF:

bool ean_nornmal i ze(knf, -A Cs) :-
bool ean_normal i ze(dnf, A GCs 2),
maplist( literals to _conpl enents,
Cs 2, GCs ).
bool ean_nornmal i ze(dnf, -A Cs) :-
bool ean_normal i ze(knf, A GCs _2),
maplist( literals to _conpl enents,
Cs 2, GCs ).

Das Pradikat i t eral s_t o_conpl enent s/ 2 berechnet die
Komplemente zu einer Liste von Literalen.
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Fur atomare FormelA wird eine Liste[ [ A] ] bestehend aus einer
Einerliste][ A] erzeugt:

bool ean_normalize( , A [[A]) :-

bool ean formula is atom c(A),
I,

Man kann jederzeit flur weitere Typen von Formeln — wie z.Bplikation
und exklusives Oder —HOLOG-Regeln zur Erzeugung einer KNF / DNF
angeben.
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Der folgende Test bestimmt den Funkkound die StelligkeitN von A.
Wenn das Paédf: N nicht in der angegebenen Menge liegt, d.h. wann
keine

e Negation (Funktor-" mit Stelligkeit 1),
e Konjunktion (Funktor | ” mit Stelligkeit 2) oder
e Disjunktion (Funktor " mit Stelligkeit 2)

Ist, dann istA atomar:

bool ean fornula is atomc(A) :-
\+ ( functor(A F, N,
menber(F:N, ['-":21, ",':2, ";7:2]) ).
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Berechnungsbeispiel:

?- Formula = -((a, (b;c))),

bool ean_normal i ze(knf, Formula, Cs),

bool ean_normal _formto formul a(knf, Cs, F).
C =[[-a -b], [-a, -c]],
F=((-a-b), (-a-c))

?- Formula = -((a, (b;c))),

bool ean_normali ze(dnf, Formula, Cs),

bool ean_normal formto formula(dnf, Cs, F).
C =[[-a], [-b, -c]],
F=(-a; -b,-c)

Es gilt wieder “Punkt vor Strich”, d.h.

(-a;-b,-c) bedeute(-a; (-b,-c)) bzw.—-a Vv (=b A —c).
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Weitere Regeln
Fur beliebige aussagenlogische FormElnF, F, und G qilt:

Resolution:
(F1 VG) A (FyV-G) — FyV Fy ist eine Tautologie,
(FVG)AN(FV-QG) = F.

Implikation:

FVvV-G = G-—=F.

Moduns Ponens:

(GA (G — F)) — F isteine Tautologie
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Mithilfe der Resolutions—Regel
(FVG)AN(FV-G) = F
kann eine KNF vereinfacht werden:
Hy = (mAVBV-C)AN(—RAV-BVC)A(—AV-BV-(C)
= (mAV-B)A(mAV 0.
Denn wir kdnnen folgende Ersetzungen vornehmen:
(mAV BV -C)A(mAV-BV-C)=(-AV-0),
(AV-BVC)A(mAV-BV-C)=(-AV-B).

Die Teilformel-A v =B Vv =, die in beiden Ersetzungen verwendet wird,
kann man aufgrund der Idempotenz duplizieren.

Aufgrund der Kommutativitat und der Assoziativitat der Kamktion A
kann man die zu ersetzenden Teilformeln erzeugen.
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1.3 Hornformeln

Definition (Hornformeln)

Eine FormelF' ist eine Hornformel, fallg” in KNF ist und jedes
Disjunktionglied inF' h6chstens ein positives Literal enthalt.

nach dem LogikeAlfred Horn

Beispiel (Hornformeln)

1. F = (FAVBV-C)AN(—mAV-BVC)AN(mAV =BV -C)
Ist eine Hornformel.

2. G = AV B
Ist keine Hornformel.
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Aus der Definition detmplikation ' — GG = = F V G und den Regeln von
De Morgan ergibt sich die RegelschreibwekeA ... A A,, — B:
-A1V...V-A, VB =
(A1 N...NA,)VB = A;N...NA,, —» B.

Wir nennen die Konjunktiom; A ... A A,, den Rumpf undB den Kopf der
Regel. Unter der Annahme, dal3 die Konjunktion starker hiatiedie
Implikation, kbnnen wir die Klammern um den Regelrumpf veegpen.

Wir setzen) = Op (leere Disjunktion) und = Ok (leere Konjunktion).
0 ist eine unerflllbare Formel, ist eine Tautologie, und es gilt:

—A1V...V-A, = 2(A1AN...NA,) = A1N...NA, =0
B=1—-1B

Wir nennend; A ... A A,, — 0 eine Integritatsbedingund,— B ein Fakt.
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Folglich kann man eine Hornformel als Konjunktion von Inkaliionen
schreibenrozedurale Deutung

F = (mAvBV-C)A(—AV-BVC)AN(=AV-BV-C)
= (ANC—->B)ANAANB—->C)AN(ANBANC —0)

H = AANFAVB)AN(mAV-C)
= (I1=>A)ANA—->B)ANANC —=D0).
Wir kdnnen eine KNF-Formel
F=061N...\By
auch als Menge von Disjunktionen auffassen:

F={p1,-..6n}

Dann kdnnen wir fur die Teilformel@; € F' schreiben.
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Interpretationen als Mengen von Atomen

Eine Mengel von atomaren Formeln reprasentiert eine Interpretation

von F’;
1, fallsAel
I'(A) =
0, fallsA &1
Beispiel

Die Mengel = { A, C } reprasentiert die folgende Interpretation:

I''A B C D

10 1 0

I’ ist hier nur fur eine Auswahl von Atomen, die uns interessier
angegeben.
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I verletzteine Regel
A1 /\.../\An—>B,
falls{ A;,... A, } CTundB ¢ I.

Die zugehdrige InterpretatioH ist noch kein Modell der Regel,
da sie den Regelrumpf erfillt, nicht aber den Regelkopf.

e Falls B = 0 ist (Integritatsbedingung), so kadmicht zu einer Menge
erweitert werden, die ein Modell der Regel reprasentiert.

e Andernfalls reprasentiert die um das Atdtnaus dem Regelkopf
erweiterte Mengd U { B } ein Modell der Regel.

Beispiel

Die obige Interpretation zili = { A, C'} verletzt die Reged — B,
daAelundB ¢ I.
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Effizienter Erfullbarkeitstest fur Hornformeln F

1. Seil die Menge aller Kopfatom®& zu den Fakteril — B) € F.

2. Solange sicli verandert:

e Falls es eine verletzte Integritatsbedingung
(Ay A...NA, — 0) € F gibt, so istF unerfillbar, und der

Algorithmus kann stoppen.
Wir setzen dand = vy.
e Andernfalls seiJ die Menge aller atomaren Formethzu den
verletzten RegelfA; A ... AN A, — B) € F.
FligeJ zul hinzu:I =1U J.

Falls am Endd £ <y gilt, so istF' ist erfullbar, und reprasentiert ein
Modell I’ von F..
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Beispiel (Erfullbarkeitstest)

F = (mAV-BVC)NAANDAN(=DV B)A(=CV —FE)
= (AAB—-C)AN1—->A)AN1—=>D)AN(D—B)AN(CANE —0)

Nach Schritt 1 erhalten wir wegéin — A), (1 — D) € F':
In={A,D}
Nach: Durchlaufen von Schritt 2:

I ={A,D,B}, wegen(D — B) € F,
I, ={A,D,B,C}, wegenN(ANB — C) € F.

Die Regel(C' A E — 0) feuert als einzige nicht, so dal? am Endesin
Modell I, von F' reprasentiert:

A B C D E
‘11110

I
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Eigenschaften des Erfillbarkeitstests

Zu jedem Zeitpunkt des Algorithmus qilt flr die aktuelle M7
Flr alle AtomeA < I und alle ModelleM von F' gilt M(A) =1
(falls es tberhaupt Modell®/ von F' gibt).

Beweis durch volistandige Induktion tber die Anzahder
Schleifendurchlaufe:

N =0: Ist(1 — B) € F, so mul} offenbal (B) = 1 gelten.
N — N +1: SeienA,, ..., A, € I nachN Schleifendurchlaufen.
Dann gilt nach Induktionsannahme fir jedes Modélivon F'-

o IStr =(A; A...NA, — B) € Fdanngiltauch\/(B) =1,
sonst wirdeV (= r gelten. Also gilt auch fur das iV + 1-ten
Schleifendurchlauf zd hinzukommende AtonB: M (B) = 1.

o Istr = (A1 N...NA, — 0) € F, dann gibt es kein Modell/
far F',dennausV/(A4;) =... = M(A,) = 1 folgt M - r. ]
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Falls der Algorithmus mif # <7 terminiert, so istl’ ein Modell fur F,
denn fir alle Implikationem € F gilt I’ = r:

e Faktr = (1 — B):
Nach Schritt 1 giltB € I und somit/’(B) = 1, d.h.I" = r.

e Integritatsbedingung = (A; A ... A A,, — 0):
FlUr mindesten eingilt A; ¢ I,
sonst hatte der Algorithmus mit= <7 gestoppt.
Deshalb giltI’(A; A ... A A,) = 0, und somitl’ |= r.

e Regelr =(A; A...NA, = B):
I'(Ay N...NA,)=1list&quivalentzwa, € I,... /A, € I.
Also ist B € I, sonst wirde Schritt 2 noch einmal ausgefuhrt.
Dies ist wiederum gleichbedeutend mitB) = 1.
Alsoqilt I' = r. ]

Prof. Dr. Dietmar Seipel 79



Logik fur Informatiker Wintersemester 2012/13

Minimale Modelle, kleinstes Modell
Sei M eine Klauselmenge.

1. Ein ModellI” von M heifstminimal falls die zugehdrige Menge
I={A|I'(A) =1} vonwahren Atomen minimal ist: d.h., es gibt
kein anderes Modell’ vonM mit J ={ A|J'(A) =1} C I.

2. Ein ModellI’ von M hei3tkleinstedvlodell, falls fiir alle ModelleJ’
von M gilt: I C J.

Wenn es ein kleinstes Modell gibt, so ist dieses eindeuti§eadem ist es
dann auch das einzige minimale Modell.

Sei F' eine Hornformel.

1. Bei Erfillbarkeit berechnet der Test das kleinste Modeiilir .
Definiert mand < 1, so giltI’(A) < J'(A), fur alle AtomeA.

2. Falls der Algorithmus mif = <7 stoppt, so gibt es kein Modell fir.
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Beispiel (Minimale Modelle, kleinstes Modell) N
1. Die Formel A o

G =AVDEB \(Z)/

hat zwei minimale Modelld] und I, mit den folgenden zugehérigen
Mengenl; = { A} und/l; = { B } von wahren Atomen.

Also hatG kein kleinstes Modell, und somit gibt es keine@u
aquivalente Hornformel.

Daneben hats noch ein nicht—-minimales Modell zu
2. Die erweiterte Formel
H = (AVB)A-B
Ist dagegen aquivalent zur folgenden Hornformel:
H = AN-B.
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Terminierung
Seinr die Anzahl der atomaren Formeln in

Da in jeder aul3er der letzten Iteration mindestens ein Atoth z

hinzukommen mul3, stoppt der Erflllbarkeitstest nach heaolss
Iterationen.

Satz (Korrektheit des Erflllbarkeitstests)

1. Falls der Algorithmus mif # <7 terminiert, so reprasentiert die

berechnete Menggéein Modell flr F, ja sogar das kleinste Modell fur
F', und F ist erfullbar.

2. Falls der Algorithmus mif = <7 terminiert, so gibt es kein Modell fir
F,undF ist unerfillbar.
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Regeln, Fakten und Integritdtsbedingungen

1. Regeln
AiN...NA,, — B
mit n > 1 und B # 0 dienen beim Erflllbarkeitstest zu Erweiterung
der Mengel von Atomen.
2. HornformelnF' ohne Fakten
1— B
sind immer erfillbar, und die berechnete Meriget leer:
I =0, d.h., inI’ sind alle Atome falsch.
3. HornformelnF' ohne Integritatsbedingungen
AiN...NA, — 0

sind immer erfillbar.

Prof. Dr. Dietmar Seipel 83



Logik fur Informatiker Wintersemester 2012/13

Exkurs: Logikprogrammierung

Wenn wir in Hornformeln komplexere Atome zulassen, dand s bei
einem Spezialfall der Pradikatenlogik, namlich der Logdgrammierung.

Die Regel

grandparent(X, Z) < parent(X, Y) A parent(Y, Z)
entspricht der Konjunktion aller Instanzen

parent(x,y) A\ parent(y, z) — grandparent(x, z),

bei denen die VariableX, Y, Z durch Personen, y, z ersetzt wurden.
Ein Beispiel ware die Instanz

parent (' William’,’Charles’) N parent(’Charles’,’Elizabeth’) —
grandparent( William’,’Elizabeth’).
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Zusammen mit den Fakten

1 — parent('Elizabeth’,’ George’),
1 — parent(’Charles’, Elizabeth’),
1 — parent(William’,’ Charles’),

wurde der Erfullbarkeitstest folgende Mengen ableiten:

Iy = { parent(’Elizabeth’,’ George’),
parent(’Charles’,’ Elizabeth’ ),
parent('William’,’Charles’) },

Iy = Iy U{ grandparent('Charles’,’ George’),
grandparent (' William’ ,’Elizabeth’) }.

Er wirde bereits nach der ersten lteration keine neuen frakédr ableiten.
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1.4 Minimale Modelle fur Klauselmengen

EineKlauselist eine Disjunktion von Literalen.
Aus der Definition detmplikation ' — G = = F V G und den Regeln von
De Morgan ergibt sich eine Implikationsschreibweise fiaudeln:

—|A1\/...\/_'An\/Bl\/...\/Bk =
_l(Al/\.../\An)\/(Bl\/...\/Bk) =
Al/\.../\An—>B1\/...\/Bk

Unter der Annahme, dal} auch die Disjunktion starker bindedia
Implikation, kdnnen wir auch die Klammern um den Regelkopf
B1 V...V B, weglassen. Dann gilt aul3erdem:
—A1V...VoA, = -(A1AN...NA,) = AiN...NA, =0
Biv..vVB, =1—ByV...V By
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Eine KNF-Formel3; A ... A 3, kann somit als endliche Klauselmenge
M ={p51,..., 0B, } inImplikationsschreibweise aufgefal3t werden.

1. Man nennt Implikationen der Art

Al/\.../\An—>Bl\/...\/Bk
auchRegeln

2. Regeln mith = 0 Rumpfatomen nennen wiakten
11— ByV...V B

Falls M keine Fakten enthalt, it/ immer erfullbar, und\/ hat ein
kleinstes Modelll’, in dem alle Atome falsch sind.

3. Regeln mitt = 0 Kopfatomen nennen wintegritatsbedingungen
Al JANSRAN An — 0
M ist erfullbar, falls es keine Integritatsbedingungen étith

1 ist die leere Konjunktion, und ist die leere Disjunktion.
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Beispiel (Modelle)

1. M ={c— aVb} enthalt keine Fakten.
Somit hatM ein kleinstes Modell, in dem alle Atome falsch sind.

2. M ={1 — aV b} hat bekanntermalRen zwei minimale Modelle,
namlich zu den Mengeh, = { a } undI; = { b } von Atomen,
sowie ein nicht—-minimales Modell zly = { a,b }.

3. M ={1—a,a— 0} istunerfillbar.
Wegen des Fakts — a mifdte eine Modelh wahr machen, was
wegen der Integritatsbedingumg— 0 aber unmaoglich ist.

Fur viele praktische Anwendungen ist man nur an den minimi&ledellen
einer Klauselmenge interessiert.
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Man kann den Erfullbarkeitstest zu einem Algorithmus zustBemung der
minimalen Modelle einer endlichen Klauselmengeerweitern.

Der erweiterte Algorithmus arbeitet nicht mit einer eirenigMengel von
Atomen, sondern mit einer Mend@esolcher Mengen von Atomen.
Die Mengen! € 7 werden nach folgender Schluf3regel erweitert:

{Al,...,An}gI, (A]/\.../\An—>Bl\/...\/Bk)EM
TU{B},... . 1U{By}

Aus einer Mengd werden alsd Mengenl U { B; }. As
'
Die MengeZ kann man als Baum veranschaulichen. :
An,
1. Jeder Ast entspricht einer Mengjec 7. / \
2. Falls man alle Atome!; auf dem Ast finden kann, B, .- B

so wird der Ast um eine Verzweigung erweitert.
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Beispiel (Berechnung der minimalen Modelle)

Fur die Klauselmenge

M = {b1 — Q, bg—>a,1—>b1\/b2}

erhalten wir die folgende Mengenfolge: / \
b1 by
Zo = {0}, l l
Ty = {{b1},{b2}}, : M

T, = {{a,b1 },{a,by}}, furallen > 2.

Zur Erweiterung vorl = () kbnnen nur Fakten verwendet werden.
Zuerst wirdl = () wegen des Fakts — b; V b umb; bzw. b, erweitert.

Beide Erweiterungen kdnnen dann wegen der Régelb a jeweils uma
erweitert werden.

Prof. Dr. Dietmar Seipel 90



Logik fur Informatiker Wintersemester 2012/13

Der gezeigte Baurfi; entspricht genau der Berechnung.

N
AN

a a

Der kompaktere Baurif; reprasentiert ebenfalls die Resultatsmenge

IQ = {{a;bl}a {avb?}}a

er spiegelt aber nicht die Berechnungsreinhenfolge wider.

Prof. Dr. Dietmar Seipel 91



Logik fur Informatiker Wintersemester 2012/13

Definition (Regel: feuert, verletzt)

Seil eine Menge von Atomen.

1. Eine Regel
A] /\.../\An—>Bl\/...\/Bk
feuertunter/ falls { A;,... , A, } C I.

2. I verletzteine Regel
A] /\.../\An—>Bl\/...\/Bk,
fa”S{Al,... ,An} C Iund{Bl,... ,Bk}ﬂlz 0.
FallsI eine Regel verletzt, so ist die zugehdrige Interpretatmechrkein
Modell dieser Regel, da sie den Rumpf erfullt, nicht aber idepf.

Wenn man/ um eines der KopfatomB,; erweitert, so verletzt U { B; }
die Regel nicht mehr.
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Die Berechnung der minimalen Modelle einer Klauselmendehbdelt
Fakten? — B, V...V B; nicht separat, sondern als Regeln

A/ N...NA,, = B1 V...V B
mit n = 0 Rumpfatomen.
e Ein Fakt feuert unabhangig vanda{ A;,... ,A,}=0C I.
e [ verletzt ein Fakt, fall{ By,... ,Bx } NI =10.

Wahrend wir beim Erfillbarkeitstest mit den Kopfatomen Eakten
starten, kann die Berechnung nun @it { () } starten.

Am Anfang werden dann offensichtlich vdn= () genau die Fakten
verletzt; diese feuern im ersten Erweiterungsschritt uagtgern/.

Spater mussen die Fakten — genau wie alle anderen Regefthdia
gefeuert haben — nicht mehr bertcksichtigt werden.
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Die Berechnung startet niit = { () }, d.h. mit einer leeren Menggin Z.

7 wird schrittweise verandert durch Erweiterung bzw. Elilarang seiner
Elementel € 7.

Zur Erweiterung vorl werden alle vorY verletzten Regeln

r,...,rm € M herangezogen.

Wenn wir aus jeder Rege} ein KopfatomB; auswahlen, dann reprasentiert
die Erweiterung/ = I U{ By, ..., B,, } ein Modell dieser Regeln.

SeiIM die Menge all dieser Erweiterungen

™M = {TU{By,...,By}|
furallel <i <m: B;istein Atom aus dem Kopf von; }.

FallsI keine Regeln verletzt, so i$t! = { I }.

Dann ersetzen wif in Z durch die Erweiterungen aus”.
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Beispiel (Berechnung der minimalen Modelle)
Fur die Klauselmenge
M ={b—a1Vas, b—>c1Vecy, I —b}
erhalten wir
oM = {{b}},
{bWM = {{b,ay,c1 }, {bar,ca}, {b,as,c1}, {bas,co}},
denn

e [ = () verletzt nur das Fakt — b, und

e [ ={b} verletzt die beiden Regelh— a; V as undb — ¢ V ca,
so daf’ man 4 Erweiterungenbilden kann.
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Damit erhalten wir die folgende Mengenfolge:

IO — {(D}a

Il — {{b}}7

I, = {{b,a1,c1}, / \
{b,a1,ca},

(b.02.01). / \ / \

{b, as, Co } }, far allen > 2.

Zuerst wird] = () wegen des Fakts — b umb erweitert.

Dann wirdl = { b} aufgrund der verletzten Regeln— a; V as und
b — c1 V co INn einem Schritt zu 4 Mengen erweitert.

Die Mengen!l € 7, verletzen keine Regeln mehr.
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Fur die Klauselmenge

M = {1—)&1\/CL2,1—>61\/62}

erhalten wir

0" = {{a,e1 }, {ar,e2}, {az,e1}, {az,e2} )
Da Fakteni — By V...V B} spezielle Regeln
A/ N...NA, - By V...V By
mit n» = 0 Rumpfatomen sind,
e verletzt! = () beide Fakten inV/,
e SO dald man 4 Erweiterungehbilden kann.

1 stenht fur die leere Konjunktion, die in jeder Interpretaterfullt ist.
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Ein Berechnungsast zZukann in zwei Fallen auch wieder absterben:
1. Falls eine Integritatsbedingumg= M unter! verletzt ist,
so stirbt der Ast ab.

Dar dann eine Regel mit = 0 Kopfatomen ist, kann man kein
Kopfatom wahlen, um zu erfiillen. Also giltI™ = .

Wenn wir wiederl durch die Mengen aus™ ersetzen, dann wird
faktisch eliminiert. Dies entspricht der Setzuhg- <7 aus dem
bekannten Erflllbarkeitstest.

2. Wir wollen nur die minimalen Modelle berechnen.

Deswegen kann man zusatzlich noch einen Ast absterbemjasse
falls es einen anderen Ast zu einer kleineren Menge I gibt.

Wir sagen danny subsumiertl .

In beiden Fallen wird ausZ eliminiert.
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Definition (min(Z))

SeiZ eine Menge von Mengen von Atomen.

Dann enthaltnin(Z) alle I € Z, fur die es keine Mengé € Z, mit J C 1,
gibt.

Beispiel (Minimale Interpretationen)

Fur die Menge

T ={{a,b}, {a,b,as}, {a,b,co}, {az,b,ca}}

gilt min(Z) = {{a,b}, {az2,b,c2} }.
Die beiden nicht—-minimalen Meng€ru, b, as } und{ a, b, c; } werden von
{a,b} subsumiert und somit eliminiert.
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Beispiel (Berechnung der minimalen Modelle)
1. FUr die Klauselmenge

M={a—c¢ 1 —=aVb aNc—0}

erhalten wir die folgende Mengenfolge:

IO:{@}v /\
a b

T, = {{a}, {b}}.
T, = {{a.c}, {b}}, l
Z, = {{b}}, furallen > 3. c

*

Der Ast zu{ a, c } stirbt im dritten Schritt wegen der verletzten
Integritatsbedingung A ¢ — 0 ab.
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2. Fur die Klauselmenge

M ={b—>aVas, b—>aVcy, 1 -b}

erhalten wir die folgende Mengenfolge: / \
a az
I, = {{b}}, a x62 a C2

T, = {{b,a},{b,az,co}}, furallen > 2.

Zuerst wird] = () wegen des Fakts — b um b erweitert.

Dann wird! = {b } aufgrund der Regelh — a; V a3 und
b — c1 V co In einem Schritt zu 4 Mengen erweitert.

Das doppelte Atona im linkesten Ast wird auf ein Atom reduziert.
Die beiden nicht—-minimalen Meng€rb, a, as } und{ b, a, c5 } werden
von { b, a } subsumiert und somit eliminiert.
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3. Fur die Klauselmenge

M={b—a, 1 —aVb} /\
b

erhalten wir die folgende Mengenfolge: a

T, = {0}, l
Iy = {{a} b}, Y x
T, = {{a}}, furallen > 2.

Die Erweiterungd{ a, b } wird von { a } subsumiert;
sie ist deswegen nicht—minimal, und der entsprechendetist gb.
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Algorithmus zur Berechnung der minimalen Modelle

Sei M eine Klauselmenge.
1. SeiZ ={0}.

2. Solange sicll verandert:
e Ersetze alld € Z durch ihre Erweiterungen aus’:
L — Ujer I

Falls I eine Integritatsbedingung aig verletzt,
so wird I ersatzlos eliminiert, denhi = 0.

e Eliminiere nicht—-minimale Mengen ads

T — min(Z).

Am Ende reprasentieff die Menge der minimalen Modelle vait.
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Beispiel (Berechnung der minimalen Modelle)
Fur die Klauselmenge
M={a—c¢, 1 —aVb a—c1Vecy, b—d}
erhalten wir die folgenden Mengen und Modellbaume:
Zo = {0},

Iy = {{a} b},
Z, = {{a,¢c,c1}, {a,c,c2}, {b,d} }, furallen > 2.

I\ N
-
c1/ \62
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Wir wollen uns den FallZ — J; ., I fir Z = Z; nochmals genauer
ansehen.

Fir die KlauselmengeVl = {a —¢, 1 - aVb, a—c1 Ve, b—d}

und die MengeZ = {{a}, {b}} von Interpretationen gilt
N =~
I I

I{W — {a’}M — {{CL,C,Cl}, {a’70702}}7
LY = {o}" = {{bd}}.

I, verletzt die Regelm — cunda — ¢ V cs. I verletzt die Regeb — d.
Also erhalten wir

1 UIGIIM :I{WUIéW :{{CL,C,Cl }7 {CL,C,CQ}, {bad}}
Es gilt in diesem Fallmin(Z) = .
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Der Algorithmus terminiert, da eine verletzte Regel in j@de
Berechnungsast nur einmal zur Erweiterung herangezogetew&ann.

Satz (Minimale Modelle einer Klauselmenge)

Sei M eine endliche Klauselmenge.
1. Die berechnete Mendereprasentiert die minimalen Modelle vad.

2. Falls der Algorithmus mif = () terminiert, so gibt es kein Modell
far M, und M ist somit unerfullbar.

Far erftllbare Hornformeln wird das kleinste Modell bereeh
Auch dieser Algorithmus terminiert nach hdchsteng Iterationen, wenn

nys die Anzahl der atomaren Formeln id ist, denn es mul3 in jeder aul3er
der letzten Iteration mindestens ein Atom zu einem Ast Hiomumen.
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1.5 Der Endlichkeitssatz (Kompaktheitssatz)

Satz (Endlichkeit, Kompaktheit)

Eine Formelmenga/ ist genau danerfullbar,
wenn jede endliche Teilmenge van erflllbar ist.

Beweis:

1. Ein Modell fur M ist offensichtlich auch ein Modell fiir jede Teilmenge
von M.

2. Nehmen wir also an, dal3 jede endliche TeilmengeMoarflllbar ist,
also ein Modell besitzt.

Wir betrachten nun die speziellen Teilmengén von M,
welche genau die Formell € M enthalten, die nur die atomaren
FormelnA,... , A, enthalten.
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Dann qilt offenbar:
My CMyC...C M, CM.

Die MengenM,, konnen i.a. unendlich grof3 sein.
Falls M unendlich viele Atome enthalt, dann gibt es keimit
M, = M.
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Fur die endliche Formelmenge
M ={aVb —aVe -bVd, maVec Vet
und die Reihenfolge

(A1,...,46) = (a,b,c,d,c1,c2)

erhalten wir
Ml — wa
Mg = { aVb },

Ms = {aVb, -aVc},

My = {aVvb —aVe -bVd},

Ms = My,

Mg = {aVb —aVe, bVd, —aVer Ve } = M.
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Da alle FormelnF' € M,, aber num Atome enthalten konnen,
gibt es nur maximat?" grundsétzlich verschiedene Formeln

Fy,...  F, e M,.

Denn es gibt genak = 22" verschiedene Wahrheitswertetafeln:
e jede Tafel haR™ Zeilen, und

e jede Auswahl einer Teillmenge von Zeilen mit der Belegiing
(alle anderen Zeilen haben dann die BelegOhg
ergibt eine andere Tafel.

Jede FormelF’ € M, ist also &quivalent zu einer der Formeih
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Deshalb ist jedes Modell ftr
M =A{Fy,..., F}
auch ein Modell farM,, .
Da M/ endlich ist, besitzil/,, nach Voraussetzung ein Modé}|.

Beispiel:
Al Ay Aj
I | 0O
I, | O 1

WegenlM; C M,,, furallel < ¢ < n, ist, auch ein Modell farM;:
I, = M;, furallel <i <n.
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Fur die endliche Formelmenge

M = {aVvb, -aVe -bVd, maVec Vet

konnte man folgendes erhalten:

a b ¢ d c1 co
I
I |0 1
Is|1 0 1
I,|1 0 1 0
Is{1 0 1 0 O
Isf1 0 1 0 1 O

Die fehlenden Eintrage der Tabelle kbnnen beliebig sein.
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Wir wollen nun aus den Modelleh, der M,, ein Modell I fGr M
konstruieren. Dazu definieren wir stufenweise die Wahshatte
I(A,) der AtomeA,,.
Dazu bendétigen wir folgende Indexmengen:
n = 0: J() :W_|_ :{1,2,...},
n—1—n: Seli

J?’lL—]_ — {J € Jn—1 |Ij(An) =1 }a

Jg—l = {JjeJn1|j(An) =0}

Dann setzen wir

Jl |, falls.J! ; unendlich
Jn =
JY |, sonst
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Wenn wir z.B. die fehlenden Tabelleneintrage @uind 1,, = I, flr

n > 6, setzen, dann erhalten wir folgende Menggn

a b ¢ d c1 co
L {0 0 0 0 0 O
IL|0 1 0 0 0 O
Is|1 0 1 0 0 O
I,/1 0 1 0 0 O
Is|1 0 1 0 0 O
Isf1 0 1 0 1 O

Jp = {3,...} furl <n <4,
Jn = {6,...}, furs <n.

Auf den erstent Atomen sind alle Interpretationely abn = 3 gleich,

auf den weiteren Atomen erst ab= 6.
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Offenbar gilt
Jo2J12...D Jy,.

Per Induktion nach zeigt man, daf? alle Indexmengégp unendlich
sind, denn

e .Jy Ist unendlich, und

e es muB3 immer mindestens eine der beiden Menflen oder.J?_,
unendlich sein.

Far alleZ; mit 5 € J,, hat A,, denselben Wahrheitswert:
I;(A,) =V €{0,1}, furallej € J,,

und wir setzen
I(A,) =V.
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Wir wollen nun zeigen, dal ein Modell vonM ist.
Sei alsoF' € M eine beliebige Formel.

Dann gilt ' € M,,, fir einn € IN, denn in F kdnnen nur endlich viele
AtomeA; ..., A;,,mitl < <ip <...<1 <n,vorkommen.

Aus M,, C M;, fur alle: > n, folgt nunF' € M,;.
Deshalb ist jede Interpretatiaiy, mit : > n, auch ein Modell flrF'.

Da J,, unendlich ist, gibt es einen Indéx J,,, miti > n.
Fur diesen Index gilt:

L(A) = I(A), ..., L(An) = I(An).
Denn der Index liegt in J,,, und damit auch in alled,,,, mit
0<m<mn,undesqil € J,, = I;(A,,) = I(A,).

Deshalb istl nattrlich auch ein Modell fiF’, dal auf allen relevanten
AtomenA,, ..., A, mit I; Gbereinstimmt. ]
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Der Endlichkeitssatz gilt nur fir Formelmeng#h, in denen alle Formeln
F € M endlich sind.

Sei zum Beispiel
F,=A1VAyV...=\/_ A,

die unendliche Disjunktion der Atom#;, und
F, =-A,, furn e IN,.

Dann hat
M ={F,|ne Ny}

kein Modell, obwohl jede endliche Teilmengé’ C M ein Modell besitzt.
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Fur M’ = & ist dies klar.

Fur M’ #+ @ gibt es einen maximalen Indexmit £, € M.

e Wir setzenl(A,,) = 0 fur m < n, und erfullen damit die Formelf,,,
mit 1 < m < n, und

e Wir setzenl(A,,) = 1 fur m > n, und erfillen damit die Forméely.

Damit ist ein Modell fur M.
Die komplette Mengé/ hat kein Modell, da

e gemal der Formelh,,,, mitm > 1, alle AtomeA,,, falsch sein missen
und

e gemal der Formdi, aber mindestens ein Atom,,, wahr sein mul3.
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Einealternative Beweisidekir den Endlichkeitssatz baut auf dem
ErfUllbarkeits—Algorithmus auf.

Wir starten mit einem leeren Berechnungsbaum, und wir vedes
sukzessive die endlichen Klauselmendédf zur Erweiterung.

e Falls irgendwann alle Aste abgestorben sind, sa4stunerfillbar.
e Andernfalls bleibt immer mindestens ein Ast am Leben.
Wir kdnnen dann wie folgt einen Ast finden, der nicht abstirbt
e Wir starten in der Wurzel des Berechnungsbaums.
e Wir folgen einem Ast, dessen Teilbaum nicht komplett abstir

Auf diese Weise finden wir eine Mendevon Atomen, so dal3 die
zugehorige Interpretatiofi ein Modell flr M ist.
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1.6 Resolution

Ein KlauselK ist eine Disjunktion von Literalen:
K=LiV...VL,.

Die Reihenfolge der Literale iK ist unerheblich; wir konnex” auch als
Menge{ L1,..., L, } von Literalen ansehen.

Deswegen schreiben wiy; € K, fur 1 < ¢ < n, und wir bezeichnen mit
K\L;=L{V...VLi_1VL1V...VL,
die Klausel, welche man aus durchWeglassewnon L, erhalt.

Eine endliche Klauselmeng¥ entspricht einer Formet' in KNF:

F=(Li1V..VLig)AN...A(Lmi V...V Lynn ).
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Definition (Resolvente)

Seienk; und K, Klauseln mitA € Ky und—A € K5, fur ein Atom A.
Dann heil3t

K = (K1\A) V (K2\~4)

eineResolventeon K; und K5 nach A.
K, Ko
K

FurK; = AV Kund K, = =A Vv K erhalten wir die Resolvente
(Ki1\A)V (Ko\-"A)=KVK=K.

Spezialfall
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Beispiel (Resolvente)

FUr die beiden Klauseln

Ky, = AvBVvVC(C,

Ky = -AV BV D AvBvVC -AvVBV-D
gilt \ /

Ki\A = BVC BV CV-D

Ky \—-A = BV D,
und wir erhalten die Resolvent8® = BV (C'V —=D.

Nur wenn eine Klausek ein Atom A und dessen NegationA enthalt
(z.B.K = AV BV —A), dann kann man sie mit sich selbst resolvieren:
K, = K5 = K. Dann istK eine Tautologie, und die Resolvente ist wiedér
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Beispiel (Resolvente)

Die beiden maglichen Resolventen ais = AV -B Vv C und
K, = BV —(C sind Tautologien:

AV-BvVC BvV-C AvVv-BvC Bv =C
AvCV-C AvV-BVB

N,/

Wir bezeichnen hier dikeere Disjunktiorp kurz mit 0.
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Resolutionslemma
Sei M ein Klauselmenge uné, Ky € M.

Ist K eine Resolvente voA'; und K5 (nach einem Atom), so sindM
und M U {K} aquivalent:M = M U{K}.

Bewels:

Seil eine zuM — und damit auch zi/ U { K} — passende Interpretation.
Falls] = M U {K}, dann gilt naturlich aucth = M.
Also nehmen wir nud = M an.

SeiKy = AV K{und Ky = -AV K. Dann giltK = K| Vv K.
e Falls/ = A, sofolgt aud = K- auchl = K5.
e Falls/ = —A, sofolgt aud/ = K; auchl = K7.

Also giltin beiden Fallen = K] v K} = K.
Deshalb giltl = M U {K}. []
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Definition (Resolutionsmengen)

Sei M eine Klauselmenge.

Res(M) = M U{ K | K ist eine Resolvente
zweier Klauselnk,, Ko € M }.

Ferner definieren wir:

Res’(M) = M,
Res" (M) = Res(Res™(M)), fiirn >0,
Res™ (M) = ,>o Res" (M).

Offensichtlich gilt die sogenannte Monotonie—Eigensthaf

M C M = Res(M) C Res(M').
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Beispiel (Resolutionsmengen)

Fur die Klauselmenge

M = {cV-a aVb ctVecaV—-a,dV—b}

erhalten wir die folgenden Resolutionsmengen:

Res’(M) = M,
Res' (M) = MU{bVe, bVer Ve, avdl,
Res*(M) = Res'(M)U{cVd, ciVeaVdl,
Res®*(M) = Res*(M).

1. Iteration:

e AuscV —a unda V b erhalten wirb V c.
e Ausa Vbundey V ca V —a erhalten wirb V ¢q V cs.

e Ausa VvV bundd Vv —b erhalten wira V d.
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c V d kann redundant auf zwei unterschiedlichen Wegen abgeleseien:

c\/< /a,\/b a\/b\ ?/ﬂb
b\/c\ ?/ﬂb C\/< /a,\/d
cVd cVd

In diesem Fall sind die verwendeten Klauseln aligan den Blattern des
Baumes) jeweils dieselben. Nur die inneren Knoten der Baintkanders.
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2. lteration:
e AuscV —a unda V d erhalten wirc V d.
e AuScy; V ¢y V —a unda V d erhalten wire; V eo V d.
e Ausd V —bundb V c erhalten wir ebenfalls Vv d.
e AusdV —bundbV cy V ¢y erhalten wir ebenfalls; v ¢5 V d.

Sowohle Vv d als auchey V ey V d werden also redundant auf zweil
unterschiedlichen Wegen abgeleitet.

In der Praxis versucht man redundante Ableitungen modlmins
vermeiden.
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Fur die Klauselmenge

M = {pVg —pV—-gq pV-qg pVq}

erhalten wir die folgenden Resolutionsmengen:

s

Res®(M) = M,
Res' (M) = M U{p, q, =p, ~q, pV —p, ¢V —q },
Res*(M) = Res*(M)U{ O},

(

es®(M) = Res*(M).
Aus —p V —g undp V —q erhalten wir z.B. die Resolvente;.

In Iteration 2 kann die leere Klausel kann auf zwel unterschiedlichen
Wegen abgeleitet werden:

e ausp und-p und

e ausq und-—gq.
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Man kann zeigen:

M = Res?(M) C Res' (M) C ... C Res™(M) C Res*(M).
Aul3erdem gilt:

M = Res" (M) = Res™ (M), furallen € INy,
und wegenRes’ (M) C Res' (M) auch

Res™(Res(M)) = >, Res" (M) = U,,>o Res" (M) = Res™(M).

Resolutionssatz der Aussagenlogik (Widerlegungsvollstdigkeit)

Eine Klauselmeng@/ ist genau dann unerfillbar, wemne Res™(M).

Beweis:

Korrektheit: Angenommern € Res™ (M ). Dann istRes™ (M) unerfllbar,
und wegenV/ = Res™ (M) ist auchM unerfillbar.
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Vollstandigkeit:AngenommenV/ ist unerfullbar.

Aufgrund des Endlichkeitstatzes gibt es bereits enélicheTeilmenge
M’ C M, welche unerfiullbar ist. Wir kbnnen zusatzlich voraussetzald
M’ keine Tautologien der Form v —=A Vv C enthalt.

SeienAy, ..., A, alle in M’ vorkommenden Atome. Wir zeigen nun per
Induktion nachn, dalRa € Res™(M).

n =0: DaM’' = @ erfillbar ist, giltAM’ = {0} und somit
0 € M C Res™(M') C Res™(M).

n — n + 1. Wir resolvieren Klauselpaark; vV A,, 11 und Ko V = A, 14
ausM’ nachA,, 1 und setzen:

M, = {Ki|Ki1V Apir € MY,
My = {Ky| KoV —=Appr € M'}.
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Sei ferner
M3 ={ K3 e M"| A, 1 kommt nicht inK3 vor }

die Menge aller Klauseln au¥/’, in denenA,, ., werder positiv als
A,11 noch negativ als A, 1 vorkommt. Dann gilt

Res(M') O Ms U (M;y VvV M) = M",
wobel

MV My={K,VKsy|Ki€M,Kye M}
Die MengeM " enthalt nur Formeln tUbet,, ... , A,.
AngenommenV/"” ist erflllbar mit einem Modell.

e Angenommen’ = My undl (= M.
Dann gibtesk; € M; und Ky, € My mit I = K7 und! = Ko,
und somit/ £ K; V Ko € My vV My C M, ein Widerspruch.

e Also gilt I = M; oderl = M, (oder beides).
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Wir konstruieren nun ein Modell’ fur M’:
M = MsU ({Ani1} vV M)U({—Api1} V M),
1. Falls] = M, so setzen wir:
I(B), fallsBe{A,...A,}
0, falls B= A, 11

° Wegen[ ’: M, gllt I’ ': {An_|_1} VvV M;.
e Wegen!l’ = —A, 1 giltauchl” = {-A,, 11} VvV Ms.

2. FallsI = Ms, so setzen wir:
I(B), fallsBe{A;,...,A,}
1, falls B= A, 11

e Wegenl = A, 10t I' ={A,+1}V M;.
e Wegen!’ = M, giltauchl’ = {-A,+1} V M.

In beiden Fallen gilt wegeh = M5 auchl’ = M;.

I'(B) =

I'(B) =
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Also qgilt in beiden Fallen’ = M’,
im Widerspruch zu der Annahme, daf®’ unerfillbar ist.

Also haben wir gezeigt, da¥” unerfullbar ist.

Da M" nur noch dien Atome A4, ... , A,, enthalten kann, gilt somit
nach Induktionsannahme

0 € Res™(M").
Wegen

Res™(M") C Res™(Res(M')) = Res™(M') C Res™ (M),
gilt nun alsod € Res™(M).
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Die Konstruktionaus dem Beweis zum Resolutionssatz funktioniert fr
beliebige Klauselmengel/ und AtomeA:

{Ki|KiVAeM},
{Ko|KoV—-Ae MY},
{ K3 € M | A kommt nicht inK3 vor }.

Die Transformation

MHM”ZMgU(Ml\/MQ)

erhalt die Widerlegungseingenschaften:

M istunerfullbar< 0O € Res™ (M) <
M" ist unerfillbar < 0O € Res™(M")

M'" enthalt das Aton¥ nicht mehr.
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Beispiel (Transformation)

Aus der Klauselmenge

M = {pVgqg ~pV~—q pV—-q pVq}j
erhalten wir flr das Atomd = p:
My ={q —q} = M, M3 = 0,
M" = MyVMy = {qV—q q¢q} =1{4q q}

Tautologien — wigy V —q — kann man frtihzeitig aus der weiteren
Betrachtung ausschliel3en.

Die nochmalige Transformation fur das Atafin= ¢ erzeugt aug/” nun
M//// — {D }

Also ist M unerfullbar.
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Definition (Deduktion)

Eine Deduktion(Herleitung Bewei$ einer KlauselK aus einer
Klauselmengél/ ist eine Folge

K17K27"' 7Km
von Klauseln, mitk,,, = K, und
V1<i<m:

e K, € M oder

e K, istdie Resolvente aus zwei Klausdif, und K;,,

Eine Klauselmeng@/ ist genau dann unerflllbar, wenn eine Deduktion der
leeren KlauseKK = 0O ausM existiert.
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Beispiel (Deduktion)

Fur die Klauselmenge

M ={cV-a aVb ctVecaV—oa, dV—b}

erhalten wir z.B. die folgende Deduktids,,... , K5 von K = ¢ V d:

Ki=cV—-a Ko=aVb

\/

Ks=bVec Ki=dV-b

\/

K5:C\/d
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Beispiel (Deduktion)
= {pVqg,pV—qpV-q-pVq}.
Deduktion: Resolutionsgraph:
Kl = P V q,
KS = D,
Ky = —pV g,
Ks = —pVg, \ /
K6 = D,

K, =0
K, = 0O.
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Definition (Lineare Deduktion)

Einelineare Deduktior{Herleitung Bewei$ einer KlauselK aus einer
Klauselmengé\! ist eine Folge

Kla KZ) s 7K2-m-|—1
ungerader Lange von Klauseln, ni,.,,, .1 = K und
e K1 € M und

o V1 <1< m:
K5.;11 ist eine Resolvente aus,.; _; und einer KlauseKs.; € M.

K7 und die Klauselnk;.; mit geradem Index sind also alle i,
die anderen KlauselA’,.;. ;1 mit ungeradem Index sind Resolventen.
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KieM KoeM
K3
I
I
I
Y
Koi—1 Ko, €M
Ko.i41
I
I
I
Y
Kom—1 Kom €M
K2.m+1
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Beispiel (Lineare Deduktion)
1. Fur die Horn—Klauselmenge

M = {cV-a aVb ctVecaV—oa,dV—b}

haben wir bereits eine lineare Deduktifiy, ... , Ks von K = cV d
gesehen.

2. Man kann zeigen, dal} es fir die Nicht—Horn—Klauselmenge

M ={pVg-pV-qpV—-q-pVg}
keine lineare Deduktion der leeren Klaugél= 0O gibt.
Die oben angegebene Deduktion vien= O war nicht linear.
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Aus dem Erfullbarkeitstest fir Horn—Klauselmengen folgt:

Fur alle unerfillbaren Horn—Klauselmeng&hgibt es eine lineare
Deduktion

Kla KQ) s 7K2-m—|—1

der leeren Klausek = 0O, die mit einer Integritatsbedingunig, € M
beginnt. Fir diese Deduktion gilt dann:

e Auch alle anderen KlauselA5.; 11 mit ungeradem Index sind
Integritatsbedingungen.

e Alle KlauselnK5.; mit geradem Index sind Regeln (einschliel3lich der
Fakten) aus\/ mit einem positiven Atom, dem Kopfatom.

Auch die leere Klausell = O kann man als Integritatsbedingung ansehen,
da sie keine positiven Atome enthalt.
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Beispiel (Lineare Deduktion)
Fur die unerftllbare Horn—Klauselmenge
M = {a, b, ~aV b}

gibt es z.B. die folgende lineare Deduktion vBn= O:

K1:—|a\/_'b KQICL
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